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Seite  188  unter  Zeile  2  v.  o.  fehlt  die  Zeile 

[;j  [  A{p)  logg! log Z>!  logt-  \p  ;  yijp)  I  logg  !  log&  :  logc  | 
welche  die  Ueberschriftcn  der  5  Columnen  enthält 
Seite  189  Zeile  7  v.  u.  statt  logx'       setze  log^^ 
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Die  Tafel  auf  Seite  188  bcgiaut  nun: 

L  TalBl  4»r  Lmia-FuMlIoi. 

Ap-^y)  -  ^(p)+[i  +  (i+«y)%3^y  ~ 

p  I  Ajp)  llogallog&l  logc  I  p  I  A{p)  I  logg  |  logft  |  logc 
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BODL:l 


I. 


nationale  ebeiu^  Ciirven  dritter  Ordnung. 

ächlii»«  aa  N.  IV.  T.  LVIU. 


Von 


Dr.  K.  Zahradnik, 

Vniverüitätäprofvssor  eu  .\gram. 


Anwendmie  auf  das  Deaearteg'sehe  Blatt. 

Die  Gleicbaiig  des  Doäcartes'sclicu  lilattcs  ^)  ist  bekauutlich 

<r»+y»  — 3aa-if  —  0.  (1) 

Die  roorilmatoiiachsrn  siiul  dii»  Tangenton  des  D(i])iielpunktos  dieser 
Curve.    l>ie  lilciihuug  (1)  können  wir  durch  das  GieieUuugspaar 

Sau 

ersetzen,  das  lieisst,  wir  kOmieii  dio  Coordinaton  eines  beliebigen 
CarvcnpuDkU«  rational  mittelst  des  Parameters  «  ansdrOcken.  Jedem 
CnnreDpnnkte  «/  entspricht  ein  Parameter  m  und  umgekcbi  t,  und  dio 
Bedeatnng  des  Parameters  ist  bekanntlicli,  wenn  wir  die  Verbindungs- 
linie des  Punktes  ui  mit  dem  Anfangspunkte  der  Goordinaten  mit  Vi 
beKeichnen, 

tg(D7JC)-.«,  (3) 


1)  Dto-o  Kntwiekelurg  orschien  anni  Teile  in  8itftangtb;>richten  der  kg. 
b6hm.  G«wlUch.  d.  WiMenech.  7.  11.  I87S.  Frag. 

1W1 VSX.  I 
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2  Zakradnikt  Batwimle  thetu  Curven  dritter  Or^Mng, 

3.  Als  die  Bediogungsgleichaog  für  die  Lage  diriei*  Pankte  des 
Blattes  aof  einer  (Geraden  ergibt  sich 

tti«,tt,  =  — 1  (4) 

FOr  einen  Inflezionspnnkt  wird  * 

tl^  =a  ti,  =  t4,  <—  N 

und  die  Olcicbnng  (4)  geht  in  diesen  Falle  aber  in 

»>  —  —  1, 

deren  drei  Wurzeln 

 1 

n.^^^'  (6) 
1— .V3 

«.  Y- 

die  Parameter  der  luflexionapunktc  ergeben.  Das  Product  der  Para- 
meter der  Inflexionspuukte  ist  gleich  — 1,  d.  h.  dieselben  liegen  auf 
einer  Geraden. 

8.  Die  Parameter  der  nnendlicb  fernen  Punkte  des  Bhittes  er* 
halten  wir,  wenn  wir  den  Neuner  (2) 

setzen,  nnd  wir  erkennen  sogleich,  dass  die  drei  unendlich  fer- 
nen Punkte  des  Blattes  dessen  Inflexionspunkte  sind,  dem- 
nach fidlen  die  Inflexionstangenten  mit  den  Asymptoten  des  Blattes 
zusammen. 

Secante  and  Tangente. 

4.  Für  die  Secante,  als  Yerbindungslinie  zweier  Punkte  «t, 
des  Blattes  cigibt  sich  die  Oleichung 

a*   y  'i\a 

welche  wir  nach  Kürzung  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor  (mi—^s), 
schreiben  können: 

Tür  » 14  —  «  geht  die  Secante  in  eine  Tangente  Ober,  und  wir 
erhalten  als  deren  Gleichung 

ti(«l»— 2)«+  (1  — 2u%-i-3au^  =  ü  (7) 
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Die  Gleichung  (7)  liefert  uns  die  Parameter  der  Berührungspunkte^ 
der  vorn  Punkte  (-r^)  an  das  Blatt  gelegten  Tangenten,  wenn  wir  a-, 
y  aJs  bekannt  und  u  als  unbekannt  nehmen.  Nun  ist  die  Gl.  (7)  in 
Bezog  auf  u  vom  vierten  Grade,  d.  h.  von  jedem  Punkte  (xy)  kann 
man  an  das  Blatt  vier  Tangenten  legen,  das  Blatt  ist  somit  eine  Curvo 
vierter  Classe  uud  drittiT  Orduuog,  uud  die  Yergleichuug  mit 

-  0  (8) 

liefert  aus  die  Coordiuateu  ihrer  Taugentcu,  uümlich 

Sau 

_  1  —  2tt» 
3au*. 

An  der  Gl.  (7)  erkenoen  wir,  dasB  vier  T^Dgonten^  dos  Blattes  durch 
riieo  Punkt  hindiircbgeheD,  wenn  deren  Parameter  nachstehenden 
zweien  Bedingungsgleichnng^ 

(«),  -  2iuU 

genügen. 

Führen  wir  aus  Gl.  (5)  die  Parameter  der  unendlich  fernen  Punkte 
iu  die  Gl.  (7)  der  Tangente  ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  der 
drei  Asymptoten 

.to      (1— /v  3)-^-r(l4-»V8)y  — 2«  =  0  (10) 

Die  reelle  Asymptote  Ai  schneidet  anf  den  Cooidinatenachsen  gleiche 
Stocke  mby  nftmfich  —a,  nnd  die  Übrigen  zwei  imaginären  Asymptoten 
schneidcti  Bich  in  einem  reellen  Punkte,  dessen  Coordinatcn 


sind. 

InTOlationskegeisehnitt« 

6.  Der  Invohttionskegelschnitt  fhr  das  Bcscartes'sche  Blatt  ist 
eine  Hyperbel,  deren  Gldchnng 

^-(^y  (") 

ist  Die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind  dio  Doppelpnnktstaagenten 
dn  Bbifttes* 
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Zah  radaik:  llationaU  t-ttene  Ckrceu  äritter  OidtiHng. 


V^nuile,  EtoIbIc« 

C.  Die  Gloielmug  einer  Gcradeo,  welche  durch  den  Paukt  «* 
der  Curve  hiadurcbgeht,  lautet 

Dieselbe  wird  zur  Normalen,  wenn  wir 

— 2)  ^ 

setzen,  was  aus  Gl.  (7)  erhellt.  Setzen  wir  nun  den  Wert  für  A  in 
die  Gl.  (12),  so  erhalten  wir  als  Gicichnng  der  Normalen 

tt(tt3-.2)(u»+l)H-(2i»»— l)(tt»+l)flf— 3att{tt^+2tta— 2«»— 1|  -  0  (14) 

Da  der  Parameter  dos  Fussjmnktes  in  dieser  Gleichung  der  Normalen 
im  siebenten  (irade  erscheint,  folgt,  dass  wir  aus  einem  jeden  Punkte 
der  Kbeuc  des  Blattes  sieben  ^'orlualcu  füllen  können 

Die  Anzahl  der  Kormalen  bestimmt  die  Garao  der  Evolute. 
Setzen  wir  dio  Gleichung  der  Kormalen 

2i  =-  0, 

80  erhalten  wür  die  Gleichung  der  Evolute  in  Punkteoordinaten,  wcdn 
wir  ans 

N^O  (15) 

und  deren  Derivatiou  nacli  », 

1^=0  UC) 

den  Parameter  n  eliminiren  als  J\j .,,'/)  oder  in  anderer  Form, 

wenn  wir  die  Gleiehnngen  (15)  und  (IG)  nach  x  und  y  auflösen  als 

(17) 

Die  Evolute  ist  somit  eine  rationale  Curve  siebenter  Classe  und 
zwölfter  Ordnung. 


1)  Bekanntlich  hat  Chnslcs  f^ezri^rf,  das-i  die  Anzahl  der  Normiiloil  gleich 
der  Sttoiaie  der  Onlnungssftbl  und  CUseeoMhl  einer  Curve  'M,  Iiier; 

7s=3<|-4 
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Aohnli«  !i  in  Art.  \.  köniKMi  wir  dio  Gleichung  der  Kvolutc 
ni  TangCQtmlcoordiiiatcu  ausdrUckcu 

*  *"     3a«(ii*— 3»»— 2t»«-f  1 ) 

(18) 

Bus  sich  die  Coordinatei  det  KninunuugsuuttelpuiikleB  so  wie  auch 
der  KrOuuDaugsbalbmesser  leicht  als  Functionen  des  Paramcttirs  « 
ctyben,  ist  klar,  da  es  bloss  darauf  ankommt,  die  ersten  und  zweiton 
DifereBlialqnotienten  Ton  x  nnd  y  nach  u  sn  berechnen  und  in  bc- 
ksmite  Formeln  die  Werte  ^nsnf&bren. 

Aber  der  Krümmungsniittolpuiikt  ist  scbou  tlurch  ül.  (17)  ange- 
dcotet,  somit  könueu  wir  von  oiner  zweiten  Berechnung  der  Gl.  fl7) 
Umgang  nehujcn,  nnd  zwar  sclion  ans  dciu  (irundc,  dass  dio  zweite 
iierechuuug  gegen  die  erste  keinen  Vorteil  böte. 

Qnadraftnr* 

7.  IKe  Fläche  der  Schleife  (des  Blattes  im  engeren  Sinne)  ist 
a«agedrOckt  durch  das  Integral: 


SeC2cu  wir 

1+«*  -  h 
so  geht  dieses  Intcgrsl  ttber  in 

Die  zur  >' Achse  parallele  Tangente  des  IJlattts  berührt  dasselbe  im 
Tunkte  B  (Fig.  1.),  dessen  Coordiuaten  OC  und  OD  sind.  Entspricht 
rinn  der  Punkt  .1  dem  Parameter  ^  1,  so  ist  dio  Fläche  des  Blattes 
OABO  gleich  OAÜC-OBC\  daher  ist 

I  : 

•  1 

daher 

1 

P=3a«y  ^-rf«=-y  (10) 
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Die  Flache  der  Scbleifi'  ist  demnacb  gleieh  einem  Uccliteckc,  dessen 
Basis  die  Länge  der  Selileife  f>A  und  dessen  Hohe  der  Abstand  des 
Doppelpunktes  von  der  reellen  Asymptote  ist, 


oder  auch:  die  Fläche  der  Schleife  ist  gleich  der  dreifachen  Fläche 
des  Dreiecks,  den  die  Asymptote  mit  den  Doppclpuuktstangeutcu  bildeL 

Um  die  Flftche  zu  finden,  welche  die  reelle  Asymptote  mit  den 
beiden  Aesten  tdldet,  wollen  wir  die  Goordiuaten  transforroiren. 
Dreben  wir  die  Coordinntenacbsen  um  Ab%  so  wird  die  neiie  X  Achse 
auf  der  reellen  Asymptote  senkrecht  stehen,  und  die  fiühere  Gleichung 
des  Blattes  geht  Aber  in 


P—  OA.OD, 


so  können  wir  die  Gleichung  ersetzen  dnrch 


und  fOr  die  Flftche  erhalten  wir  den  Ausdruck: 


Setzen  wir 


so  erhalten  wir 


oder 


Bezeichnen  wir 


Dieser  Bezeichnung  zufolge  ist 
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II 

3  1^  a  +  3tt*)«~  3  ""2 

«krscibo  Ausdruck,  den  wir  früher  für  die  Fläche  der  Schleife  cr- 
Wt»"j  haben.  Da  nun  unser  Integral  in  den  Grenzen  x  und  1, 
-1  und  0  dor  Grösse  n.ioh  gleich  bleibt,  so  sehen  wir,  dass  die 
reelle  Asymptote  das  HIatt  dcrinassen  abgrenzt,  dass  dasselbe  durch 
den  Doppelpunkt  und  durc  h  dessen  Synnnetrieaclise  DA  in  vier  gleiche 
Teile  geteilt  wird;  il'  r  Fhieheuiuhalt  der  von  der  Asymptote  begrens&teu 
l-lacbe  sammt  der  äcliioüe  ist  (Fig.  3.) 

P'— 3a*r=2P— l^KJ  (30) 

«caa  F  wie  iVaher  den  Flächeninhalt  der  Schleife  bedeutet. 


Xn  ist  aber 


Mnit 


€tiitraettoaeB  des  Blattes. 

8.  Beschreiben  wir  mit  '.\a  als  Halbmesser  einen  Kreis,  und  setzen 
3«=  OB  =  1,  was  immer  erlaubt  ist,  da  wir  die  Längeueiuhcit  be- 
liebig wählen  können.  Ziehen  wir  nun  tleu  Strahl  OA ,  welcher  mit 
OB  ( Fig.  )  einen  Winkel  bildet,  dessen  Tangente  gleich  u,  ist,  und 
durch  AB  gemessen  wird,  so  dass 

u  =  Aß. 

Beschreiben  wir  nun  um  den  Ponkt  B  mit  dem  Halbmesser  AB  tincn 
Boges,  der  OB  im  Pnnlcte  D  trifft,  nnd  ziehen  ans  diesem  Pnnitte 
a  OA  eiae  Parallele,  welche  aaf  AB  den  Ponkt  A^  bestammt,  so  ist 

A^B  «  u». 

Ziehen  wir  ferner  ans  dem  Punkte  D  zn  OA^  eine  Parallele,  so  er- 
hsltcn  wir  anf  j10  den  Punkt  A^  nnd 

A^B  =  tt^. 

Tragen  wir  die  Strecke  A^B  auf  OB  in  ihrer  Vorlftngemng  ttber  B 
so  dass  A^    BC  ist,  so  haben  whr 

Um  SO  constmurcn,  machen  wir  aaf  OA 
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OA^'  =  AB 

und  /.iehcMi  aus  dem  Punkte  C  eine  Parallele  zu  JiA^\  so  erhalten  wir 
aut  OA  den  Puukt  i/  uud  « 

Machen  wir  nan  auf 

OA^'^A^B 

und  ziclii  ii  aus  dem  Punkte  C  eiuc  Parallele  zu  BA^^  so  erhalten 
wir  auf  OA  dcu  Puukt  iS  uud 


Beschreiben  wir  non  mit  OR  aas  dem  Punkte  O  einen  Bogen,  d(T 
OB  im  Punkte  i'  trifft,  und  errichten  in  P  eine  Senkrechte,  so 
schneidet  dieselbe  den  Strahl  OA  im  Punkte  Jf,  welcher  ein  Puukt 
des  Blattes  ist.  Bei  Construction  mehrerer  Curvenpunkto  treten  natttr- 
lieh  verschiedene  Erleichterungen  auf,  so  ist  die  separate  Construction 
'des  Punktes  S  oder  der  p  nicht  erforderlich,  wir  finden  aber  in  ihr 
mittelst 

OA^'  —  MP 

eine  Probe  der  Zeichnung. 

Kiue  zweite  Construction  möge  uocli  kurz,  orwäliut  werden. 

Das  Dcscartes'sche  Blatt  zeigt  sich  als  las  Erzeuguiss  eines  Kogel- 
schnittsbUschels  und  eines  ibni  projecti\isclien  Strahlcnbilschels.  Die 
Lage  dieser  Uaschel  ist  bestimmt  durch  uachstchendo  Gleichungen 

(21) 

y  — Jbs  «.  0. 

Far  jeden  Wert  von  k  erhalten  wir  einen  Puukt  der  Curvc 
(ausser  dem  jedem  l  zukommenden  Coordinatcnaufang,  der  als  Doppel- 
punkt des  Erzeugnisses  auftritt)  als  Durchschnitt  der  entspreehräden 
Elemente  beider  Bflschel.  Die  Coordiuaten  dos  Durcbsdinittes  er- 
halten wir,  wenn  wir  die  Gleichung  des  KegeischuittsbOschels  mit  l* 
multipliciren  und  in  dieselbe  aus  der  Gleichung  des  StrahlenbQschcIs 
für  Xx  den  Wert  einfahren.  Wir  erhalten  so  nach  kurzer  Reductiou 

somit  vermöge  der  zweiten  Gleichung  (21): 
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wrlihc  wir  als  das  (ncichungspaar  des  Dlattos  wieder  erkenuen.  Dio 
Mittolimukto  des  Ki-^^clschiiittsbüscliels,  dem  die  A'  Ache  als  gemeiu- 
schafUiclie  Taugcute  zukommt,  liegen  auf  der  Y  Achse. 

Ftlr  jedes  positive  X  haben  wir  mit  einer  Ellipse  des  Büschels 
I«  ioD,  welche  flUr  A  *  1  iu  einen  Kreis  flbcineht  Negati?en  1  ent- 
sprechen Hyperbeln  des  Bttschols  nnd  als  Uebergangsfiül  bähen  wir 
Är  i  —  0  cioo  Parabel  dos  BQscbels.  Die  Paukte  des  Blattes  im 
eqgeren  Sinne  sind  also  Darchschnittc  der  Ellipsen  des  Büschels  mit 
don  entsprechenden  Geradendes  StrahlcnbüscLels,  wäbrend  die  Punkte 
der  beiden  Aeste  als  Dnnlischiiitte  der  Hyperbeln  des  Büschels  mit 
den  eotsprechenden  Strablen  des  Strablenbüschels,  der  Doppelpunkt 
entspricht  der  Parabel  des  Büschfls  (A  =  0)  und  X  Achse  (A— >aD), 
welche  als  eine  Doppellinie  auftritt  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Grandstrableu  des  Strahleuhttschels. 

G^ben  sei  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystcm  (Fig.  4.)  nud 
dio  Gerade 

Li  =  y—ktx  —  0. 

Aof  der  y  Achse  trage  nuin  OB  —  ^  (wo  6  =  3a  knrz  ge- 

setzt ist)  auf,  und  zicbo  durch  B  eine  Parallele  zur  jlT  Achse,  welche 
die  Gerade  X  =s  0  im  Ponkto  C  schneidet,  so  ist 

Bezeicbncu  wir  nun  dio  in  der  Y  Achse  gelegene  Achse  des  Kogel- 
schttittcs  mit  2ß  und  dio  andere  mit  2«,  so  ist  bekanntlich 

/»-Ii  (22) 

Es  ist  somit  HC  ^  ß  für  den  Kei^clschnitt  )  .    Wir  Huden  «,  wenn 
wir  AO  über  den  Pnnkt  O  um  OB'  verlangern  und  mit  B'E  — 
B'A 

EA"      -  einen  Halbkreis  beschreiben,  der  dio  Y  Achse  in  F  trifft, 

so  ist  oy  «r.  Der  Zusammenhang  zwischen  a  und  ßy  welcher  dorch 
die  Gleiebiuig  (23)  gegeben  ist,  nämlich 

«*  -  ^' .  ^  (24) 

lisst  eine  cinfKbo  Construction  von  «r  und  ß  zu.  Hau  constmire  zu 
Bchnfo  die  Parabel  (24),  und  dio  Coordinaten  ihrer  Punkte 
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geben  die  cntsprochendon  Achsenpaarc  «,  ß.  Sind  nun  für  ciTicn 
Kegelschnitt  X  sein  Mittelpunkt,  seine  Achsen  bekannt,  so  können 
wir  denselben  construiren  und  sciu  Durchschnitt  mit  L  0  ist  der 
X  eutsprecheude  Curvcopuiikt. 


ADwenduiig  avf  üe  Stropboide. 

1.  Bekanntlich  ist  die  Gloichnng  der  Stiophoide 

oder  mit  Hinzanahme  des  rationalen  Parameters  u 

a(«>— 1) 


(2) 


a(M^  —  1)« 


Als  Bediugnugsgleicbung  für  die  Lage  dreier  Carvenponkte  auf  einer 
Geraden  ist 

dcnmacb  sind  die  Paranitter  der  lutiexionspuükte 

und  als  Parameter  der  uueudlich  fernen  Punkte  erkennen  wir  aus 

^^•^^^  L  ;  (5) 

H,  «OD,  u,  =  -f-  /,  «j    —  I  i«; 

woraus  erhellt,  dass  zwei  der  unendlich  fernen  Punkte  ilie  imaginären 
Kreispnnktc  sind,  durch  welche  die  Strophoido  hindurchgeht,  und  der 
dritte  ist  der  reelle  Inflexionspunkt  (a,  » ). 

Seeante  and  Tangente. 

2.  Für  die  Secaute  als  Verbindangdinio  »wcier  Punkte  u^^ 
der  Curvü  ergibt  sich  die  Gleichnng 

V~i  «,(««,--1)  V+il 

welche  nach  Kflrzang  mit  dem  gcmeinscbafaichen  Factor  (»1— «t) 
geschrieben  werden  kann 
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X  y  n 

nj«-l  «,(«,«-1)  u,^^\ 


0 


Ftr  «1  »  w  geht  dio  Secanto  in  eine  Tangente  ttber,  und  wir 
erlialten  nach  kleiner  Rcdnction  flir  dieselbe 

4  uy  -I-  (1 — 4»«— l)j  ^  0  (7) 

Biese  Gleiehnng  gibt  uns  bekanntlich  eine  Relation  zwischen  Ueu 
Goordinateii  eines  beliebigen  Punktes  {sy)  anf  der  Tangente  nnd  dem 
huanetor  ihres  Berahmngspnnktos  an.  Fassen  wir  den  Punkt  (or,  j^) 
ib  gegeben,  so  erhalten  wir  die  Parameter  der  BerahmngspttnlEte 
aas  61.  (7)  als  Wurzeln  dieser  Gleichung  in  Bezug  auf  Da  nun 
«Be  Gleichung  (7)  in  «  vom  yierten  Grade  ist,  so  folgt,  dass  die 
Strophoide  eine  Cnrvc  vierter  Classe  ist,  welche  wir  in  Tangoutial- 
coordinaten  schreiben  können 

(8) 

4n 

Führen  wir  iu  die  Gleichang  der  Tangente  dio  Parameter  der  In- 
flezionspunkte  ein,  so  erhalten  wir  als  Gleichungen  der  Infloxions- 
tapgenten 

Ji  ~  X — «  =  0 

Jt  S  5jf  4-3*V3  .y  +  4a  =  0  (9) 
Js  =        d»V3.y+4a  —  Ü 

Whr  erkennen,  dass  den  zwei  imagiulren  Inflexionstangonten  ein  reeller 
Schnittpunkt  zukommt,  dessen  Coordinateu 

ar  =  —  4a 

y  =  0 

sind.  Fübrcu  wir  nun  die  Parameter  der  unendlich  lernen  Punkte  iu 
die  GlcicbQug  der  Tangente  ein,  so  erbaltcu  wir  die  Gleichungeu  der 
Asymptoten : 

=  af — rt  "»  0 

^.~x-f  i>-f  «  -0  (10) 

Die  reeUe  Asymptote  ist  demnach  eine  Inflcxionstangente  der  Curve 
«ad  die  beiden  imaginären  Asymptoten  schneiden  sich  in  einem 
reellen  Punkte  in  dem  Pole  der  Strophoide,  dessen  Coordinatei) 

«  =  — a 

nnd. 
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Normale,  EToimte. 

3.  Dio  Gleichung  eiDcr  Geradco,  welcbo  darcb  den  Curvenponki 
H  hindordigeht,  lantet; 

Dieselbe  wird  zu  ciucr  Nornialcu,  wcnu  nach  Gl.  (7) 

sijinit  criialtou  wir,  wvnm  wir  de«  Wert  A  ciulührou  uach  ciuiger 
Rediu'lion 

(1  +  u»>  { ( 1  —  4«-' — »t —  J »w- 1  4-  «tt'  it-  - 1  j  I  a  +  U-  -f  tt^  i  -  0 

Diese  Gleichung  können  wir  mit  dem  gemciuscIiaftUchen  Factor 
(l+M*)  kurzen,  was  seinen  Grund  in  den  imaginären  Kreispunkten 
hat,  durch  welche  dio  Curvo  hindurchgeht  Wir  erhalten  demnach 
schliesslich  fiBr  dio  Normale  im  Punkte  »  dio  Gleichung 

(l_4u»— M<jy-4Mj-f  1«(m-— l}(u--f-3)  «  0  (11) 

Wir  werden  dio  Fusspnnktquadmpel  der  Normalen  nicht  näher 
«ntorsucheu,  da  wir  es  schon  in  diesem  Archiv  allgemein  fflr  ratio- 
nale Curvcn  an  anderer  Stellte  durebgcrftthrt  haben  und  bemerken 
bloss  dass  die  P'usspnnktc  der  Normalen,  welche  man  aus  der  3' Achse 
an  die  Strophüido  fUUt,  in  einem  Ki*eisc  liegen,  und  dass  der  Ort  der 
Punkte,  deren  Normalenfusspuukt«;  ü'tuianbannoniscbe  Punkte  bilden, 
ein  in  zwei  Gerade  degenerirter  Kegelschnitt  ist. 

Aus  der  GL  (11)  erkennen  wir,  dass  die  Evolute  eino  rationale 
Curve  vierter  Classc  ist,  deren  Tangcntialgldcbnng 

(12) 

—       1— 4tt»— 

^Vi^  erlialton  ihre  (iU  ichang  in  Panktcoordinatcu ,  wenn  wir  aus  der 
Gleichung  der  ^Normalen 

und  deren  Derivation  nach  «,  somit 

den  vcriUiderlichen  Parameter  %  climiniren,  als 
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.    ^  F{x,y)^0  (13) 

«der  in  Forin 

«  <3P(n) 

«OD  wir  die  Glefchongen     =  0  und  ^^^^     0  nach  x  und  y  aof- 

iGscn  Za  der  letzteren  Form  golangeu  wir  nocb  auf  eiuem  andorfu 
Wccr.-.  WD  wir  dioselbon  CDtwickeln  werden.  Sowohl  die  Entwickeluug 
(löj  wie  (I  I)  fiiiirt  uns  zum  llesultatt',  dass  die  Evolute  der  Stro- 
^ide  eine  ratioualc  Curve  sechster  Ordnung  und  vierter  Classe  ist. 


Batekaehiltte  elM  Kreiset  nlt  der  S^pliolde. 

4.  Fabreu  wir  in  die  Gleichung  eines  Kreises 

stfttt  X  und  y  die  Werte  aas  (2)  ein,  so  erhalten  wir 

•V^2a/Jtt>-|-(w»— 2a«— 2««)n5-f-  2a/3u-{-a2+  2aa+«i«  =  0  (15) 

I)»^r  Kreis  schneidet  demnach  die  StroplioiJc  ausser  den  imaginüron 
Kreispunkten  in  weiteren  vier  Punkten,  deren  Parameter  sich  als 
VVur7«'ln  der  Gleichung  (15)  ergeben.  Da  aber  drei  der  Schnittpunkte 
iif  Lage  des  Kreises  vollständig  bestiiumeu,  so  muss  zwischen  den 
riraiiu'tern  der  vier  Schuittpunkte  eine  Relation  bestehen,  vermöge 
«kreu  wir  aus  den  drei  Punkten  den  vierten  linear  bestimmen  können. 
Dieselbe  folgt, aus  der  Funu  der  Gl.  (15),  nämlich 

(")i+('0a  =  O  (16) 

Far  den  Fall ,  dass  u,  =  —  tt',  «4  =  w"  wird ,  erhalten  wir 
Haeu  doppelt  berührenden  Kreis  in  den  Punkten  tt'  nud  u"  und  die 
Gleicbong  (16)  geht  über  in 

nV-=~l  (17) 

Aus  dies  IT  Gloichunfx  •  ikennen  wir,  dass  die  Ilcrührungspunkte  //,  u" 
Vom  Doppolpuukte  aub  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  werdeu 

Zieben  wir  die  Gerade  ü'u",  so  schneidet  diese  die  Stropboide 
iocb  in  einem  Punkte  vP*  und  da  nach  der  Gleichung  (3) 

«j«, +  «,14,  =— 1 

I)  Danelbe  gilt  bd  der  Foe»le  allsomein,  siebe  Dr.  Em.  Weyr  «tTeber 
PwHbwbiiiliiyBkte  ton  Foc»len  m-t  Kreisen  vnd  Lenaiiratcii**.  8itsb.  d. 
kMsl*  bOba.  OeKlbeb.  d.  WiNeMeb.  S8.  5.  1878.  Frag. 
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ist,  80  folgt  daraus  ' 

d.  i.  ,,Die  Verhiiulun^'slinicn  der  Berührungspuukto  der 
die  Strophoide  dopiii'lt  berührenden  Kreise  gelieu  durcU 
cincu  l'estcu  Punkt  u"'^  dcu  Pul  der  Curvc/^ 

^Die  Berührungspunkte  der  die  Strephoide  doppelt 
berührenden  Kreise  bilden  eine  centrale  Involntiou.**^ 

Aus  der  Gleichuug  (15)  folgt 

und  mit  BerUckaichtigUDg  der  Gleichung  (17)  gehen  diese  Gleichungen 
Über  in 

'  a 

'  a 

Erheben  wir  die  erste  zur  zweiten  Potenz  und  subtraliiren  davon  mit 
Kücksicht  auf  die  Gl.  (17)  die  zweite  Gleichuug,  so  erhalten  wir 

|3Ä-}-4a«  — 0  (18) 

woraus  wir  ersehen,  dass  „der  geometrische  Ort  der  Mittel- 
punkte der  die  Strophoide  doppelt  berührenden  Kreiso 
eine  Parabel  ist,  die  den  Pol  der  Curvo  zu  ihrem  Brenn- 
punkte hat" 

Ziehen  wir  t»'n"M'*,  so  haben  wir  nach  der  Gleichung  (17) 

Itt  M    l       III    "  » 

welche  Gleichung  uns  besagt»  dass  alle  die  Strophoide  doppelt 
berührenden  Kreise  Yon  einem  Kreise  rechtwinklig  ge- 
schnitten werden,  der  zum  Centrum  den  Pol  und«tum 
Radius  dessen  Abstand  a  von  der  FAchse  hat 

Wir  erkennen  tlomnach  die  Strophoide  als  die  Euvc- 
loppe  aller  Kreise,  welche  zum  Orte  ihrer  Mittelpunkte 
eine  Parabel  babeu  uud  einen  Kreis  rechtwinklig  schnei- 
den >). 


I)  C.  Küpper  „BeitiHge  tur  Theorie  der  Curvcn  3.  und  4.  Onlnaog^. 
Abhsndl.  d.  köDigl.  bObm.  Getelltcb.  d.  Wiisenacb.  Prag.  1878. 


Digitized  by  Google 


Zakradikiki  Ratiomü*  «&cii«  Curve»  dritter  OrdumiHf,  15 

KrUuuBUifilurAiSy  ETolate. 

Geht  der  Kreis  durch  drei  beoacbbarto  Punkte  hindurch,  d.  i. 
wird  M,  s»  «I,  — I  »4  « ti,  80  cihalten  wir  einen  KrQmmnngilnreis  im 
Punkte  «,  und  die  Oleichuig  (16)  geht  in  diesem  Falle  Ober  in 

«1(1+3«*) -f  »K3+u^)  -  0  (19) 

d.  i.  dnreh  jeden  Punkt  der  Strophoido  können  wir  drd  sie  oscnlirende 
Erflnmangskrcise  1)  legen. 

Die  Tripel  der  Osculationsi)uukte  bilden  auf  der 
Stroiihoide  eine  cuhische  Punktinvolution,  doreu  Gleichung 
'iurth  (19)  ausgedrückt  ist. 

Die  Parameter  d(  r  Doppelpunkte  erhalten  wir,  wenn  wir  ans  der 
Gleichung  (19)  und  ihrer  Derivation  nach  n  den  verjlnderlichen  Para- 
Bcter  der  Involntiou  «1  climiniren.  Wir  erhalten  so 

(tt«-l)i  =  0 

daher 

•»-±1 

Je  zwei  der  vier  Doppelpunkt«  fallen  zusammen.  Die  cubischo  Invo- 
lotion  (19)  hat  demnach  zwei  dreifache  Punkte,  deren  Parameter 
«  —  H-if  1  sind,  CS  sind  dies  die  Nacbbarpunkto  des  Doppel- 

punktes. 

Ans  der  Gleichung  (15)  folgt 

("),  -  - 

Für  eiacu  Kranimungskrciä  gehen  diese  Gleichungen  aber  wegen 

3«+«,  - 

4a 


I)  Wihleo  wir  die  Tangeateii  des  Doppelpunkte«  s«  Coofdinaledaclitefli 
d«aa  gehca  die  OMebattgeii  (16)  and  (19)  ftber  In 


m^u*  =  I 

nd  wir  tchen,  daw  die  drei  Oicttlatioiiqittnkle  nlt  den  anprftngllclien  Ponkls 
aaf  daeai  KrdM  liegen. 
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Eliroiniren  wir  nun  mit  Hill.'  dfer  Gleichnng  iVJ)  d<n  Paraiüetor  u, 
des  Puuktfs,  in  ui  Klirin  dt-r  Krüramung>krois  die  Strujdioide  schnei- 
det, 80  erhalten  wir  als  Coordinatcu  des  Kruiumaugsmittelpauktes 


Die  GleidiiuigeD  (20)  sind  oben  nichts  anderes  als  die  Glciclrangen 
(14),  welche  dort  nur  nngedentct  nnd  liier  entwickelt  sind. 

Die  Parameter  des  Doppelpunktes  sind  -{-1,  — 1,  und  die 
Coordinateu  der  eiitspreeheudeu  Krümiiiuugsuiittelpaakte  ( — a,  a). 


Ans  den  Gleicbuugen  (2(0  erkennen  wir  wieder,  dass  die  Evolatc 
der  Strophoidc  eine  rationale  Cunre  sechster  Ordnung  ist,  und  wie 
früher  gezeigt  wurde  vierter  Gasse.  Eliminiren  wir  aus  den  Gh  i- 
chungen  (2<))  den  Parameter  «,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der 
Kvolote  als  /  («,  ^)  ^  ü. 

IKe  Gleichnng  des  Involntionskcgelschuittcs  bekommen  wir  nach 
friher  geigeboner  ailgemeiner  Entwickelong,  wenn  wir  die  CoordinateQ- 
acbsen  um  45<*  nmdrchcu,  d.  h.  wenn  wir  die  Tangenten  des  Doppel- 
punktes als  Coordinatenacbsen  annehmen.  JFflr  diese  Lage  der  Coor- 
dinatenachsen  ist  die  Gleichnng  der  Strophokle 


Für  den  Flüeheuiuhalt  der  Strophoide  linden  wir  den  Ausdruck 


(— a,  — a). 


nnd  demnach  die  Gleichnng  des  Involntionskegelschnittes 
ans  welcher  wir  erkennen,  dass  derselbe  eine  Parabd  ist 


(21) 


Quadratur. 
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Die  Fläche  der  Stropboide  besteht  nun  aus  zwei  Teilen,  aus  der 
Schleife  und  aus  dem  spitzen  Teile,  der  durch  den  Doppelpunkt 
\on  i\i'T  Schleife  getrennt  und  von  der  reellen  Asymptote  begrenzt 
wird,  demnach  ist  die  ganze  Fläche 

P=  Schleife  +  Spitze 

Nach  den  bei  dem  Descartob'schen  Blatte  angeführten  licductious- 
formeln  ist 

<^0Tnit  bekommen  wir  für  den  Flächeninhalt  der  Schleife,  den  wir  mit 
/i  bezeichnen  wollen, 

-1 


0 


(22) 


nud  für  den  Flächeninhalt  der  Spitze,  den  wir  knrz  bezeichnen 
vollen,  ist 


«  -  7  «(l+3«^)\ 
2«^  .^(arctg«-/^^,^,^,^) 


P,-2a*  +  2«(^y  (23) 

Qud  für  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Strophoide  in  angegebener 
Uegrenzuug 

P=i\  +  /',  =  (2a)^  (24) 

Wir  können  demnach  die  Flächenteile  folgendermassen  constniiren 
(Fig.  6).  Coustruiren  wir  uns  ein  Quadrat  BODE,  dessen  Seite  gleich 
2a  Ist,  verbinden  die  Mittelpunkte  der  Suiten  //,  K,  so  ent- 
steht ein  neues  Quadrat,  dessen  Flächeninhalt  gleich  ist  2aK  Schrei- 
ben wir  nmi  diesem  Quadrate  einen  Kreis  ein,  so  wird  dessen  Radios 

^ch  sein  y^*  demnach  sein  Flächeninhalt  -2-*   Schattiren  wir 

BBB  die  Winkelräome  bei      IT,  J,  JT,  welche  vom  Kreise  2) 
begrenzt  werden,  so  ist 
P  —  ßCDE 

Px  —  der  schattierte  Winkelranm 
Pt  ***  der  flbrigbleibendo  Teil  von  BCDE 
T«niiXi.  s 
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Comitraetioii  der  StieplMMe« 

1)  Gegeben  sei  u"'0  als  Durchmesser  eines  Kreises  (Fig.  5.)  und 
n'".!,  Od  seine  Tangenton  in  den  Endpunkten  des  Durchmessers. 
Man  ziehe  durch  den  Punkt  O  eine  Gerade  OA^  welche  den  Kreis 
im  Punkte  Ji  schneidet  Macheu  wir  uan  auf  OB 

Bu'=:BÄ 

80  ist  u  ein  Punkt  der  Strophoide. 

2)  Hau  ziehe  die  Gerede  vfC  und  beschreibe  mit  OC  als  Halb- 
messer aus  C  Mittelpunkt  einen  Kreis;  derselbe  trifft  die  Gerade  in 
den  Punkten  u*  und  ti",  welche  Punkte  der  Strophoido  angehören  als 
Ort  solcher  Punkte. 

ii)  Für  die  Rtroplioide  als  specieller  P'all  der  Focale  aufgefasst, 
ergibt  sich  nachstehende  weitere  Construction.  Es  sei  u'"//  der  Durch- 
messer eines  Cylinders,  und  An"IIJ  sein  Achsenschnitt.    Im  Pnukto 
u'"  denken  wir  uns  eine  Senkrechte  zum  Achsenschnitte  errichtet, 
welche  demnach  auch  eine  Taugeutc  des  Erzeugungscyliuders  seia 
wird.  Diese  Senkrechte  fassen  wir  als  Achse  eines  £bcuenbüschels 
auf.  Jede  Ebene  des  Bflschds  sehneidet  den  Cylinder  in  einer  EUipso 
und  der  Ort  der  Brennpunkte  dieser  Ellipsen  ist  eine  ebene  Curve 
die  Strophoido.   Die  Ebene  dos  BOschcls,  welche  zur  Achse  des 
Cylinders  senkrecht  steht,  schneidet  den  Cylinder  in  einem  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  O  der  Doppclpunkt  des  Ortes  ist,  da  sich  in  dem- 
selben die  beiden  Brennpunkte  der  Sehnittcurvo  vereinigen.  Da  nun« 
wie  erwähnt,  die  Brennpunkte  der  Schnitte  des  EbenonbOscbels  im 
Achsenschnitt  Au^HJ  gelegen  sind,  kOnncn  wir  die  Strophoido  fol- 
gendermassen  coustniiren:   Man  ziehe  durch  den  Punkt  n*"  einen 
Strahl  u'".!  und  construire  die  zwei  Kreise,  welche  die  Geraden  -1»*', 
//./  und  den  Strahl  n"'J  bertihrcn.   Es  sei  A'  der  Mittelpunkt  eiuos 
solchen  Kreises,  so  ist  sein  Berührungspunkt  u  mit  dem  Strahl  u'^J' 
ein  Punkt  der  Strophoidc. 

«  4)  Eine  vierte  Constructiott  ergibt  sich  aus  dem  Art  4,  wo  wir 
die  Strophoido  als  Envcloppo  aller  Kreise  erkannt  haben,  welche  dio 
Punkte  der  Panbel  (18)  zu  Mittelpunkten  haben  und  den  festen  Kreis 

mit  u"  als  Mittelpunkt  und  tt**ö>  als  Halbmesser  rechtwinklig  schneiden. 

Alle  diese  Constrnctionen  sind  zum  Teil  in  frAberer  Eutwickolun^ 
gelegen  und  wir  können  von  ihrem  Beweise  Umgang  nehmen,  zumal 
dieselben  hinlänglich  bekannt  sind. 

Agram,  März  1877. 
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II. 

Stiidieu  zu  Fiirstoiiau's  neuer  Methode  der 
Darstellung  und  Berechnung  der  Wurzeln  alge- 
Imiischer  Gleichimgen  durch  Determinanten  der 

Coefticieiiten. 

roztaetmic  troa  K.  XIY.  T.  UX. 
Von 

Han«  Naegelsbaeh. 


Crst  nach  dem  Drnek  der  ersten  unter  obigem  Titel  in  diesem 
Archiv  (59.  T.  2.  H.)  Tcröffcuüichten  Abliftndlang  hat  der  Verfasser 
die  g^streiche  Arbeit  dos  Herrn  Prof.  £.  Scbröder  „Uober  nncndlich 
TieUs  Algorithmen  znr  AnflOsung  der  Gleichnngeu'',  Math.  Ann.  II.  2, 
kennen  gelernt  In  derselben  erscheint  die  FOrstenan'sche  Methode 
als  ein  spedeller  Fall  einer  viel  allgemeineren  Metbode.  Es  entstand 
daher  die  Frage,  ob  die  Studien  fortzusetzen  seien,  und  der  Verfasser 
bat  sich  dafOr  entschieden  in  der  Uebcrlegung,  dass,  nachdem  man 
für  die  imktische  Anwendung  sich  doch  für  einen  der  in  Schr6dcr*s 
allgemeinerer  Methode  enthaltenen  spcciellen  Fälle  entscheiden  muss, 
gerade  die  Fflrstcuau'scho  Methode,  wogen  der  geradezu  elementaren 
Entwicklung  und  abersichtlichen  Darstellung,  iloren  sie  fi&hig  ist,  eine 
Zakanft  zu  haben  verspricht.    Die  IJesultato  »Icr  rntcrsnchung  ahor 
aind  dann  so  ausgcfallcu,  dass  sie  jedenfalls  der  Beachtung  wert  sind. 

Eine  dem  Inhalt  nach  verwandte  Arbeit  ist  die  in  den  mathem. 
Annalen  (IX.  Bd.  4.  H.)  erschienene  Abhandlung  des  Hern  J.  König 
in  Budapest  Aber  einen  allginieinen  Ansdmek  für  die  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  nten  Grades.  Dort  wird 

t* 
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ebenfalls  für  die  Gleichung  /«  —  0      nach  steigenden  Potenzen  von 

X  entwickelt,  uinl  der  Ausdruck  Üir  die  kleinste  Wurzel  abhäugig 
gemaclit  von  der  Zahl  der  Zeiclienwochsel  in  der  Reihe  der  Coeffi- 
rienten  dieser  Eutwiekinn?.  Der  tlieoretisch  sehr  interessante  Ans- 
druck  dürfte  in  Bezug  auf  i-raktische  Anwendbarkeit  den  Mangel 
haben,  dass  allzuviel  Coeftieicuten  wirklich  entwickelt  werden  mtlssen 
um  ein  einigerniassen  genaues  Resultat  zu  geben. 

Was  nun  den  Inhalt  der  gegenwartigen  Abhandlung  betrifft,  so 
steht  er  zu  dem  der  ersten  in  folgender  Beziehung:  In  der  ersten 
Abhandlung  sind  die  Filrstenau'schen  Näherungswerte  der  grösstea 
resp.  kleinsten,  reellen  oder  eoinplexen,  Wurzeln  einer  numerisebcu 
Gleichung  durcli  Divisionscocfticienten  ausgedrückt  worden.  Durch 
dieselben  Hess  sich  auch  der  genaue  Wert  des  Fehlers  ausdrücken 
und  mit  Hülle  dieses  genauen  Wertes  angeben,  welchem  Werte  sich 
der  Fehler  bei  \vachsender  Annäherung  immer  mehr  nfthcrt  Die 
Form  dieses  Fehlers  hangt  wesentlich  davon  ab,  ob  die  zweitgrOssten 
resj).  kleinsten  Wurzeln  reell  oder  complex  sind,  so  dass  sich  im 
Ganzen  vier  Falle  ergeben.  Aus  der  Form  des  Fehlers  aber  konnte 
(huni  geschlossen  werden,  in  welcher  Weise  sich  dio  Annäherung  in 
jedem  der  vier  FftUc  vollzieht  Dies  zn  untersuchen  war  der  baupU 
säehlielistc  Zweck  der  ersten  Abhandlung.  Im  Folgeudeu  gehen  wir 
einen  Schritt  weiter. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  dio  Annäherung  ins  Unendliche 
getrieben  ist,  lässt  sich  dieser  Grenzwert  des  Fehlers  in  allen  Fällen 
durch  eiuo  Reihe  aufdnanderfolgender  Näherungswerte  der  Wandln 
aelhst  ausdrttcken.  Der  so  gefundene  Wert  ist  allerdings  bn  endlichor 
Annäherung  selbst  nur  wieder  ein  Näherungswert,  aber  er  lässt  sich 
in  doppelter  Weise  sehr  vorteilhaft  verwenden.  Erstens  kann  man 
ihn  direct  als  Correctur  an  dem  durch  das  erste  TeHahren  gefundenen 
Näherungswert  anbringen.  Der  nach  dieser  Correctur  noch  vorhan- 
dene Fehler  lässt  sich  dann  wieder  genau  durch  Divisionsooefficientcn 
ausdrOcken  und  dann  die  Form  des  Grenzwertes  angeben,  dem  er 
sich  immer  mehr  nähert  Es  ergibt  sich,  dass,  wie  der  erste  Fehler 
im  Allgemeinen  abnahm  mit  den  Potenzen  des  \  erhältnisses  der 
sweitgrOssten  Wurzel  zur  ersten,  so  der  zweite  Fehler  abnimmt  mit 
den  Potenzen  des  Quadrats  dieses  Verliältuisses,  oder  mit  den  Po- 
tenzen des  Verhältnisses  der  drtttgrösslcu  Wurzel  zur  grösstcn,  jo 
nachdem  das  eine  oder  das  andere  grösser  ist.  Dieser  zweite  Fehler 
ist  also  kleiner  als  der  erste  auch  bei  endlicher  Annäherung.  Zwei- 
tens kann  mau  das  Doppelte  des  gefundenen  Wertes  als  Correctur 
anwenden,  und  erhält  so  zu  dem  ersten  Näherungswert  einen  zweiten, 
der  den  gleichen  Grad  der  Annäherung  besitzt,  aber  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  vom  wahren  Werte  abweicht 
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Was  die  praktische  Venvondbarkeit  des  Verfahrens  zur  wirklichen 
naraerischen  Berechuuuir  der  Wurzeln  anlangt,  so  wird  diese  aller- 
diügs  umständlich,  wenn  die  grössten  Wurzeln  zwei  Paare  complexer 
Werte  sind.  Ks  jijeht  dann  nämlich  die  Berechnun|.i  auf  cini'  Deter- 
rainajite  5ten  Grades  hinaus.  Sind  die  grössten  Wurzeln  eine  reelle 
nod  ein  Paar  comjdexe,  so  kommt  man  auf  Deterniinantcn  »Jten  Gra- 
de«, die  sich  ziemlich  bequem  berechnen  lassen.  Wenn  die  beiden 
tTiten  Wurzeln  reell  sind,  wird  ilie  Berechnung  der  Correctur  sehr 
einfach,  und  dies  ist  gerade  der  einzige  Fall,  wo  diese  Berechnung 
nobedingt  erforderlich  ist;  denn  in  diesem  Fall  allein  kann  es  vor- 
koraraeu,  dass  bei  dem  ersten  Verfahren  die  Niiherungswerte  sich 
emseitig  nähern,  iu  den  drei  anderen  Fällen  liefert  schon  das  erste 
Verfahren  zu  grosse  uud  zu  kleine  Werte. 

Es  nod  im  Folgenden  nnr  die  vier,  resp.  acht  wichtigsten  Fälle 
mtmcht,  also  abgesehen  von  vielfachen  Wurzeln  auch  die  Fälle 
Mcht  berflcksichtigt,  wo  ein  Paar  reelle  Warzeln  gleich  nnd  entgegen- 
gesetzt sind,  oder  wo  eine  recUo  Wurzel  dem  Modul  eines  complexcn 
Wvidpaares  gleich  ist,  oder  wo  endlich  zwei  complcze  Wurzdpaare 
gkiehe  Moduln  haben. 


§  1. 

Sind  «»  und  cr«-i  einzelne  reelle  Werte,  so  ist  nach  Abb.  I. 

Om  Letztere  ftlr  grosse  r,  wenn  man  statt  der  Divisionscoeflicicnton 
ersten  Nihemngswerte  nimmt  Ist  nun 

w  hat  man 


^a-r-2-=  \         )  •  r  •   r  -   I  UUd 


Vi 

Das  Verhältuiss  nähert  sieb  also  bei  wacliscudcm  r  immer 

aehr  dem  Ks  Hesse  sich  auch  hier  leicht  augebeu,  wie  diese 

^^aaihemng  von  den  Wurzelwerten  abhängt,  doch  ist  dies  im  Fol* 
indea  nicht  nOtig  zu  wissen.  Wir  wenden  die  Gleichung  2)  an  um 
>t  etfcennen,  ob  wirIcUch  der  erste  Fall  vorli^,  und  ob  r  gross 
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gcnng  ist,  ilass  die  Näherung  den  durch  dio  Formel  gegebenen  Gaug 
einhält  Es  ist  dann  weiter 


nnd  der  gesuchte  Näherungswert  ist 

3)  *r  =  ^r--;^.--    -^i^x,.!,    i  1* 

Der  genaue  Wort  des  Fchlors  ergil»t  sich,  \voiin  ich  die  jv  durch  die 
Divisionscocfiicieuten  ausdrücke.   Sei  zur  AbkUrzuug  («i'  ...»»)  ==  (r), 

und  («/... (öt  80  erhält  oiau 

(r+1),  (H^)i 

"(r)(r-i-l) 


Demnach  ist 


(r-f2)__(r-l-_l) 


i!  (r), 

!i(r-l),  (r) 


4) 


::(r-l),  (r) 
'(r-L>),  (r-l)i' 

|,  (r),  ~  ('-fl)' 
'.(r-l),     (r)  1 

•  (r- 1),  (?)  : 

^(,—  2),  (r-1) 


,  (r-l)(r).a„4-(,-l)(r-|-l) 
(i--2)(r-l).ir«+(r-2)(r)' 


(r- l)(r) 
{r-2)(r-l) 


1  (0, 

('•-i-l) 

i(r-l), 

1  ICr- 1), 

1  (r-l), 

(r) 

(»•-2), 

(r~l)' 

(r- 

(»•■ 


(i— 2)(r-l)i 
I 
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Dca  nimlidien  Fehler  geben  auch  dio  NAhcrangswerto 

"-^ — ""-i  ÄT-T* 

leb  habe  für  die  grösstc  Wuizl-I  der  ersten  Form  dos  Nälicrungs- 
wortes  (leu  VorziiK  gegeben ,  weil  dabei  zur  ('orrectur  von  s.-  kein 
sfiaUTer  Näherungswert  notig  ist.  Aus  demselben  Grunde  ist  für  die 
kleinste  Wurzel  die  letzte  Form  des  Näherungswertes  gewählt.  Febri- 
gcns  kann  diese  Gleichheit  des  Fehlers  hei  iiumerischeu  Jierechnungrn 
aiit  Vorteil  als  R<x'lieni)n)l)i'  benützt  werden.  Analoges  wiederholt 
sich  bei  den  drei  übrigea  l'iiUeu,  und  mag  diese  Ikmcrkuug  cmfUr- 
allemal  gewacht  sein. 

Es  ist  nim  zu  nnteniieheu,  welchem  Wert  sich  der  Fehler  fUr 
grosse  r  nähert. 

Der  Neuner  erhält,  weuu  mau  für  diü  Divisiouscoofticicntcu  die 
cistcD  Näbemogswcrte,  d.  h. 

iclil,Mdit  den  Wert 

J>agegen  winl  der  Zähler  für  dieselben  Werte  identisch  null,  und  man 
mnss  daher  zu  deu  zweiten  Näherungswerten  übergehen.  Es  ist  hier 
m  unterscheiden,  ob  Oi,-2  ein  einzelner  reeller  Wert  ist,  oder  ob 
flu  -2  und  on-i  oiu  Paar  complexe  Wurzeln  sind. 

Im  ersten  Fall  müssen  wir  setzen 
£s  wird  dann 
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**•      T^g'ÜU        »"/^Br|•-l  ^'«11.1  f'umg'ni^  * 

Die  vierten  Glieder  sind  wogf»olassou,  da  sie  jcdenfiills  bei  grossen  r 
gegen  die  vorhergehenden  verschwinden.  Sety.t  man  «liose  und  die 
analogen  Ausilrücke  im  Zähler  ein .  nachdem  man  die  letzt<?  Colonue 
zur  ersten  addirt  hat,  so  erhalt  man  i'ine  Determinante,  welche  sieh 
in  die  Summe  von  l»  Deterniinantcii  zerlegen  lässt,  von  welchen  jc- 
«loch  wieder  \icr  hei  grossen  r  gegen  die  übrigen  verschwinden.  Es 
bleibt  erstens  die  Deteiminante,  welche  in  allen  Colonuen  die  ersten 
Glieder  der  obigen  Ausdrücke  enthält,  aber  sie  wird  identisch  null. 
Die  beiden  Determinanten  lerner,  welche  je  in  einer  Colonne  die 
ersten,  iu  der  andern  die  zweiten  Glieder  enthalten,  geben  die  Summe 

Die  beiden  Determinanten  endlich ,  welclie  je  in  einer  Colonne  die 
ersten,  iu  der  andern  diu  dritten  Glieder  enthalten,  geben  dio  Summe 

Es  wird  sonacli  für  grosso  r  der  Fehler 


Von  diesen  beiden  Gliedern  verschwindet  noch  dos  zweite  gegen  das 
erste  oder  umgekehrt,  je  nachdem  - >  odcromgekehrt,wonn 

die  r  gross  genug  sind.  Diese  liemerkung  gilt  analog  auch  bei  deu 
übiigeu  Fälleu  und  mag  hier  eintürallemal  gemacht  sein. 

Man  hat  also  jetzt  fttr  grosse  r 


Hier  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Determinante  des  Zählers 
identisch  so  trausformirt  werden  kann,  das>  die  ersten  Näherungs- 
werte den  Ausdruck  öj  ergeben.   Mau  hat  uän^ich 
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+(«r/~'-»«^)«r«-l(«l^-"i»-0  — 

+  a,4  o«-l  («1* ~- ...  «•«)  («i' .-.  fH  -i)» 

od  ebenso 

-fliM-l  («i'-^H-lX«!'"**  ...«»-1)  + 
+ er«  «to-l  («t'"^  ••• "»)  («i*^*  •'H-l). 

Set2G  ich  diese  Werte  io  der  ersten  Zeile  eiu,  so  kommt 
(«,'-» ...  «m)  (V*  •    -i)»  («j"^       («1'  ««-1)  . 

ni  dies  gibt  für 

(«,»• ...  IT»)  =  —TT' — .    («,^.. «„-1)  —  — r  — —  * 

A  «11-2 

den  angegebenen  Wert^ 
Iii  zweitens 

CTw-S  =  7?(cosgp-|-*  siny),   »«-3  =  72  (cos  ^  —  »8iu<)p), 
80  setze  ich,  wie  in  Abb.  I., 

Ar  -=  Ä"-"*siurg)-f  Qj.  A'"-5sin(r-|-l)qp-f  ... 
Ji,  «  Ä»'-*cosrg>  +  Qj.Ä'*-öco8(r4-l)9-f ... 

£s  ist  dfton 

A,^l  —  ^rC099  +  -^rSin9,    i^r-|-l  —  BrCOS^  — JrSin^, 

^4.l4''<lr.l  —  2ilr0089« 

Ferner 

1^  ,  ^     =  ä«i»-2fla«-38in='g>.;Jco8y. 

l^r— 19  -Äf-f  1, 
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26  y»tg€hbQek:  StudieH  xu  Fir»t«iMu*ti  3hlhode 

Ich  habe  hier  die  wichtigsten  Identitäten  fOr  die  A  mid  B  zosamniGn- 
gcstellt,  obwol  sie  teilweise  erst  sp&tcr  zur  Anwendung  kommcD.  Sie 
gelten  übrigens  analog  für  alle  analogen  AuMlracke. 

Die  zweiten  NAheningswerte  sind  nnn: 

(fc' ...  o^-i)  —  — r  »  'T  — ~  ~ 

*  *     ^   '       g  an-i     '     g  «».-2    '     g  ««-3 

_  ith-i'^-'-'*-''  ,  iZ^-^^-^Ccosfr+n— 2)q>+/8iii(i -f-w— 2)y> 

10  +  "  --(cos(r  +  H— 2)t— /sillfr  -f-  u— 2)  qp) 

(/f(co8  g>  —  »■  siu  <;r)  —  o«  _i  j  ^/u  siu  <]p .  qun-^ 
„  ^^  '-lüiü."*.  j  '?-t!II?  RA,^\  —  ti„-\Av\2 

Unter  Vernachlässigung  der  vcrscbwiuUeudeu  Glieiler  liat  man  dann 
wieder 

(r)  .  (r)  —   ^,      t  \r 


(r  - 1)  (r + 1)  T^STS;.—  -1-/'i».,-iVäH-l 

•"/'«„gnrH-asffw-ssiuy  ii-  —  cos qp-^**"-!^ 

Werden  diese  Ansdracke  in  die  Zahleudetenninante  eingesetzt,  so  ver- 
scliwindeo  wieder  die  vier  letzten  Deteminanton  bei  grossen  und 
die  erste  identisdi.  Die  zweite  nnd  dritte  belialton  denselben  Wert 
wie  vorhin,  die  vierte  nnd  fllnfte  aber  ergeben  sieh  folgendermasseD: 


/'«M*^'«»-i  goN.2<ioM-3Sin  <p  {^K-—21iati-i  cos  tp-\-ttH-v) 


1,     (A^rfl— «N-Iilr^-S)  I 


I  fr„_l,  ie(Äi4r+l  —  »H'-iAr  f2)  ,  \  . 
"""-»1     1,       <Ä^r- «„-Mrf  l)  Ir 

die  Klammer  wird,  wenn  man  die  Determinanten  znsammenfasst: 
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Hvr  IßamfelUiHg  der  IVurxeU  at^ratMeher  GttiehtiuffeH,  27 

1,      -4r+l(Ä*  — ->Ä<r«-iC089+«k-l*)  | 

—  (it*— 2J?irM.iG08  9>+«r».i>)«rN.i(«r«.iilrM  — i2i*r+a). 

Dcfliuacii  ist  jetzt  Ut  r  gauze  Fehler 


Ich  setze  noch 


»m-l  Ar+l  —      A<  \  2  =  (f'H-1  —  7?C0S<)P)  .  /Irf  1  —      8111  qp  .  B,  |  1  = 

=  ( (c»-i  —    cos  <p)        4  —  7t  siu  gp  ^^-m+j  )  cos  (r  +  «  —  3)<;p  + 
+(  («»-i  ~  Ä  COS    i^.w44  4-  -ß  sitt  9 .         ) .  sin  (r +« — 3)  9  «- 

«obei 

tm«    «  d  «  (g|f  1  —  JitCOS  <p)  yl  -  H  f  4  —  /?  siu  qp^  ^-lü  _ 

(«»-i— ÄC089)i/-»|4H-Äamqr[A-iii'~ 


^.m.4     cm-1  —  7fco8  y 

ilso 
Venn 

gCHtzt  wird. 
Zo^eich  wird 

=  (««-!*— 2ÄrM-.iC0«9+Ä*).fl«»-23ir«-.s. 

Hin  hat  sonach 

■»-1  —  2iür».]  C08  ip  4-  7^*  . 
Für  die  kleinste  Wurzel  hat  man  nach  Abb.  I. 
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28  Satgetshachi  S/udien  zu  furstenau's  Mtthadt 

uud  wenn 

gesetzt  wird, 

9)  «-r  — «-r—  


Von  don  in  Abb.  I.  gercchnotcB  Bdapletoa  gcböit  bicrher  das 
cnta.  FOr  don  grössten  Wert  «5  bat  num 

^     211  ~  "  ^'   -^'i«  =  -  0,001378  35, 

lüßl 

— ^         3,049700  71,  Ü,ÜÜl322ü4, 
.  ,R  =  -        =  —  3,048444  67,    dx^^  =  -  0,000735  65. 

 -^--3,049180  32, 

^fn  0,557.«,    ^  0,556.«, 


"•je 

und  als  zu  kleiueu  Wert  a;^^  »  —3,049390  59; 


J^'  -0,000472  96,  «'„=  —  3,048917  03, 


^-^^^—Qfmmo^  3,048917  32, 

und  als  zu  grosseu  Wert  x^^  »  —  3,048654  32. 

Der  kleinsten  Wnr/A-l  «j  nähern  sich  die  Werte  einseitig  von 
nnten.  Hier  ist  es  also  von  Wichtigkeit,  einen  zu  grosseu  Wert  zu 
kennen.  Man  hat 

«-^  -  ^  =  1,350931  67,   dx^n  0,001197  89, 

«-M  -  1^-  =  1,352129  57  dx^^  =  -  0,000954  84, 


1667 

1667 
f-M  -  1.232 


1,353084  41,   dx-^  —  —  0,000761  73 ; 
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der  lMr*tetlin^  der  Wurstln  tdtjthrai*dtfr  CltiduMgett,  29 

^-^f^ —  — 0^751  07,  as'-M  =  1,3&6835  48, 
lad  dls  za  grossen  Wert  z=i  l,3G06ä6  55; 

=— 0,003004  84,  «-„-  1,306860  99, 
BBd  als  2a  grossen  Wert  ixf^^  »  1,359855  83. 


§  2. 

Sei  «ib  ein  einzelner  abaolnt  gröaster  Wert,  aber 

OM_i  =  7*(cosijp4-'Siu9P)    uud    ffM-2  =  ii(cos  qp  —  /sinqp). 
Iit  jetst 

Ar  =  Ä»-*8mry+ .  J2»-*iin(r+l)9»+  ... , 

SO  gelten  für  diese  die  nämlichen  Gleichungen  wie  im  vorigen  Para- 
gnphen,  nor  bezieben  sie  sich  jetzt  auf  die  Gleichung  i,  =  0. 

Kim  ist  naeh  Abh.  I. 


+  U^H  1 8  sin  (r  +  n  — 1)9), 

oder  wenn  ich 


K»)    jr^  «-  0.>  +  ^r4.»-r~  "7;-^  ~--^.8m(^+(r+ll-l)v). 

«•»^  SlU9y(aN-W"H-2 

Ans  dieser  Form  des  Fehlers  erkennt  man,  nebenbei  bemerkt, 
hl  Abli.  L  anf  einem  andern  Weg  bewiesene  Gesetz  wieder,  dass 
&  KibeniDgswerte  sich  reihenweise  oder  anf-  hnd  abspringend 

idheni,  je  nachdem  7  ^90^  und  ctm  »  di  ist,  da  das  Vorzcichea 
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des  Felden  mit  dem  des  Sinss  eines  Winkels  sieli  indert,  der  eon- 
stant  um  ^  wichst. 

Weiter  ist  noa 

-sin(t+(r+»~a)f>)) 
«•  ^         SUIir->  «ift»-!  Mea-*V  ^ «-  / 

-f  ^  sin  » .  cos  (t^ -r  (r  4- »  —  1)  9  )j . 


Dau  Ut  veiter 


-  /  mm 

mm  •        Sin  er.  I 


X   &iii;v-ri'-r»— 


IMe  11)  IM  iMi        awf  dk^  F«m 


AS 
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Dan  «iglbt  sich  weiter 


.8m(^  +  (r4-n  — 1)9>) 


(S), 

Der  loa  ans  gesagte  Nibernngawert  ist  dtim 


U)     «'r  — ^«r . 


Lm  auu  wieder  doii  gcuaueu  Wert  des  Fehlers  /.u  btistiuiuiea  habe  ich 


^-  r+l,     arr+2  I  _/^^\  I 


«•r+U     /fj-r^j    Jxr-i,  darr    \  j-^r,       ^«r    !   -^a^r  ^Tr+il 


-1 


Der  Z3bli*r  Ifltst  nch  als  I>etermiiiante  schroibcn 


0, 
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XaegtULachi  Studien  zu  FursietiaW»  Methode 


Wird  hier  die  zweite  Zeile  mit  xr  raultiplicirt  und  zur  ersten  addirt, 
80  lässt  sich  der  genieins&me  Factor  dxr  vor  dio  Determinante  setzen, 
und  man  hat  * 


Ebenso  Iflsst  sich  der  Nenner  als  Determinante  schreiben  nnd  wird 


Jxr-i     ^Xr^l^  Jxr 


Wird  hier  die  zweite  Zeile  von  der  ersten  subtrabirt,  so  Usst  sich 
— Jxr  vor  dio  Determinante  setzen,  und  mau  erb&lt 


I    1,         1,        1,  I 

\Jxr^9f     JXf^ly    Jxr  i 


Im  Gänsen  ist  sonach  anch 


1  ^^r. 

i>'r\  I 

JXry 

a*r+2 

\  ^^r-h 

Xr 

diXr-\, 

\  ^Xr-2, 

dx,-U 

Xf-\ 

Jxr-iy 

dXr, 

1 

1 

1 

1 

dx,—2i 

Jx,-i, 

1 

1 

Warde  ich 

I  ^Xr-l,  Jxr 


gesctkit  babeu,  so  würde  icb  aus  r,  den  Wert  bekonimou  liaben,  der 
jetzt  x'r^i  heisst  Es  ist  darüber  dieselbe  Bemerkung  zu  macheu 
wie  §  1. 


Werden  in  14*)  die  Xr  durch  die  IMvisionscoefficicnten  ausge- 
drackt  nnd  die  Nenner  weggeschafft,  so  eigibt  sich 
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dar  Ikuritdhatg  der  Wurzdn  a^^aüeker  GkiAungai. 


as 


16)  «v-««+ 


kr). 


1, 


(r) 


|(r-{-2),  (Hh3) 


I 


(•4-1) 

(r)  r 

(r-1) 


(r-1). 


(r+l),  (H-2) 

Kr),  (r+l) 


(r-2). 


1),  (r) 


,    (r)  .(H-l).(H-iJ) 


,    (r-l).(r)  .(r+2) 


,  (r-2).(r-l).(r-|-l) 


(r) 


(r+2),  (r4-3)^ 
(H-1),  (r-f  2)1 


,   (r)  .(H-l).(H-2) 


.(H-1). 


!(r-l). 


(H-i)| 

(r)  1 
(r) 


•(r),  (r+l)l 


.(r-2),  (r-1) 


(r).  (H-1) 


l(r-l),  (f) 


,  (r-2).(r-l).(r) 


Man  hat  so  den  genauen  "Wert  des  Fehlers.  Nimmt  man  für  die 
I>ivi&iouscoeiÜcieuteu  die  crsteu  Näherungswerte  und  setzt  demgemU^s 


•««-l  'a»i-2  SIU  (p 


;(r+l),  (r+S) 
;(r),  (r+l) 


m.  s.  w.,  so  ergibt  sich  fOr  den  Nenner 

:i^'(Jr+8«i*— iir+SÄ),  /t'«(^r+Sffii— ^r+4i?),  «i.^ 
j    (Aran—Ar^iJl)^        {Ar^ittn—Ar^iM)^  1 

in  dieser  Detcrmiuauto  die  zweite  Zeile  mit  — 2 A  cos  9,  die 
dritte  mit  M*  multiplidrt  nod  beide  zur  ersten  addirt  so  verschwinden 
wegen  Ar^z  — 2 Ar i^i  cos <p-{- Ar  =^  0  die  beiden  ersten  Glieder  der 
ersten  2^ile,  und  man  erhält 

Ull  i  wenn  man  hier  die  letzte  Colonne  mit  äm,  die  erste  mit  —  Ä 
iiiuiti])Iicirt  und  diese  zar  letzten  addirt,  su  erhält  man 
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34  Saeffelsbaeh:  Sfudttu  zu  /•'imieitau''*  HethotU 


(«„«— 2ÄBmC089+J2»)*.Ä.  .     .  . 

=  W — 2Ä«fii  cos  9  -f-      .  Ä .  mm.i  tow  -2  8in*y. 
Es  nähert  sich  somit  für  grosse  v  der  Kenner  dem  Wert 

„-.71-1  7ii-»  J^"-»"'  2»-« 

Den  Zahler  «ntersache  Ich  lieber  in  der  Form,  die  man  erhftlt,  wenn 
mau  die  letzte  Colonuo  znr  zweiten,  diese  dann  zur  ersten  addirt, 
also  in  der  Form 

(r+2)(r+l)(H=i),     (r)    (r+2)(H^),     (r)    (H-l)(H=ä)  1 

(r-f  1)  (r)  (.),  (t— 1)  (r+l)  (r-j-l),     (r-1)  (r)  (r+2) 

(r)  (r-1)  (i—l),       (r-2)  (r)  (r)  (r-2)  (r-1)  (r+1) 

Werden  hier  die  ersten  Nihemngswerte  eingesetzt,  so  erhSlt  man 

-^r+.1,  Ar\A^ 


0, 


«io  man  erlscnnt,  wenn  man  die  erste  Colonne,  nnd  die  mit  —  2cca<p 
multiplicirte  zweite  Colonne  znr  dritten  addirt  Es  ist  daher  Ober- 
zttgehu  zn  den  zweiten  Näherungswerten  der  Divisionscoefficieutmn, 
nnd  dabei  ist  wieder  zu  unterscheiden,  ob  «u-^  ein  einzelner  Wert, 
oder  ob  crn-s  und  «n-A  ein  Paar  conjngirte  Werte  sind.  Man  hat 
aber  im  ersten  Fall 

U»  \  w-l  (cos  (r  -|-  )i  —  1  )(p  -[-  / .  si II  (r  -f  «  — 1)  y) 

(y^(C08  9  -j-  isill  q>)  —  Cm)  2 /t  /  sin  9) .  <a„  -1 
jjr+w-l  (co8  Cr -j- «  —  1)  <P  — ' . S'in  (r-}-»  —  1)<^ 

(/{(cos  9 — siu  9) — fr») .     t  sin  9 .  toM-s 

und  da  jetzt 

erhält  man  daf&r 

(«fj^ ...  er^)  =  i-  j^^^j        sin  ^'  •  /f«  _  2Ä,r„  cos  9 + ««« • 

(«/... «M-i)  —  — #r-  ; — — — l — — n*~^r~  — 
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Ar  iMnvUihnff  der  Wttrttl»  algebrakdier  Ghiditmgtn,  35 

Werden  diese  Werte  eingesetzt,  und  nur  die  Glieder  beibehalten,  die 
iB  Ikrtiacbt  kommen,  so  ergibt  sich 


fvn      1*  «a«i-.a-  siu*9  (ii- — cos  9 + i 


(r)(r+l)(r4-3)-^^r  l       ^^-V      ^  ^ 

/'"u  iVrt. -1  - /««.-a* siu-g) (Ä^  —     on cos <p + 

WeoD  die  gefuudcucn  Ausdrücke  in  die  Zälilerdetormiuaute  eingcsetoet 
^  r  lässt  sieb  diese  zerlegen  iu  die  Sninmo  vou  27  Detcrmiuauten. 
Von  diesen  kommen  jedoch  nur  7  in  Betracht,  indem  die  übrigen 
bei  grossen  r  gegen  sie  vcrschwiudeu.  Diese  7  sind  die  lüigeuden: 
Erstens  die.  welche  in  allen  Culunucn  die  ersten  Glieder  der  obigen 
Aosdrlickc  enthält  und  identisch  verschwindet,  wie  wir  bereits  gesehen 
hak'D.  Daim  kuninien  die  drei,  welche  in  je  zwei  Colonuen  die  ersten 
Giitvler,  iu  der  dritten  die  zweiten  (ilieder  jener  Ausdrücke  enthalten; 
C'ütihrh  die  drei,  welche  in  je  zwei  Colon  neu  die  ersten  Glieder,  in 
der  dritten  die  diitteu  Glieder  der  AuadrUcko  euthalteu.  Die  Summe 
der  drei  crsteren  ist 

^Om^Ar%%^tt»^Ar^9^iKir^  AittniliAr  \  \'-anAr^2)-\-l^^{JlAr  |  2— CfM^lr  f  s)) 
«■  «fii  Ar^l^  UmAr^%f  HAr\z{un{1'^A,     — «f»*l, +l)-|-7i'(7iMr+l  — «„/tr  |  2)) 
I     Ar    ,     -^r+l,    ^r|2(««(AVtr-l— «H-^r    )+i2(Ä-4r    — ««^'Irfl)) 

^^At^%^B^Ar\^9tf?{JiAr  I  X—ttMAr  i2)+A*-(7Z^r+S— «fii-^r+O),«»»*'^»-  f  4 
Ar^li  BA^J^i{tinHRAe    —OnA,^\)-\-Jl*{nAr^'i-ttnAr^z))^  UnAr^z 
\    Ar    ,     Ar^\{th?{RAr^i—anAr  J2-<lr  1 1— ««.dr+t)),  ArJ^% 

BAf%\{thiRAw^V--tlmAr\^i-Ii{RAr^r^nArJ^%))^  ««ilrfS}  »nAr^ 
\    Af    UhlßJLr    ^UmArJ^})^R{BAr\\—VnAr^i^iit  «^fl« 
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Wird  in  der  zweiten  Determinante  die  erste  Colonne  zur  dritten  addirt, 
80  liat  man 

Wlfd  dann  statt  der  dritten  Colonne  die  zweite  mit  2  cos  7  malti- 
plidit  und  mit  der  dritten  vertauscht,  so  wird  die  erste  Zeile 

und  analog  die  abrigen. 

Wird  in  der  dritten  Determinante  die  zwdte  Ck>lonne  mit  —2  cos  ^ 
moltiplicirt  und  zur  dritten  addirt,  so  bat  man 

Wird  dann  die  letite  Colonne  mit  der  ersten  vertauscht,  so  erbftH 
man  als  erste  2Seile 

ond  analog  die  übrigen. 

Nun  haben  die  drei  Determinanten  die  ersten  Colonnen  gleich, 
lassen  sicli  also  zusammenfassen.  Das  erste  Ulicd  der  letzten  Co- 
lonne wird 

IthnH-^r+i  —  2C0S <p  Ar^n)  (RAr  \  1  —  ÜuAr^  i)  + 

4" iZ'c«(  Jr44  +  Ar  I  2)  {JlAr  |  2  —  «„  A r  j  3)  + 
+  Ä*(-4r-|.2  —  2C0S  qp  vlr+s)  (HAr^S  —  0»Ar  \  4) 

—  {«»»iir+s'— an*MiAr^lAr^2  +  2  COS  9>^r+3*)  + 

+  «mJi^(2em  ipAr^iAr^+Ar^i?)'-'Ji^Ar'^BAr^4\ 

—  JZ*(ff|»*  —  2llttn COBtp+Bß)  («nAri  8* — BAr^^Ar^i)» 


Analog  werden  auch  die  beiden  andern  Glieder,  so  dass  der  ganze 
Ausdruck  ist 

«•»'^49,  Cr„Mr+8,  JRH**nAr+2*  —  RAr{iAr^A) 
Ar    ,      Ar^U      {"tnAr*    —  iMr|Mr|s) 


f'an^  »a„-l*  Wi,-2*  SinV 


Wird  hier  die  zweite  Zeile  mit  —  2<incos9  vnd  die  dritte  mit 
mnltiplicirt,  nnd  beide  zur  ersten  addirt,  so  werden  die  beiden  ersten 
Glieder  derselben  anll.  Da  femer 

wird,  so  erbftlt  man 
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Der  Ausdruck  ist  noch  weiter  umzuformcu.  Zunächst  uimmt  die 
Klammer  noch  die  Form  an 

—  9m*B(2A^^lAr^2 — Ar-'lAr — Ar^  Silr-H) 

^auIiH2Ari2^-Ar*—Ar^4^). 

Ich  drücke  weiter  alle  -1  durch  -1,  f 2  und  /^|2,  rcsp.  durch 
Jr|2*  — /?rf2^  und  ^r-fsi^rfS  aUS,  Während  ^r+2*4--ßr+2*=*«H-l»«ii^a 

■L  Ich  erhalte  so 

irt<iri4  =  ii«n.-ii«»-2<»8  9  +  1  (-4^+2*— COS  3<p 

I  +  ^Ir  f2i^,  f  2  sin  3(JP, 

2JriUrf2 — Ar~\A,  —  Af^zAf^4  =  2 sin*2<p  (( J,  1 2"        1 2-; cos 9 

—  2ylr+2/^^+28iüy), 

Dadurch  erhält  die  Klammer  die  Form 

iteiH-i  i«to-2  (ff»' — 2aii/{  G06  9        («H — 17  cos  9) 

+|(-^+2"— J?r+2*).a  — -4r+2J»r+2.*, 

«eiB  idi  znr  Abkürzung  setze 

(••*—  2amR  cos  9> + Ji^)  («r«  cos  4gj  —  -R  cos  3<3P) 

— 4«ri»i28m^29(aMC0S9— iZ)  a 

od 

Di  aber  wdter 

Mr — -ör+2*  —  (-4-«fs* — -ö-H-f  3^) .  cos  (r + »  —  1 )  2<p 

Ms^r^S  —  ^-«|»B-»f8.C08(r+n— l)2^p 

-  i  (X-*+8«— 8»)  sin  (r+n  - 1)  29, 

wird  der  Ausdruck  m 

^ifn-l  it„  ^2(ai«* —  2efMÄcos  <p  -f  -'2*)      —  -'^  cosqp) 

-f  ( I     „  M + 3» — „  +  ,j- ) .  rt  —    -  „  +  3  /y  _  H  +  3 .  ?0  cos  (  r  4-  »     1 )  29 
+U-,+,Ä.»|ta4-lU-«|.a»— i*-rf8*)*)8in(r+n— 1)29 

—  C+ii.€08(r+n~l)29+£.8in(r+it^l)29 

-  C+y^Hhö*.  sin  (x+ (r + n  -  1)  29) , 
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wenn  man 

BOUt.  Ks  wird  dann 
wcuu  uuvu 

«>Ut  Die  Sammo  der  drei  DctenuiuaDten  nähert  eich  also  dem  Wert 

+(g>«-^«coe3y+^  >  :Mg»i»cosy+iP8in(x-Kr+«-l)2y)j  • 
Was  die  S  tetiten  Delcndnantcn  betriffi,  so  ist  ihre  Snmme 

^  «.--«-»««.^an'Vf.-«  ^  ^^^^  j 


-f  ^^'a-«    J?.t.|U  -f  Ä*  C.-4%  Aifr44'  >  . 

lüe  3  Peteminanicn  lfts»e«  $:x*h  nx^n  miodcr  ähnlich,  vic  Torldii,  in 
dne  maai«en£M*en«  «ad  nun  erh^t 


.i-    ,      -1  II.  1 


— ;^<visv«      ir  :;.*  rvt  JT*^  «.,4  *^iat  V«ie  rsrcrstf«.  so  ciliitt 


dBOonf  i  <  t  S  Iv^  rrA:«*:»:.:  i^hctt       a2»>  im  Wen 
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■od  man  hat  sonach  f&r  grosso  r 


Ißi    ^'  -a   I  ^^'^  ^^^^  -V 

'  "^«H2'+2"-*'«WM-i/«H-2sin^9(A'«— 2/iVnCOS7.4-f.V)^ 

I  -3*"*^"^     .'"f'"      (^^  —  2 /iV,.-3  cos  (p  -f-  ff,.-3*jf 

Ist  im  zweiten  Fall  . 

1=  i2'.(cosyi:».8iafip')» 

so  sei  noch 

=    — «,)(»  —  «,)...(« — «N-ft)  5,«*-*+...,  vnd 

«  Ä'—58inrg>'-f.Sj./r»»-*8in(r4-l)(p'  +  ... 

]>er  zweite  Nftheningswert  fQr  (iir|'...cri,)  ist  derselbe  wie  p.  34.  Da- 
gegen hat  man  jetzt  za  nehmen 

an-V^'*~'  .  „„_:ir+..-2  r/,._4'f»-9 

iiier  ist 

—  («r»_j — «ii-l)(ffii-S — Wii-2)(«ii-a^<'i»-4).»ffi»-8, 

md  man  findet 

-|-*.(7i'cosg>' — A'cosqp)  .27i'siug)'  =  3/+tiV', 

ebenso 
ferner  ist 

Daraus  ergibt  sich 
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Nun  fliulot  sich  weiter 

und 

Mau  hat  folglich  im  Ganzen 

R*Ki%^  I — 21?^  Jg  cos  y  A'r^2 + Jt'A'r^z 


Für  (r-{-2)(r-|-l)(r-i-n,  (r)  (••  +  2)  (r-f  1? )  und  (r)  (r-{- l)  (r -{-'A)  cr- 

hAlt  mau  ilann  als  /weite  Naherunir'^werte  Ausdrücke,  in  welchen  die 
InniU  n  t  rsteii  (i Heiler  Uie  uämlicheu  sind  wie  p.  35.  Die  dritten 
UlioUor  ilagegon  werden 

.  -  _ .  .    .  ^ 

>*.v  %vr"':n  *i^a  iT  IK:i:r*-tuü^ii:ta  ii-e  M-r  ^iT^tca  ■i.rr:?'. Iben  wie 
lÄi  cr^^iOL  tJ^I    Fir  die  cr\'i  tolc>:'u  k-  j^Ut.        j.     ::  z  -  'z  in  Be- 

l 

.    .       t--:         i>r  X.v«!»»  1  w—X*.  A4..  .Ufa 
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Die  DeternanaDten  lassen  sich  nieder  so  nmfonneD,  dass  sie  die 
cntai  Coloimen  gleich  haben.  Man  Icann  sie  dann  in  eine  snsammen- 
bnei,  und  indem  man  die  sweite  Zeile  mit  — 2£cos9,  die  dritte 
ait  JP  mnltipUdrt  nnd  znr  erMen  addirt,  werden  die  ersten  Glieder 
der  errten  Zeile  nnll.  Man  eihilt  so  den  Ansdmck 

+Ä'*Ä*(2+4co8V)(Ä'UV|2— 2ÄÄ'cosv^'*+8+-B*^iV+4) 
— Ä'Ä«  4  cos  9  (Ä'MV+i — 2RR'cos  9  il'rf a+Ä*^'r4») 

Mimm^l  i,^  -2  siu-(p(Ä'*— 2ä'7?cos  {(p'-{-  cp)  +  R^)  X 
X(Ä'*~27i'Äcos(9'-9)+Ä2)(ii'^-»'r+4— 2Ä'ÄCOS9>.l'ria+^-  l'r+2). 

Der  letzte  Factor  ist 

b'B'^n^)  cos  (r +n  -  2)  9'  + 
+(a'Ä'-«45— d'il'-«+»)8in(r+ii— 2)9' 

-  i'cos  (r  -f  « — 2)  '  -f  B'sin  (r  4-  n — 2)  9' 

-  Vi^-f ^' «  sin       (i- + « 2;  9 ') , 
vean  ich 

A' 

ßf  -  tangx' 
setie,  wobd  sich  noch  «gibt 

»•«,-3Ja«-4(Ä'^— 2Ä'ÄC08(9>'+9)+Ä*)(Ä'*--2Ä'ÄC0S(9'— 

i»d  - 

Venn  man  ^ 

ßT^^  —  tanga'    und    ^  —  tang|5' 

Die  Summe  dieser  drei  Determinanten  nflhcrt  sich  also  für  grosse 
r  dem  Werte 


ean-iean^ 
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Im  Gansscn  aber  bat  man  im  swdten  Fall 

17)  or  r  -  «"+ir»2a:.'"-i**«»:.iii,^.28ia^^  ^ 

^  y  «M " — 2/?of „  cos   -f"  ' 

7?^M"-<       V(7r  =«  -  211'  7^^^' +(r)-f 211'  Iicos{w'—<pTi^) 

X8iil(x'+(r+n~2)y'). 
Far  dio  kloinsto  Wand  bat  mau  iu  diesem  Fall  ebenso  uacb  Abh.  L 


wcuu 


gesetzt  wird,  uud  dann 


8)    x*_r  ■=  «-r  —  ^X-r    V  


18) 
wobei 


12    cos<pl    —  ^-    -  ;i- —  -—  . 

Von  iK'u  Bcispii  k  ;i  dor  Abh.  I.  gehurt  hierher  dio  jirössto  Wurzel 
des  Uriltcu  uuU  ilie  kloiusto  Wurzel  des  zweiteu  Ikispieis. 

Im  dritten  Beispiel  bat  man 

•'•--II  9Üd66A 
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1 130905  39065224 
"  aö^"    '  ^<''^-  2312.     a-a  =  ^^74  ~  5,7i<«73  7926, 

-  Silä  -  -  Sl^illf  -  "^'«370  9807. 

cos^  =  =  0,30743...,      co89^  =  0,30736... 

Stoain  folgt  72®  5',  9^  =  72®  6\  und  man  erkennt,  dnas  bei 
den  Tr  immer  h^hstcns  3  und  wcuigstcus  2  Glieder  awischen  zwei 
Zodienweclisolu  stehen. 

Weiter  ist  dauu 


^j.^  }  A/7  =— 0,000038  6J10, 

abo 

x',  -»  5,748370  Ö522  uud  sicher  zu  gross  x",     5,748409  4732. 
abo 

x't  ^  5,746370  ööOO  und  sicher  zu  klein  x%  «  6,748365  5449. 
Im  zweitcu  Beispiel  hat  mau 

—         =  0,275681  341719,     ar-12  =  «  0,275682  205018, 

x-10  «         =  0,275682  701811,  ar-it  -  |^![^|.  -0,275682  204852, 

l»AOf  3ä0326 
x-n  -  -  0,275682  135032,  ar-  u  -  Jiy^jg  -  0,875682  203414, 
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(•l')-W~ 


Jx.u.  47^263...,   (^')  -47,7162... 


^«•-11+ (^,)  „^«-M 

V*»!  y-»  .  -  0,59742 , 


cos  7.18  —  — Q,&9790  ... 

Dnuuftch  <r-i.'—  120"  U',  (^-Li  =  126"  4 f.  Daraus  folgt,  dass  bei 
»Um»  X-,  höchstens  4,  niimlostons  Glicdor  zwischen  2  Zeichenfolgen 
liegen.  Der  in  Abh.  I.  zweifelhaft  gebliebcue  Wert  x-ü  ist  also  schou 
hiemus  als  xu  gross  zu  crkcuucu. 

Dian  itt 


—  0,000  000  001367, 


«ho 


x*.u^0(.ä7^  :i03651  ud  sktar  a  Um  «*.tt»  0^75682  ü 


Uttd 


Ist        ltvi:^fr<r»s«i«\  «w-t  — iwmm**  ein 

rMu«r  Wm.  so      aoa  mm^  AM.  L 
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-.l4r+l=((Ä-«ii_2COSgp)i4_„+2  hff,.-lSin(pß_„^2)C0S(r  {  u)q> 
-{-((/?— ff„_ocos(jp)^_„  I  2— ff«-2sinqrZ/-„^2).8m(r-l-tt)9 

Ä  , 

telzt   Dabei  findet  sieb  noch 
MB  maii 

»tang«.  ^——--«tang/? 
setzt.    Man  hat  sonach  für  grosse  r 

19)    i2,»     ijs-i-/ ""-^y^ "-2  y/<«HAa»-i(/g*--2ÄaH-2C08y-|-gH-8-) 

X8in(V/4-(r+n)9). 

lim  eigibt  aich  gaas  wie  im  Torigen  Paragrephen 

*^     -  Jiir«  • 

ferner 


Weiter  ist  dann 

\^)  ÄWiünir  'f^i^Mr+n)<p) 


1« 


dB^,  )J5LA  
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uIhu  der  gcsuchtü  Nabcruugswert 


1* 


Vm  ilcn  Fehler  zu  bcBtimmen,  bringe  ich  dies  wieder  auf  die  Form 

aa»)  Av«'^-/^r*+ 


Auch  hier  kouutc  umu  wieder 


$eUon.  K»  wttrtU»  lUuu  /»V  r'  dersolbo  Wert,  der  jetxt  Ä^**  ist.  £• 
yiU  dATAhor  die«<^lbo  Iteuiorkuug  wie  oben. 

Weiler  tind  a«i  für  die  Et*  ihre  AwdrAcke  dirdi  IKrinoBs- 
etH'l^iettte«  eiMnifUiivtt.  naoui  «ber  der  Avsdmck  nidic  n  compfi- 
ein  Vkird«  i>l  eine  «eitore  AbkftmM^  notveadi^  Ich  setxe 

v<»»V.>*»V    («»•^•.^••^  (V^e.\  {•t'^^^m^" 

OA^  Ais.«  i>t 

,   Jk\»'  = —    •  —    _   • » 
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47 


9f 

9-1' 

j      |i    9-2.^1.9  +  1 1 

9 

9+2, 

•  9+1.9+2 

9  +  2, 

i9— 1»    9       I  1   9i  9+1 


,    9—1-9  -9+1 


;9— 9 


19—2,  p-l 


^     o'    9l        9+1        ^  Qn-.l« 

»  9— "^-1     .     -       I   9— '«•9— 1-9 
i9— 1,  9 


DiM  ilt  wieder  der  genaue  Wert  des  Fohlors.  Um  zu  fiudou,  welchem 
Weit  er  üdi  für  grosse  r  nähert,  sind  die  Nflhcmngswerte  einzn- 
«ton.  Mmn  bat  aber  In  diesem  Fall  als  erste  Nfthmugsworte 


Tjar-f  Sn-4  _ 
9""  ;      y  '      9  = 


Cf«_2  ß'^f*-» 


snd  mter  Anwendung  der  Gleichaug 


ilf  I S  (Ä*  —  2i?ff»_8C08  V+  fr«  -fl*)  ; 


9f2H 


9+1,  9+2 
9+1 


/Jir^  6i»-5  ff„_2''  *  ""^ 


X 


y+2,  e+3 


9+lt  9+^ 


X  (/f^— 2Ä«r««2C089+«»i-s').M2; 


A«i»'A«M-i'A'aw-8Sin9 

X  (/J^— 2Äai»-2C0S9+OM-s»).ilr|s; 
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Diese  Werte  im  Kenner  eingcaeUt  geben  fttr  denselben 

Am"  A«*-i"  A'V-a*  sin  V  ^ 

vud  wenn  man  wieder  die  ersten  Glieder  der  ersten  ZeQe  mm  Yer- 
■cbwinden  bringt 

Don  Zähler  untersuibo  icli  wieder  lieber  iu  der  Form  die  er  erhält, 
wenn  mau  die  letzte  (  oloano  zur  zweiten,  und  diese  dann  zur  ersteu 
addirt,  also  in  der  1  onn 

Setzt  man  hier  die  ersten  NAhemgswerte  ein«  ao  erbilt  ann  als 
Factor  die  Determinante 

/l.4,  |l  »  M-:.4r.  /»v4rf2  er„_2i4r41,       iiAr\%  »«— äj4r  +  2  , 

RAa  «ü-iX -1.  — Om-iAr',         IlAr \^  —  (Hm-tAr\^i  i 


nnd  diese  ist  identiaeb  nnll ,  wie  man  erkennt ,  wenn  man  die  iweite 
C(donna  mü  — Seoai^  maltiplidri,  lad  sie  and  die  erste  aur  dritten 


n.ü<>  >oiui<li  wieder  die  .^Veiten  NÄheniüg<werte  einsetzen, 
und  sind  dal  v  i  witnler  die  beiden  Fälle  zu  untersoht  i^l  u.  ob  c.«_3 
ein  ei:;:'.Iiitr  Wert  i^t,  oder  ob  ct»-^  nnd  ein  Fo^r  coi^ugirtc 
Werte  sind- 

FülisC 

ITH«-»  1 
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Dann  wird  bei  Vcrnachlässigang  der  bei  grossen  r  gegen  die  übrigen 
rerschwindendea  Glieder 

wenn  zur  AbkUrzang  gesetzt  wird 
Dd 

Ebenso  wird  weiter 

^WÄ«„_i>Ä'a„_o/'„,.,-ainV^ 

— —       JjSrlBn  BüL.  aT-t-ti— 1 
 —  .(il*C^+«+«i»-8*a^+4)(Äi4ri8  — «ii-lilr  f») 

J^Sr-l-Sii— S  K^^r-f» 


i>  1» 

 r=£  ^  (ÄCr+a  +  «»1-2  (iWr+4 — «n-S  ^+8) 

w  « 

T  .  {BAr^  4  —  -är+s). 

»»  » 

Werdeu  diese  Ausdrücke  iu  die  Detcrniinaiite  eingesetzt,  so  zqt- 
ftJlt  diese  wieder  in  27  Einzeldetcrminanten,  von  welchen  jedoch  nur 
die  7  ersten  in  Betracht  kommen.  Die  erste,  welche  in  alk  u  Colon- 
nen  die  ersten  Glieder  dieser  Ausdrücke  cuthält,  ist  nichts  anderes, 
als  die  Determinaute  der  ersteu  Näherungswerte  und  wird  iden- 
tiKh  noU. 

Die  drei  nächsten  sind  die,  welche  in  je  zwei  Colonnon  die  er- 
M  Gfiedier,  in  der  dritten  die  sweiten  Glieder  der  AusdrOcke  ent- 
vahSL  4 
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halten.  Sie  lassen  sich  ähnlich  behandeln  \^io  die  DotiTminantcu  in 
§  2.  Man  kaim  sie  nämlich  leicht  so  umformen,  dass  sie  die  beiden 
ersten  Colonneu  gleich  haben.  Dann  lassen  sie  sich  in  eine  zusam- 
menfassen. In  dieser  lasseu  sich  die  ersten  Glieder  der  ersten  Zeile 
zum  Yerschwiudeu  briugeu  iu  Folge  der  Identit&t 

Da  Dach 

/■'o»_2  =  (Ä*— 2/2a«-aco8<3P-i-a«-a*).A'a«_2, 
erbält  man  schliesslich  fAr  die  Samme  dieser  drei  BetenDinanten 

/ja,r/<«„_l'*/*'a„_o'*sinV 


Die  drei  folgenden  Determinanten  sind  diejenigeu,  welche  in  je  zwei 
Colonnett  die  ersten  Glieder,  in  der  dritten  die  dritten  Glieder  der 
obigen  Ansdrflcfce  enthalten.  Anch  sie  lassen  sich  wie  die  vorher- 
gehenden behandeln  nnd  geben  als  Summe 

Äa„_i'*A'«„_2''A'«„_3  sin  q>  ^ 
X  (Ä«— 2Ä«»-2C08  9 + a«-a»)  X 

+«»-S^(Jli*r44— «»-S-^ria)!. 

Der  ganze  Fehler  nähert  sich  sonach  dem  Werte 

 1  

-|-  at,-2^Ar^  2  {RAr  (  4  —  «»-2  ^r+s)  } 

"  A'o„_3Sin  q>.\R-    27e«,._2  cos  g>  -j-  a„_2^)*  ^ 

X  J «M - 2^*  (-Äilr  —  an-S  -4r-l)  —  20|, -2  «i. -3  ( ^^^1  r + 2  —  «h  3  ^  1  r  + 1 ) 

Diese  Ansdrflcke  smd  noch  weiter  nmznformen. 

Die  Klammer  des  ersten  Teiles  wird,  wenn  ich  alle 
Ar  aof  nnd  A-nf  s» 

resp.  auf 

A^u\^-{-R-H^2  ,  X-«f2*  —  /J-ii+2 
 2  =  i/iOnAai»-!,   ^  
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und 

vedndre: 

 g — ^  .{Ä*— 3/i^a„-2C08qp+Äor«_a*{2-|-cOi29p)— o«_2^C089>| 

x.{irt»6(ai+a»--4yfl^-iP«w-«(oc»(8r^ 

H-Äa,-2«(2.C08(2r-f2ii--2)<p+C08(2r-f2n+2)(p)— o„_2^COS(2r+2n+l)(p| 

2i^-H^  2{/easiii(2r-f-2H— 4)qp— 7f=^(y„_2  sin(2r4-2n— 5)(p 
+2Än(2r4-2n— i;y)+Äa»-2''(2.8iö(2r4-2u— 2)9)-fsm(2/4-2n-f2)9) 

4.      -=2^-^:i^2^^^^_,,+ai/_„^.2.a  I.siii(2r4-2n-2)v 

-  Of ^C0i(3r-h2te*.3)H-^«iB(M-2»— 1 

-  C+y:4HFi/=^.8m(24-(2r4-2»-2)qp), 


Aom(~2^)~J2^ii»^(608(--89)+2oo89)  • 

+Ä«»_5r*(2-j-co84qp)  — om-2^cos39)  =  a, 

£*.tiil  H      — JlW^(8iii(— 3^)+28iii9) 
and 

leietit  wild.  Dabei  ergibt  sidi  aodi 
and 

X  =  2«-9ü+y, 

naa 

^-^S  '''' 

^--^^-tang«,  ^=taDgy  setzt. 
Die  Klammer  dm  zweiten  Tefls  UM  Bich  auf  die  Fem  bringen 

4* 
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52  aa9$*ltbackt  ShidUm  tu  Fürattmu'*  Metkode 

+tim^XB^i  ft— ««-a5-i,+4)]3iii(H-«— l)y 
wenn 

^,  -taagx' 
geiettt  wird.  Dabei  findet  dcb 

mid 

wenn  mau  noch 

tang/  — ^ 

8etst|  nnd 

o«_a*(ÄCOS(— qp)— aM-3C08(— 29)))— 2aM-20f„-3(/?cO8(jp— a„_3) 

«».aHMnC  -9)— «^.a8in(— 29))— 3«(N.iaii-«itoin9 

#  +«it^(iZtinS9— aK..sBin2^)— 

Es  ist  also  schliesslich  gefandeu 

Ist  im  zweiten  Fall 

On-i  =»  ie'(GOB       *'ün  9'),    o«-4  =  R'icoB 9'— »sin 9'), 

80  ist  der  zweite  Näherungswert  von  (a^^ ...  ctm)  der  nämliche  wie 
p.  48;  dagegen  erh&lt  man  jelst  analog  §  2. 
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der  iJarsUlbuig  der  WurMelm  aigabntueher  GUichutgem,  5B 

Es  behält  dann  aach  q  seinen  Wort,  aber  es  wird 


£8  bleiben  daher  auch  in  den  Ausdrücken  für 

je  die  beiden  ersten  Glieder  dieselben,  dagegen  werden  die  dritten 
Glieder^  abgesehen  tob  dem  gemeiiisaiiien  Factor 

Aa»'i^-l^Sin9MNi-S«lKH-48UI  ^'(iS''— 2J{'0m.8  cos  q>'-{-  an-2*) 


KR!. 


benohongsweise 

R'Ar^l,     R'A'r^i  —  f  3  \  * 

RA,  I  R'A'r^—  »H^U'r^i 
R'Ar+^  R'A'r^'-an^'r^ 

JiAr\  4,      R'A't^i  —  «n-2^'r+6 ] 
^  •  I  Jr^,  iS,    R!A\^4  —  «H-Sil'r+6 i  ■ 

Setzt  mau  daher  diese  Ausdrücke  iu  die  Zählerdeterniinaiitc  ein, 
?o  \  erschwindet  von  den  in  Betracht  kommondon  7  Determinanten 
die  erste  wieder  identisch,  die  drei  nächsten  werden  dieselben  wi(r  im 
ersten  Fall,  die  drei  letzten  werden  anders.  Sic  lassen  sich  aber 
wieder  so  umformen,  dass  sie  die  beiden  ersten  Colonneu  gleich  haben, 
und  dann  in  eine  zusammenfassen.  Wird  dann  wieder  die  zweite  Zeile 
mit — 2o„_2cosqp.  die  dritte  mit  «»•  2'  multinlicirt,  und  beide  zur 
ersten  addirt,  m)  verschwinden  die  beiden  ersten  Glieder  dieser  Zeile, 
uod  das  dritte  lässt  sieh  mit  — 2R'an-2Coscp'-\-a»-2^  dividircu. 
So  erhält  mau  als  Summe  der  drei  Dctermiaauten 

JpM'Mw-a»  g,_^>w^  /yH^»-»  (jy — 2iZgw~2  cos  q>-\- 

hmn*  ^.1*  »'«M-s*  sin  9  Mr«-s  4««-4  sin  9'  ^ 

X|Ä.[R'^^lr-f4^'r+4— Ä'*ef«-2(2vlr42^V+3  +  ^r44^'rfS) 

fV  On-Z'  {2Ar^2  A'  r  \.2-\-  Ar  A'  r       — Uu-i'^  Ar  A' ,  \  l"] 
-/?'.[Ä'»^r4t-4'r+ö-i^''«».— '(2^1r+l^'rf4-i-vIr-|-3>4'r+4) 
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Werden  hier  die  Ar  und  A'r  s&mmüich  auf 

A^%\%  mid  JB-N-f 2,  ii'~»4-6  und  ^-»-fs 
redncirt,  xesp.  aof 

2  2 
wobd  noch  eongtant 

{ArA\^BrB\YM^rB\-BrA\)^HArÄ\-BrB\)HUrB\\BrÄ;)^=- 

ist,  80  erhält  man  fllr  die  ganze  Klammer 

A'm  (r+n—  1)  (9>  -  g>')  —  B'.  sin  (r  4-  n  —  1)  (qp  —  fp') 

Dabei  ist  zur  Abkürzung  gesetzt 

^lA'-n^b-{-B-n^2B'-n\h  , 
4   i.  ^  .O 


2 


^  —  2  * 


H  2  * 


i  2  » 


o'=  Ä(m .  COS  (qp  +  tp')  —  M .  sin  (<p  -f"  <P')  —  B'm, 
Ä'-=  ä(m  .C08(<?)-|-<p')4-m.8in(<p-|-<p'))—  ^'"^ 
c'—  Ä(m'.  C0B(9— v') — n'.  8in(9—  V'))  —  B'm\ 
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»  =  JT*  eo8(29>-9')— i^^-2(2+co829) 

+jr«b-«*(2C08q[>'+C08(-2(p4-(p'))— «n-J*C08(— 2qp+2y'), 

%  —       siu  Ciq)— <p')  —  Ä'*aM_2(sm  2g)) 

+jr«»-«»(28m^i»'4-8iii(— 29»+^'))— «..a»riii(— 2^+29'), 

Ä*». C08(2g>4-g)')  — Ä'*«»-2(2-f-co82<p) 
-f  Ä'a„-2*  (2 .  cos  (—  9)') +CO8  (—  2fp  —  v'))  —  «»-2^  cos  (—  2gE>  —  2^'), 

jr>.tin(29+7')— il'<«ii-88m29 
+Ä'«i^(2.rin(--v')+8iii(— 29»--^p'))--«^8*wn(—29i»— 29'). 

Setxt  man  dann  weiter 

^  — tongx'.  ^7  — tangaf'. 

so  wird  der  Ausdruck 

y^'»H-JB'». sin  (x'  -  (r  +  n  - 1) (9—  q>')) 

4-yC'H^^8iu(f -(r+H-  l)((jp+g>')). 

Dabei  ist 

-  iWAa«-i«»,H-8««i»~4(iZ*~2i2Ä'cos(9  — g>')4-Ä'^). 

4.  «»_2«)  (Ä«  -2ä'«»-s  €08  (29»  -  9»') + 

+      =        — 2/e'a„-2C08(p' 

+  «»-2*)  (Ä'"  -  2i2'c..-2  cos  (29>  +  9>')  +  «H  -2*) ; 

ferner 

«eiiD  wieder 

Jg.siu((y  +  y )        .      .  Jg.Bin(y— 
i:W8(v  +  g)')-^'  Ä.C08(9>-9')-Ä' 

gesellt  wird. 

Die  Summe  der  drei  Dcteriuiuaut^u  ist  also  für  grosse  r 
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ffaM-3  «Ol*— 4 

(Ä'»— 2/?'(r„_2C08(2(p  — 9')-f-c„_2*)  X  \ 

0) 


)  +(Ä'«— 2Ä'*r,-aoo8(2v+v')+«i.-i«)  X 

XyiI^2ÄÄ'00B(9-9'')+Ä'«:8inÜ''-(r-fn--l)((H-9 

Man  hat  denuiadi  Behliesdioli  im  siraiten  Fall 


26)   i2="r  =     4-  i  ""^ggV+aÄ^  •  V^I^ltd^  ^ 


X  l/^^"^^ 


X 


(Ä'»— 2i2'a»-2C08(2<p-(p')-i-tt»_5r=»)  X 

XyÄ*-aÄJI'coe(H-9'H-Ä'*.>m(x'-  (H-»-l)(v- v')) 
-f(Ä'»-.2Ä'«i,-«C0B(2v+v')+«w-i>)  X 

XVä*— 2ÄÄ'co8(9-y ')-fÄ'  '.Sin(3(''--(r+rt  - 1)  (y-j-y')) 


Wa8  2/2  cos  9>  betrifft,  so  hat  man  nach  Abh.  I. 


und  daraas  ergibt  sich  durchaus  analog  dem  Vorhergehenden 
27)  (2ßco8y)r  -  2HC0B 9+  (^-)'*'*"*  X 

^  it.V«».88Ui9  .8m(t+(r+ii-l)v). 
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28) 


CO8  9)r  -         .  ^%2R  cos  9)r-i 


^(2J{GOS4»)r 


») 


/f(2ÄC08<)p)r,  /^(2/^C0S(p)r+l 
^(2/?C08<p)r-l,  ^(2/iC08g3)r 


[  i!/(2A'cOS  (p)r-l,     //(2ÄC08  (p)r 
I  ^f(2ÄC08  q0)r-2,     J(2ÄC0S  <p)r-i 

I  /f(2/ec0S9))r.l,  2f(2i2C089>)r-fl  | 

V\\     ^'9"— 2          \        '//(2/gC08y)r-l,  /f(2/gC08<p), 

iw;            Ä               — 1^(2/^003  g))r-l,  ^(2Äcosv)r  | 

I  Ji2U  cos  9)r~8,  '^(2/t  cos  (p}r~l  \ 

^(«ÄCOi^)rfl+  ("^')  •^(2ÄC08(p)r-J 

"  ^(2ÄC089)r 
31)    (2i:C089»)r'  =-  (2ijC089>}r— ^(2/2C089),  X 

^  ^(2Äco§v)r-("']ßa'*)^-^(2Äcosg))r-i 

il^3ÄC08v)r-  ("^l-*)^.-^*(2i2C089)r-l 

Setze  ich  dann  noch  zur  Abkürznng 

10  «gibt  sich  weiter 

33)  (SßooB^)/— 3i?co8  9)+ 


P+l,  ff+2 
ff+1 


9^1.^  .«+2 


»  ■ 

1 

P— 2, 

e 

.  ff--2. 

0+1 

,  p-2.ff— 

ff4-2| 

ff-f-3 
ff+2 

,  ff  .ff+l.ff+2 

ff+1 
a 

ff) 

ff+2 
tf+l 

,  ff— 1.^  .^+1 

•  • 

ff— 2, 

• 

1 

,  ff-2. 

,  ff— 2.ff~1.9 
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Dies  ist  der  genaue  Wert  des  Fehlers.  Für  grosse  r  nShert  sidh  der 
Ausdruck,  wenn  a»-s  eine  einzelne  Wnnel  ist,  dem  Werte 


88)  (2üeo»y)',  =  ageoiy+i  "^^^r  J'^^'tält^  >^ 

X  ÄC0S9-«bi-s+;y=====-  =^7  .sm(r|-(ar+2«-3)9>) 

,  »ii-irl»^  («11»» — gwa*—  2«i,-a«b-scos2y  + 
"T  J2r4>i»-t  •  V««-8Sin9       (J2«— 2ila».ae0S9+ai»-^)' 

X  Vä«» A«„-i^Ä» — 2Äa»-scä89  -f-  «»-8^}  sin       (r +«— 2)  v). 
bt  aber 

«N-s     Ä'(co8  9'-|-  tsinq)'),   o»_4  =»  i2'(cosy' — »sing)'), 
SO  hat  man  statt  des  lotsten  Gliedes  den  Aosdrack 

Ä'r-M-S  1 

i Snv 8iDy'(Ä*— 2ÄaHl2 cos (jp  +aH-2*)*  ^ 

/     (i«'«  — 2Ä'©»-8C08(2qp  — qp')-f  X 

X      (ji'i-2Ji'«f«-2cos(29+9')+«— X 

'  X  y/2*-2Ä/i'(»8(g)->'>4-ii'='8in(x''4-9-(r+n— 

Dabei  bedeaton  x\  l        oAmlichea  Constanten  wie  in  den 

entsprechenden  Ausdrücken  bei  Rr^. 

H^nirit  es  sich  um  die  kleinsten  Warzcln,  so  sind  überall  <lie  r> 
negativ  so  nehmen,  nnd  bei  den  genäherten  Ausdrücken  die  ctm,  «m^i, 
om-2  . . .  resp.  dnrch  «|,        .. .  sn  eisetaen,  nnr  ist  es  wieder 

JR-rK  dR-r^x^ 


ind  hei  (2Äoos^p). 


COS<;p_r|l>  COS<)P_r42 
J2i?C08V-r-l,  ^2ÜC089^  • 
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der  IfartUliung  der  Wundit  algebratMcker  GUichuttgen.  59 

in  Betzen.  Von  den  Beispielen  der  L  Abb.  geh(}reii  hierher  die 
grossten  Wnrzeln  des  zweiten  Beispielt.  Es  ist  dort 

Äj«  =  ^  =  3,627376  425855  513, 

J^«  —        -  3,627358  490566  037, 

Jl,«  -  -  3,627365  987574  049, 

V  —         -  3,627366  066719  776, 

B^»  ^  -  8,627365  068906  824, 

^*  -  -  3»62736ö  087822  333. 

Dann  wird 

=  0,020952  13879,  O.«»»«  03926; 

^Jl,«  4;^^^^  OgOOOOOO  902862  142, 

demnach 

Jtj^  »  3,687865  064711  907, 

nid  gewiss  zu  klein 

Rj^"  =  3,627364  181849  766; 
^ij^«  ).     ^"  —  —  0,000000  017992  065, 


=  3,627365  084711  841, 
md  gewiM  n  groas 

ü^**  -i  8,637865  10S706  906. 

1197 

2ilC089ft  -  -  i^>fi  2,376666  899389  6437, 


3ÄC089»e  -  -   2,276681  841719  0775, 

« 

Meos  Ti  =  -  ^aJ^  =  -  2,276688  704811  4484, 
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ÖO  NaegtUbach:  Studien. mh  fMnUtmt*  Mttkod» 

57131 

2i2co89^  -  -  2ör05  =    a.275682  136033  8619, 

207235 

2Jlcos^p^--öiÖ6ö  =-8.975682  806018  8984, 

751 7  X  7 

2i2G08^o  ■""  330326  ^  ~  W5682  204862  ITSa 

(^1,=  ^'^ö2  02764,     (^')^-  0,020952  01339 ; 

2ÄC08  »  —  2,276682  203650  9ö99, 
2^0089^'  -  —  2,276682  203660  9860. 


f  4. 

Ist 

«»  —  Ä(cü8<3o-f-»8in  v),    «b,.!  mm  i2(co89— tBiB9), 
«b-a  -  Ä'(co8v'+»8in9')»  «ih-b  =  iZ'Ccos^'— taiiiy), 

80  ist  nach  Abii.  L 


(«,'...«,.), 


\Ä/  B^- 4F»-S9«M>8  8in  9 .  siiiip''  * 

Nun  wird,  wenn  mau  /lr+2>tV+»  und  ^^M'r+g  dmxsh  il-«+a,  B-m^s, 

A-^2Ä'-.n^i  -  B^n^%B'.^^      A-^iB'^^2-\-  B^n^^'^m^i 

2  '  ^2  • 

2  '  2  

Biisdrttckt, 

i2Jr+a^V+2— ==  ^co8(r4-n)((p-f  9') -f.i/8in(r-}-»)(94-y') 
4-  CcoB(f4-ii}(9-9')— i)8in(r-fn)(9— 9') 

-  V^iM^8iii(*+(f4Hi)(H-f»'))+yc^^ 


wenn 


Digitized  by  Google 


dler  D»§uUung  dtr  FFhtm/a  aig^raücher  Gkiekungen 

-  Ä'tiiKy +9')  -^-H^2i?^-»^'-^-"^^^^-"n 

ii  C 
geietet  wird.  Dabei  ergibt  sich  dum 

J^+S»  =:  2ää'c08(v  -  <p') 4-  72'=^)  M_,.+2*+  ^-«4-8») 

nad  ebenso 

C*+D*  =  iÄ«»W.iä«»_ag«„.a(i2*-2ÄÄ'cOB(qp+9)')+Ä'*)5 
ÜDmer 

wenn  noch- 

_/,:;sin((p-qr')  Ä'sin(qp  +  <p') 

gesetzt  wird..  Msd  bat  also  im  Ganzen 

34)   Är«  -  B^+§^'KlMiän{^^+ir+nH9+fp')) 

+  iV8iu(*'-(r+n)(9-f>m 


62  N»§9Mhbneki  Sluäim  tu  FtMnam*»  Metkode 

wobei  gesetzt  ist 


n — yÄ«-^ÄÄ^^ösö»^+vH-Ä^- 

Darani  ergibt  sich  ntm  weiter 

-•lB(V-(r+ii  - 9'))]  } 

l7'r4M-4      (      r/7?'  \ 

+tln(l^+<^0cot(^+(f4*)(«+»0)]+iv[(J-^ 

j»»r4»-3     .     r  Ii» 
-•la(t'-(r+«)(^-^'))]J 

+     siaCf +v')cos(v+(r+«)(94- v*))] 
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X  X^M  y^^^^-^-^  9tniif+(r+n)iq>+ip')} 

+ ^  ^   Bin       (r 9')) } 

_    jg'^ — 2iZi2^cos qp  cos y iZ'  /e'r+».-3 

XA'{J/8iii(*+(r  +  «)(g'  +  v'))+^8m(^'-(r+»)(v-9'))t 

—  2sm<p  sm^'.iT^^prj^^  {Af8m(«^4-(r4-n)(y-f  9')) 

-Ärtill(i»»'-(r+i.)(v 

Ganz  ebeiiso  ergibt  sich  aber 

^  li^^^ä'^' i^^^"^  ^  +    + (''^ + ^ +  ^^^^^ 

-280129  8ia  l3/8in  ( ^ + (r    n)  (91+  9')) 

-iir«iii«r'-(r+i.)(9-9'))}. 

Werdcu  aus  beiden  Gleichimgeu  die  leUteu  Glieder  elimiuirt,  so  kommt: 

R'*  R'^  R' 

35)  (Är*  —  —       4  COS  9  COS  9'.  +  ^ 4C089  CO89'  X 

X  i:  iiJ/8ia(^+(r4-n)  (9+ 9'))  +  Asin  (Ii;- (r+n)  (9- 9'))  |. 

Wird  die  entiprecfaeDde  Gleichimg  ftr  r — 1  gebUdet,  tob  der  Teriier- 
geheiiden  abgezogen  und  sni^eich  der  Wert  von  JRt-i?  beachteti  so 
erliftlt  man 

36)  +  j^4G0S9  COS  9'^«Är-l* — (^ür+l* — ^Är-l^ 

C08(9>H-v')4-i)  (^/-2^cos(9-9')  +  i)  *. 
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NatgtUback:  Stmdum  cm  Pb'sUiUMU*$  ÄUtkoiU 


Es  gibt  sonach  die  35)  selbst  wieder 

jtr in-2  ^[^Bin     +  (r + n)  (y + 9,'))  +  Nsm  (t (r + n)     -  9>'))] 


^  (Är*  —  ~  jgj  4  COS  qp  COS  q>'JJir-l*  + 


Ä'8 


^  (^^Är-l*  —  ^Hr-^  —  ^  4  COS  9>  COS  tp'J*Jir-i* + 


+  ^4C08(pC0S(?)'^/Är*  —  (i?r-J-a*--i2r*) 


Dies  ist  die  gewünschte  Corrector  und  nuui  hat  jetzt 

37)    Är«' -  Är*--^Är-l*  X 

^  (ier^-i2r-a*)-^3  4C0S9C0S9'-^i2r-l*  + 
X  _ß'4  ^ 

(  — ^/Är-S*)  —  ^  4  COS  y  COS  g)'^*Är-2*  + 

-  — j  . 
+  ^  4C0B9  008  v'^»Är-l*  —  (^iZr^l*  —  JÄr-l*) 


Was  die  oonstanten  Factom  betrifft,  lo  ergebeii  ridi  dieee  ans  der 
86).  Dieee  lint  sieh  nftadidi  wf  die  Warn  tnriiigeii 

»'*  it'^  »'*  sf 

88)         JSr^-^i  a  +  ^Ä^Är-l»  -  ^a^R^ 

WO,  wie  ftach  im  Folgenden  . 

S-|-4cos(9+9')cos(9— 9')  —  4eoB^+^<^V^3  — 
— 2ooBSi^+Soo«2y+2— 8co890089'eoe(9+9')— 9eoa(S^39') 

gesetzt  ist.  Bildet  man  noch  die  drei  aualogen  Glcicbangeu  für 
r  —  1,  r— 2,  r  —  3,  80  ergibt  die  gewöhnliche  Methode 

Ä*  ^Är-a*,  ^ifr-l*,  -<IÄ* 

dRr—b*^  ... 
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der  Darsielluii^  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen 


\dRr~z\  ^Rr^9*,  ^Är-l«,  ^«r«, 

i  l  i  l  \ 

dRr^\  i/Är-A 

•  •  •  * 

^4co89C089'  -  ;^Ä,J3*,  ^äJ«   j  • 


05 


.        t  :  s  :  i 

Die  37)  Iftsst  sich  dann  weiter  auf  eine  Form  bringen,  welche  den 
Seunen  Wert  des  Fehlers  zr  igt.  Zunächst  nimmt  das  zweite  Glied 
der  reebten  Seite  dnrcb  Division  leicht  die  Form  an 


AV-4- 


Är-S«,  Är-l«|Ä* 


R 


Wenlen  hier  für  die  Coustauten  ihre  Werte  aus  I3'J)  eiiigi* führt,  so 
lässt  sich  der  Niuun  leicht  iu  die  Form  einer  Determinante  5ten 
Grades  bringen,  nämlich 


Wird  noch  die  zweite  Zeile  zur  ersten  addirt,  so  gibt  dies 


1, 


1, 


1, 


1, 


^Ä-I  ^Är-2^    -^Är-l^  ^i^r^ 


1    t         •:  i 

Der  Zähler  aber  nimmt  ebenso  die  Form  an 
T«a  LU, 


1 
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Är»,  Är-1 


,Är-B«,  Är-lV  ^ 


8  • 


Är+2*,  Är*  ; 


Wird  hier  die  /weite  Zeile  mit  — Jir^  moltiplicirt  uud  zur  ersten 
addirt,  so  erhält  mau 

—  ifiTr-l  ,^u^2^  ^/^r-»^  ^i^r-a^  ^Rt^l\  ^Rf* 

\        t  :  :  \  - 

•  «  •  •  • 

Man  hat  sonich,  wenn  noch  Zeilen  nnd  Colonnen  Tertnvsdit  werden 

^Ür-S*,    ^Är-i*,    ^Är-A  Är+l«| 

*  *  IS! 


^JZ^>    ^J?r-S',    ^Är-l*,    -äIM  1 


Eft  iet  locht  ra  sehen,  dass,  wenn  ich  nr  Crewumnog  der  39)  statt 
der  Gleichnngen  ftr  r,  r— 1,  r— i,  r— 8,  die  Akr  r+l,  r,  r— i, 
r— 2  oder  ftr  r+2,  r-f  1,  r,  r— 1  oder  ftr  r+3,  r+2,  r-f-l,  r 
genommen  hätte,  ich  analog  einfiidie  Determinanten  bekommen  bitte, 
und  nadi  Anbrlugang  der  Conectnr  der  Fehler  dendbc  gewpsen  wiie, 
wie  naeh  dieser  Formel  flr  iZ^ii',  i^ris*,  jRr^s*.  Es  gflt  darüber 
dieselbe  BeoBerinag  wie  oben.  Bei  den  grOssten  Wnnehi  ist  die  bier 
gewihlte  Combination,  bei  den  kleinsten  die  letsto  die  Torteühafteste. 

Um  nun  den  genauen  Wert  des  Fehlen  dannstellen»  filhre  idi 
wieder  die  Beseichnaug  «  nnd  f  der  p.  46.  ein,  nnd  es  eigibt 
wie  dort 
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«kr  DartttUmmg  der  Wunelm  mlgt^raiicker  GUtAmngtn. 


67  ' 


i 


p+2,  p-HJ 

-  Q—Ö.Q—2.Q—1.  -p-, 


^-8.e— 2.p— 1.  p  ,p4:2| 

:  I 
•  I 

p— 3^— 1.  p  .p^i.p4.2 

5  I 

Um  nun  zu  findon,  welchem  Wert  sich  der  Fehler  für  grosse  r  nähert, 
sind  Y,  iodcr  statt  der  Divisionscoefficicnten  ihre  Näherungswerte  eia- 
attctzen.   Mao  hat  aber  in  ooserm  Fall  als  erste  ^ähorangswerte 


f 


RAr+l,  R'A'r+2 


kmmh»m-l  Ülk^ '  ^».s^n--S  Sio  9' '  ^''^^  ' 
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Natgthbaeh:  SiudUn  zu  Fürstenau'»  Mtthoäe 


Iii  Folge  davon  ivird  der  Nenner  der  40): 


A«»** Aa»_i*^  Siü^y  qan^g*  g«»-«^  siü*^' 


X 


Ä'^Äjrr-irjrH.l),       Ä'Hi^Är^l-Ä'Jfr+a).  Ä'Wr+«-Ä'Ä;4<), 

(JMrr-4-Ä'Ä;-a), 


Nnn  verificirt  sich  leicht  die  wichtige  Identität 

Wird  demnacb  in  unserer  Determinante  die  2te  nnd  4te  Zeile  mit 
— a,  di^Ste  mit  b  mnltipliclrt,  und  werden  dann  alle  ZeOen  znr 
ersten  addirt,  so  verschwinden  die  vier  ersten  Glieder  der  ersten 
Zeile,  nnd  man  erhalt  fttr  die  Beterminante  den  Wert 


RKr^^BfKw^iy  RKr~\-^BfKf^  RKr-^R'Kr^i^    RKr^i'^R^K,^2  • 


Dass  diese  Determinante  4ten  Grades  constant  ist  ergibt  sich  schon 
daraus,  dass  sie  mit  Hülfe  der  41)  leicht  in  die  umgeformt  werden 
kann,  f&r  welche  r  nm  1  kleiner  oder  grösser  ist  Der  Wert  ergibt 
sich  folgendennassen: 

Man  findet  leicht 

42)  Ar-nA't^k  ArA'9C0Siq>C0Blc(p''\-ArB',C0Si<ps\nk<p' 

+£r'<i'tSint>C06ii^'+BrB  «siniqp  8in&9' ; 

Ar4l0'f +ft  —  ArB't  OOS     COSiL*^'—  ArA'a  COS  19  Sin  hip* 

+ BrB'a  sin  19  COS  h^—  BtA'b  sin    sin  Isp' ; 

S;.4lil'«4Jk  •=  Bril'tC0S«qPC08Ä:9'+'BrB'«C0Sf>Sini9' 

— ArA*t  sin^  cosX^' — i4ri''t8intiqp  sfai  A^'  ; 

Br^tB\^k  =  Ii,  B' » COB i<p  cos l:(p' — BrA's  cos t<psml'tp' 

^AfB'a  siu  i<p  cosil'9'+  vlr-1'«  sin  »9  siuZ-g)'. 


R* 

R 

1 
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DeBBMh  ergibt  sich  ntcli  don  HoltipUkatiousgesetz  der  DetenninaDten 


43) 


lylr/l'„  ^r|ivi«fly  Ar^2A'a^2^  ylr|3^'«<8 

Jr-li*!'«-!,  ArA',,  Ar\lA'9^1^  Ar-^%A'a^2 

\Ar  2-i'«-2,  Ar-lA'$~l,  ArA'g^  Ar\lA\^l 
l^f^-M'«>S»  Atr-iÄ't-i,  ArA't 


1,  0,  0,  ^1 

|Cos9>co89',    cos^sin^,     ainqroosqp',    Bin9)sin<)p'  | 
.co829eoi29',  C082qp8in2<p\  sin2<pcos2rp',  8in2qD8m29'|  ^ 
*  iOOBS^oosS^',  C083<]i>8in39',  8in3<pcos37)',  Bui378in3(p'i 


X 


ArA's,  ArH\,  BrA\,  BrB\ 

Ar    \A\-\^  Ar-\B'a-\^  Br    xA's-h  Br^\B\-\ 

.lr-2'l'«-2,  Ar~2B'^-2^  Br-lA's—o^  Br—ili's-Z 

\Ar~^A'9-^  Ar^^ü't^Zi  Br^iA't^  Br-9B'»^ 


1, 


B,A\,  BrB\ 

BrB'„  -BrA's 
■ArA's^   — ArB's 


0,  0,  0 

\ArA's,  ArB\, 

ArB'„  -ArA',, 

<^  ^BrA\,  BrB's, 

\BrB\,  —BrA\,  —ArB',,  ArA\ 

-16.Bm«9BiBV8iii*(9+4»')8m'(9>--9')[(^''il'«+BrB\)s 

-\-(ArB',-BrA\y].[(ArA'n  —  BrB',y-\-(A,B',-\-BrA',yl 

Die  Ableitung  blcil)!  dieselbe,  wenn  au  Stelle  vou  ArA\  irgend  eiuo 
lineare  Fnnctiou  solcher  Ausdrücke  tritt.  In  uiiserm  Fall  ist  dies 
RKr-i  —  J{'  Kr,  oud  es  ergibt  sich  daraus  der  Wert  der  Üeterminanto 

16 . 810*9  am*9'  Bia<(9 + sin'C^ — 9')  Ahm*  A««i.i*  gan-a'  qßn-t*  X 
X(/P— 2ÄÄ'cofl(9+9»')H-Ä'«)«(Jl«— 2ää'cob(v--9')+ä'V, 

80  dass  also  der  ganze  Kenner  fOr  grosse  r  sich  dem  Werte  nähert 

X  (JP~2ää'cob(9+<p')+ä'*)».(ä*— 2ää'co8(9--9')+ Ä'V. 

0en  Zähler  betrachte  ich  wieder  lieber  in  der  Form 


2.e-l.p.p-f-2.^2,  «-2.p-l.e.p+l.H-2l 
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die  kh  erhalte,  wenn  ich  die  letzte  Colouno  zur  vorletzten,  nnd  so 
fort,  jede  zur  vorhergehenden  oddire.  FUr  die  ersten  Näherungswerte 
wird  daraus 

/^r-f  45N-1BO  Jl'br^  5»-» 

. —    V 

Ao«*^  Aai.-i*''  sin  9^  qan-'i^  2«i.-8*8in  y'*  ^ 

:       :  :         :  t 

•       •  •         •  « 

in  Folge  dior  Gtoichuug  41),  durch  wdche  ich  z,  B.  alle  Glieder  der* 
lelzteii  Gokmno  anf  den  Wert  nnll  bringen  knnn.  Es  ist  demnach 
sn  den  sweiten  Näherungswerten  flberzngehn,  nnd  sind  jdabei  wieder 
die  beiden  FiUe  zn  nnterschoiden,  ob  «11-4  ein  einidner  reeller  Wert 
ist,  oder  ob  «»-4  nnd  «u  ls  auch  noch  ein  Paar  comploze  Werte  sind. 
Ich  nntersvche  zunächst  den  ersten  Fall.  Es  sind  hier  die  Kähemngs- 
werte 

\  i    -w/       /  an    '    /  «H-l         /  «n-a    '    /  «M-a 


A«iiA«i.~isin9       '  ^-sfBM-ssin^' 

iZ^uiVfa  -2itJg'cosy^V42+/g'MV4.i 

wie  analog  p.  34.  gefunden  wird,  und 

*  *«N-S     *     A'n-S  A«ii-4 

Hieraus  erhält  man  bei  Vernachlässigung  dos  gegen  die  andern  ver- 
schwindenden Gliedes 

^  "  A«i|ä«n-.l"''AaMA«rN-l  8in<p  '  qaH~2qttH-3S\n<p' M*N*  ^ 

^  I   ^r,  (Ä*^'r+4— 2/?72'c089i4'r+2-hi2'U'r+l) 

*~  A«iiA«H.i8inqp'9«M-s^ii^sin9'Ar'A'  ^ 


X 


Ä'(ÄU'r+»— 2ÄÄ'C089^'r  +  2-|-Ä'«-d'r  +  l),  /e^r4  2 

(ÄM',+a-2ÄÄ'C08<p^'.+l4-Ä'«ilV),  iir+i; 
ÄttNAatt— 1     Aa«  Aa,^i  sin  9  *  gaN-s^an.!  sin^'-A/^A*  * 
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WO  zur  AbkOrzuDg  gesetzt  iät 

— SÄR*^,  f  2ÄÄ'coB(p^i'r|.2+Ä'Mv+i) 
+ Ii'  hir  {R*A'ri  4  —  2RR*  C089»  vl'r^a + Ji^'A    2) ; 

«ad 

Dm  eriiilt  man  weiter,  wioder  unter  Yemadiltaigang  der  gegen 
die  andern  Terschwindenden  Glieder 

/J»rf  8M-17  /j«2r+2».-10  Jf^ 

~  WA««-i*ainV9««-t'9>r»-«'einV  *  ^ 


(f-2).f  .(rhl).(H-2).^  

n  9» 

«  I»  1»  » 

X  (Ädr+l — ffK-4ilr)  i 

»» 

—  ^ 

»  w  w  » 
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Naegelsbach :  Studien  zu  Füihtenau^M  AJtAode 


(•-2).(j-l).,?.(H-2).(H-2)  ÄV+s 

 =^  (Ä^         +  li^JV  Qr~  l  +  li*H'^Qr  +  R'* 

*»  w  t» 

jiflr4«H-ai  i»iir|.a».e  v.. 

 ^--^'(/i*Qr-S+Ä^Ü'Qr-l+Ü^Ü'^ar+ÄÄ'«(^+l) 

T  X 
»  »  1»  » 

X  —  «ii-4^M  3). 

Werden  diese  Werte  in  die  Zäblordeterminanto  eingesetzt,  so  serftUt 
diese  in  1024  Einzcldeterminantcn.  Ton  diesen  Icommen  aber  nur  in 
Betracht:  die  erste,  welche  in  allen  Colonnen  das  Iste  Glied  enthalt 
nnd  identisch  null  wird,  wie  wir  schon  gesehen  haben;  ausserdem 

die  fünf,  welche  je  iu  ciucr  Coluuue  das  2te  \         ^  übrigen 

dieS       III  4toi 

Es  wäre  dem  Leser  sq  viel  zngemntet,  wenn  ich  die  Answertang 
dieser  fünfzehn  Determinanten  hier  dnrchfllhren  wollte,  nnd  sei  des- 
halb nur  der  betretene  Weg  angedeotet 

Mit  Hülfe  der  Gleicbuug  41),  welche  für  die  A',  sowohl  als  für 
die  Qr  gültig  bleibt,  lassen  sich  immer  je  fünf  zusanimengchori<:o 
Determinanten  so  umfonnen,  dass  sie  die  vier  ersten  Colonnen  gleich 
haben.  Dann  kann  num  sie  in  eine  zusammenfassen  nnd  wieder  mit 
Hülfe  der  41)  durch  Addition  der  Zeilen  diu  4  ersten  Glieder  zum 
Verschwinden  bringen.  Man  hat  dann  noch  in  den  3  Fällen  das  letzte 
Glied  der  erstcu  Zcilo  multiplicirt  mit  der  Determiuanto  4ten  Grades 

Ä'r-i,  Kr^  i^ri-l,  Är+a 
-Ä^r— 2,    •       •  • 


welche  ein  besonderer  Fall  der  43)  ist,  und  nach  der  dortigen  £nt- 
wicklnng  den  Wert  bekommt 
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der  Darstellung  der  H'urzeln  alt/tbraüeher  Gleichungen,  73 

Die  Jetxten  GUedctr  der  ersten  Zeilen  erfordern  Yersehiedene  Behand- 
Inng,  nnd  man  kommt  ecblicsBlicli  zu  dem  Reraltat: 

+C.sin(x'--(H-«-4)(2qp— 29'))+i>.8m(iH-(H-»~4)2^ 

wo  die  Werte  dtT  Coustauteu  die  folgeudcu  siud: 

B-^  ^.(722_2Äii'cos(3gj4-3(p')-f-/^'-)  (R^— 2 lUi' cos  ('Scp^  rf') 
D  =  2.(ii-— 2/;7.:'cüs(qp+39')+Ä'*)(^<J-— -'^<^/«:'cos(<p-3(p')+^i'*)  X 


2(ii«— 2ilÄ'cos(3g)4-(p')+Ä'«)(Ä»-2ÄÄ'coB(3g>— (p')-f  i?'-)  X 

S(JZ— i{'oo89.eo89')lf<i^*, 

_  (cr».4»-2tt»>4/<  cosy'H-ie'«)».(gw-4»--2«,.-  4g'coe(2H-»0+ig'^) 
^  ~~  ^'««-iBin^.J'^A« 

X  (tf— 4*-2««-4Ä'co8(2y-9'>fjr*)  X 


X  >'/t«ii*«ii-i  (Ä*—  27i'o„_4  cos 

Die  Werte  der  oonstanten  Winkel  aber  werden 

X  -  90+2Ä'-4D'+2«+y+«+f, 
wenn  genebt  wird 

 7^'-)sin((p  — «p') 

•"«y  —      cos  (9  —  9>'>  —  27^7^4-  Jt'Hos  (y — 9')' 

5* 
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Jg«jr(>ip(»+<>0-^8in(2<i>+2<pO+i?/Z^«(fl.sin(5(p4-5(p^) 

— §in(6g)-|-6(j)')) — Ä'%lii(7a»+7<p') 


— €08(ü<p-i-6<p'))— Ä''cos(7g»+7<p')* 

/.''  sin(— 5(p--3g>^)— 7?3/rg.8iu(~-3y---(p')+^*^^'-/>  8iu(— y-j-y') 

^/.vr  3,,.sin((y+3(p^)  +  A'^*8in(3<H-^y') . 
--iUr«a.GOS(9+39'>+^'Nso8(df4^9>')  * 

wenn  gosetit  wird 

— 8in(6y— GyQ)  —  R'hm{7(p  —  7<p') 
— cosCOy— Oy'))  — ii'^cosCTy— 7y')* 

,  ig*8in(~5y4^')--'fi»jya.8m(-8<p+yO+ig»iZ*«^.8in(~y~y^^ 

— iUr«a.co8(9-Sl9')+^^(89— 59»' j  • 

«  -  2«'— 49'- W— f+i/j— ih+d, 

wenn  gesetzt  wird 

.  (R^-R'^. sing,' 

_   — 2J{n' cos  (p.smS(p'-\'n'- am  (jq>' 
^^^^^  R*-~2Jai'cos<p.cos3ip^-fli*co^'  * 

7i*^sin(— 3(p')---7M'a.sin(— (p')-f  R^R'-h.^mtp' 

\»h%9  —  ^       ^_  3^ _  y^sy^-;,  y '  ^  _|_  Jit  ji' 2  A  .  cüS  (p' 

—JiW'^a .  8iu  a(p^-f^/r  ^sin  fxp'  ^ 

wenn  ge8etit  wird 
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 (^-^sii^^  

^Ä*C089  — 2ÄFrco8y'-|-i2'*co89' 

,         i?'cos  qp'.  sin<p 

—  Ji«.co8{— 59)— Ä»jra.C08(— 39)4-J?*Jr«*co8(— 9} 

— ünz'^ .  cos  9  4-  72*^  008 39  * 

wenn  gesetzt  wird 

_   («„-42— i;^8m2(p  


Im  swoiten  Fall  sei 

a»-4*=a  /i"(co8qp"-J-t.8in9p"},   ««-a  —  Ä"(co89" — i.üvitp"). 
Xaa  btt  daim  als  zweite  Näherungswerte  wie  beim  ersten  Fall 

ffii)       ,     ,  .  Art-lA  .  -  /  X 

und  analog,  wenn  noch 

(Z  -  «i)(Z— «t)  -  («—««-«)  —  * 

mid 

7?'2-27?'i2"cüs(<p'-<p")  +  7r=»  3/'^ 
/2'«-2Ä'i2".C08(9'+9")+i2"«  =  J^^'« 

ge&cut  wird: 

Dann  wird  auch  p  dcrsolbo  Wert  wie  p.  70.,  dagegen  wird  jetzt 

A«« A«»-i sin 9^-99«N-s>in9' '  g«n^9^»^M^A'* 
+  A«N*«»-i8in9i«»-4to»-»sin9"if  "JV'«'  ^'+*» 
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WO  mr  AbkQrznDg  gesetsi  itt 

In  Folge  davon   wcrdon  auch  bei   dcu  Näherungswerten  für  die 

(p  — -f-l)(v +  1)      s.  f.  die  drei  ersten  Glieder  die 

uiindicheu  wie  p.  71^  nur  die  vierten  Glieder  werden  anders,  nämlich 
der  Keihc  nach 

^  ,  ^         .    „■        ( abgesehen  von  dem  gemeinsamen  Nenner 

Von  den  Einzeldeterniinanten ,  in  wclclie  der  Zähler  durch  Ein- 
setzen der  Miiherungswerto  zerfallt,  worden  dauu  auch  die  11  ersten 
die  nämlichen  wie  im  ersten  Fall.  Die  fünf  aber,  welche  in  je  einer 
Colonne  das  vierte,  in  den  übrigen  lias  erste  Glied  der  Nähcnings- 
werte  enthalten,  werden  anders.  Sie  lassen  sich  aber  aualog  behan- 
deln, nnd  man  findet  schliesslich 

J2'<r4-SM«10 

+  C'sin        (r + «  -  4)       -  2qp') ) 

-f  /;  sin  ( 0)  -f  (r  4-  n  —        ')  +    .  8in( « '4-  (r  -j-  » — 4)29)  +  /"} 

+  //.{^.8in(|-(r+n  -2)(9-9')) 

+  A'.«D(4'+(r+--2)(9+9'))|. 

Dabei  haben  die  Coustanten  .1,  C,  /),  f;,  x»  x\  «>,  w'  die  Bo- 
deutnng  wie  p.  73.  Die  übrigen  bedeuten 

tan—At»H~b    siu  ^ .  siu  (/;"3/*A  *' 

J-  (Ä'»-2Jl'Ä"co8(29-v"+9')+Ä**)  X 

X  (Ä'«-2Ä'irco8(2<p-9"-9')+i2"*)  X 

ir-(ir»-2Ä'ir'cos(2<p+9"-f  9')+Ä"«)  x 

X  (Ä'»--2Ä'ircos(29+9''+v')+Ä"*)  X 
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wenn  gesetzt  wird 

'^"^^      jr«C08(2»— 29")  —  aJr'»Ä'c08(9-O 

+gjrir»8in(<p  — (p^^)  -  Ä'<sin(2g»  -  2y") 


 (iy«-jr«)BSn(2a>~g>'^)  . 

I'-       39»'— 90+a+^'-<r'+o', 
weon  gesetzt  wird 

jr*C08(29 -f-       — aR"»Ä'co8(9 +9") 

,  {n*^'^B!'^)sm{2(p  H-y")  

*■  Ä'«C0§(2g)         — 2Jl'irc08 9'-|-      C08(2g) + g)")  * 

Handelt  es  sich  am  dio  kleinsten  Wurzeln,  so  ist  einfach  r  ne- 
galiT  zo  nehmen  und  statt  ffn,  ...  resp.  «1,  .„  zn  schreiben. 
Ich  erhalte  dann 

jl'i 

47)  Ä«'-r-Ä«-r-/*Ä«-r-l.^4  

^  ( — /#Ä«-r-s) 

_  __  , 

Die  Constanten  aber  werden,  um  möglichst  wenig  Werte  über  den  zu 
corrigirenden  hinaus  berechnen  zu  müssen,  diesmal  bequemer  bestimmt 
durch  dio  Gleichoogen 
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JS^^^U  JMfi^l* 

•  •  •  ■ 

•  ■  •  • 

•  •  • 

^JP-r+l,    ^JP-r+l,  ^iZ'-r4t 

»  •  • 

•  •  • 


-iÄ«-r,  ^JB«_,42,  ^Ä>-r|«t  JÄ*-r|4 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

«  •                            •  • 

•  •  •  • 
«  •                         •  « 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

*   •  •  •  


B  *^9  <^9')_^  -  ~JJP_^  ^tpiriu  ^IP^it.  -rfiP-M. 

•  a  •  • 
«  •  •  • 

•  ■  ■  ■ 

Es  wird  dann 

^Ä«_rn,  /f/?»-r+t,  ^/2*-r|3,  //i?«  .r4«.  Ä*-r+a 
^lÄ«-,^      ^Ä*-Hr+1,  Ä«-r+l 

•  •  ■  «  • 

•  •  •  •  • 

"*  "J/;Cr,7,  ^^•'='-r+a,  -^Ä*-r+s,  -^Ä«!;^ 

•  •  •  t  • 


Was  die 


(2ilOOS9)r 


•  •  •  t  • 

Berechnnng  von  2Jtcos9  betiüft,  so  hat  nan  nach  Abb.  L 


..«1.) 

•  Oh) 

..er») 

(«.' 

(«.' 

(«,'- 

•  jjr+«-i  g««,2g«„-i8in98in9' 

Darans  enthilt  man  diesdbe  EntwieUnng  wie  i».  49,  nnr  dass  statt 
^Mfs  nnd  B-iif2  jetzt  A^m^i  und  J7-m|i  steht  Da  dann  weiter 
A^^i     ii-«4seoa<R— B-HH-ssin»  .  .    .  .  ^        ,  -  ^  . 

Ä^,  -  iy.«4soos9+^«4ssir9  •  ^""^^ 

«— ^  and  loiglicb  statt  ^  nnd  ^'  Jetzt         nnd  zn  setzen 

ist  Es  ist  sonaeh 

Jl'r+ii-3 

48)  (3i{cos9)r  =  2i{Gos«>+j^7;Pi.i^X 


X  [^/.  8in(t- 9  +  (r+.M)  (9  +  9')  + A\  8iu(t^'+9  -  (r+»)(V  -  9'))], 
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wo  die  Constanten  dieselben  und  wie  p.  50.  Dann  ergiebt  ucb  weiter 
ganz  analog 

49)  (2Jtooi9)',  =  (ßBeoBip)r^  J&Reosq>)r-i  X 


^  (  J2R0M  7r-l)  —  ^ A  CO!  9r-«)  ^  ^«    •  ^*Si700t  ^-1 

-|-  —  a.^f2ÄC08yr— (2/iCOS  <3Pr  +  2  — 27iC08qPr) 


+  -j^  0.^^2/2  COS  9r>l—(J2i2  COS  SPr-l-i—  ^2ÄC0S9r-l) 

lobei  die  Constanten  zu  berediuen  sind  ans  den  Gleicliungen 

I       ^  i  I  l 

\  i  •  •  •  I 

I  8  »  » 


^  4  cos  9  .  Gos^'J 


|J2/i'C0S9>r-3,    ^2i^COS9r-.l,     J2J{C0&(prj         J2/;C0S9r-|  ll 


I  J2AcuS9pr-3,    4!i2üfC089r-.l|    ^2i^C0S9r-l,    J^HcOi^r  |' 
:  t  :  :  I 


j^iteOS9r-S|    ^2i?C087r-S|    J2RC0Wpr<^h  ^Re09ipr^\ 

I  *  *  9  * 


ia2RC0%fr^99    ^i2C0S^~S|    ^2i7008^~l,  zl2i<C0S^ 

I  •  •  •  ■ 

I         :  t  X  i 

Bvch  Eintetsen  dieser  Werte  kommt 
(^eos9)V 

JSiZ!e089r-S,  ^SJteOS^r^l,  ^SitCOS^r,  d^RCOWfr-^if  2i^C0S9rf2 

X  :  S  X 


\J2Reo»^^$,  ^2A»S9r-i,  ^3J7G089f,  ^Jteos^r-M,  1 
X  :  :  S  ; 

Haben  p  nnd  a  dieselbe  Bedcntong  wie  p.  57.,  80  bat  man  den  ge- 
mnea  Wert  des  Feblers  in  der  Form 
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Nuegeltbaek:  Slndiem  m  Pbr^Hna^t  Melhad» 


50)    (27?cos(p)V  =  2JI?0089H- 


9—h  0 

9—2y  0—1 


I 


p+1,  <j+2 


p,  ff+1 


1  fl-f-2 


H-2,  a+3 

H-1,  tf+2 


p— 2.^— l.p.p+l-P+2 


Um  den  Ansdnick  zu  fSoden,  weldiem  Bich  der  TeUer  Ar  grosse  r 
Bihert,  hftt  nuui  als  erste  NähemDgswerto 


p— 1,  ff 


>x 


Durch  Einsetzeu  dieser  Werlo  und  das  aualoge  Ycrfahrou  wie  obeu 
wird  der  Neuner 

Der  Zähler  wird  null  uuU  mau  imiss  zu  den  zweiten  Nilberungs- 
wcrten  übergehen.  Dabei  sind  wieder  die  beiden  Falle  zu  uuter- 
sebeiden. 

Im  ersten  Fall,  wean  cr«.4  ein  einzelner  Wert  ist,  bt  9  derselbe 
Wert  wie  p.  7a  und 


I 
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«fcr  Dantettiimg  dar  Wuneta  aljf€irm$dier  Gleiekmgem,  gl 

_  ir2r-f  A.-6(27?C08<r  — 2ft'cüsy') 
qam-2  q"M-3  M^N* 

Ib  Folge  davon  irird 

(^l).f.(H-l)(H-2)(«-l)-]i;^ 

  ■   X 

X  (Ä»Ä'Qr-lH-Ä*Ä'*Qr+ÄÄ'*ör41+Ä'*Är+8) 


+ 


km^^kuft^i^  sin  9 .  A'««-4 


Durcli  Einsetzen  dieses  und  der  analogen  Werte  zerfällt  wieder 
die  Determinante  in  Einzeldeterniiuantcn,  von  welchen  nur  Ii)  in  Be- 
tracht kommen.  Die  erste  i.st  identisch  null.  Die  fünf  uüchsten 
unterschoitien  sich  von  den  fünf  ersten  der  p.  ;VJ.  nur  (hidurcii,  dass 
dir  Kxiionent  von  um  .')  kli'iner  ist  und  dass  an  der  Stelle  der 
die  K'r  stehen;  die  fünf  fulgentlen  uutersi  luiUiU  sich  von  den 
eitsprcchcuden  der  p.  72.  ausser  «lurch  den  Exponenten  von  nur 
dwÄ  den  Factor  2/?co8(p— 2ßcos9— 2/?'cos(p'  statt  hei 
den  f&nf  letzten  endlich  ist  nur  der  Exponent  von  R  um  b  kleiner. 

Man  erbiUt  als  Besnitat 
61)  (2Aco«9)'r  -  2ÄC0S9+  -Ji«?^5^.-4  X 

|Bjin(i-9+(H-j.-4)(29+29'))+C8in(x'+9~(i4-«-4K^^ 

4-/>'^in(»r4->/^-i^,4-(r+M-4)2(p')+/;.8in(ir'--9+(r-fn— 4)2y)-i-/^'i 

.G.siüiv-\-{r-\-n  —  2)<p). 

Dabei  sind  die  Coustuuteu       By  C,  is,  ü,  x»  2'»  v,  %  die- 

lelben  wie  p.  73. 

Dagq^  ist  Jetzt 

MIXLL  * 
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2^=2(72«  — 2ÄÄ'c08(<p+ag)')+^'^)(A'-  —  2/?/?'cos(g?  -^39')  + A"-)  X 

X  y €08*9  — Coi 9 €089'+  ä"«, 
(2i2c08^p— 2Ä'co8v')Ar*iV*, 

Im  zweiten  Fall  bat  q  den  nämliclieii  Wert  wie  im  ersten.  Da- 
gegen wird 


i2'8r+8»>6  (27?  COS  (p  —  2ä'cos  (P  ' ; 


kan  A«M.l  81119  qun~2 qtin~9  8109'       *  ^ 


WO  zar  Abkarzung  gesetzt  ist: 

—It'Ar-l  ,  4— 2Ä'i^"C0B9'yl^^.3+i^"2yl"r^  a). 

Es  bUMbon  also  auch  bei  dem  NüluTUiigswcrt  lür  -1  )(j(i>-f-l)(?"f-)(*^  ) 
die  drei  ersten  Glieder  dieselben  wie  im  ersten  Fall,  das  letzte  wird 


Es  bleiben  dann  auch  die  11  ersten  Dctcnninanten  dieselben.  Die 
5  letzten  unterscheiden  sich  von  denen  der  j).  70  nur  dadurch,  dass 
der  Exponent  von  Ii  um  5  kleiner  ist,  und  an  Stelle  der  Kr  und  7V 
dii«  A"r  und  P'r  stehen.  Dies  übt  nur  einen  Kiiitluss  auf  die  Werte 
von  ^  und  |',  statt  deren  mau  jetzt  hat  i-\-(p  und  — (p.  Dcniuach 
ist  im  zweiten  Fall 

52)  (2iSco89)V  »  2AC0S9 

+  ^2Ä=e  vl|ii8iu(x-9+(r+n-4)(29+29')) 

+C8m(x'+  <p  -  (r  -I-  n  -  4)  (2cp  -  2q>')) 
-f  D'sin  (o)  +  t;^  —  ij^  +  (r  -f  «  —  4)  2g)') 
+  /;  s i n  ( fo ' — 9  +  (r-f  n  —  4) 29) + I 

+  j:8m(r-9+(r+»-2)(9H-9'»l» 

wo  die  Coustaaten  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorher. 
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Wenn  es  sich  um  die  kiciustcu  Wurzeln  handelt,  könnte  man 
nicihr  einfach  r  ttbcrall  negativ  nehmen.  £b  ist  aber  wieder  be- 
quemer zu  setzen: 

X 


R' 

-^-^  a  .d'2RC0^<p~r—  {2Ji COS  <p- r  I  2  —  *21i COS 9>-r) 


Ii' 

-j-  ^  a.^-2/^C08  9>~r-l  ~  (^2iiC089-r+l  —  COS ^-r-l) 

und  dabei  die  Constanten  zn  bestimmen  durch  die  G^leichangeD 

(fL- 

iJ2i?COS9-rfl,  ^2iZC089-rf8,  ^2/2COS9-rfS,  ^2ii;00S9-r44| 

'      _j  I  ?  I 

j^2/2C08^-r,      il2iZCOS9>.r-|-l,  ^2iifC089^4.8,     2i{0089.r-H  ' 

I  s  i  }  : 

l^y  .4cos<3pcosg>  j 

'd2BOOS1p^r9  ^2i{C089.rf8,  ^2üC089>-r-f8,  ^2iZC089-r^4 

I  •  «  •  ■ 

1  •  •  •  • 


d2IiCWtp-r^  J2Ji<iOBip~r4-U  ^2i2C089-r-|-2>  ^2ijC0S9-r-|-S  * 


4  COS  9  COS  y'^ 


[J2BCOnfpi~rt  ^2i{C089-rfl,  ^2i{C089.r|8)  ^2£C089-r-|>4 

1  5  »  i  : 


J2JtCM^^,  ^2i2G089.r-|.l,  ^f2i2COS9~r|S»  ^2i20O89-rf8 

*  «  ■  f 

•  «  •  f 


Dadurch  wird 
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yaegtlsbaeh:  Stuüun  zu  FärAleuauM  AJeÜtode 


J2Rcosq>-ri     J2Iicos<f-r-^i^  J2Ecosq>-r^it 


^2iZ0089-rf8,  3ACOB9>-rfl 


^2i2eo8qp-r44,  1 

^2J7c(»9_r48,  1 


Von  (Ion  Beispielen  dor  ersten  Abhantllung  gehören  hierher  die 
kleinsten  Wnrzeln  des  *Jteu  Beis)»iels.  Die  nunurisrhe  Dt  rechuuug 
wird  jedoeh  so  uinstiindlich ,  dass  sie  kaum  ])raktiseh  anwendbar  ist. 
Bei  dem  speciellen  Beispiel  ist  ttbrigrens  auch  die  Annäherun«;  nicht 
gross,  wenn  uicbt  höhere  Divisionscocfticieutuu  berechuct  werden. 
Mau  hat 

»  ^  .  0,25 

iL.?«  —  ?*|  —  0,202531  6455G9  62 
2  79 

«  ^  =  0,191747  Ö7281Ö  53 
2  824 

Ä-»«  —  0,lö7Uk)  1ÖÖ910  32 

9  Wölf) 

Ä-10»  -  y^^'g  -  0,186344  600025  38 
Ä-u*  =  3^-73     0,187430  188914  86 

-  io^^4  "  0.1Ö7393  172364  14 

-  0^9^31  =  ^»^«^^  ^21  38 

^     _      2.1226145888         .a-inu  rßu-»' u., 
13085  200972  ^^^^^^ 

Daraus  folgt 
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(«^a       =  —25,626002  6847, 

("^).u"'- 2^7611  8912, 
7?«         ^  7?'3 


7^,   =  0,000019  954556  47, 

•bo 

Ä-i,«»  =  0,187410  234358  39, 
nd  gewiss  zu  klein  der  Wert 

Ä-u**  =  0,187390  279801  92. 
(/Vi  j_j2=  98.177243  8280, 
V    7-w  ~    25,975808  0078, 

(Ä-i2«-Ä-M«)  —  ^Ä_ia» 


Ä'4  '^Ä'»"  


 TP  "  =  —  ü,ÜÜü017  208624  48, 

«bo 

Ä-w*'  —  0,187410  880978  62, 
«4  gewiss  20  gross  der  Wert 

Ä-i2*°  -  0,187427  Ö896U3  lü. 
ZweUmickeo,  31.  Januar  1877. 
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Hoppes  Utber  ratiottale  DrtikanU  tmd  Tetratder. 


m. 

lieber  rationale  Dreikante  und  Tetraeder. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Dreieck  heisst  rational,  wenn  die  Sinus  und  Cosinus  der 
3  Winkel  rational  sind,  eine  dreikantige  Ecke  und  ein  Tetraeder, 
wenn  es  die  Sinus  und  Cosinus  aller  Seiten-  nnd  Flftchenwinkel  sind. 
Um  die  Bedingungen  der  RationaliUlt  auf  die  notwendigen  einzu- 
sdirlnkeD,  so  genügt  für  das  Dreieck  die  Rationalität  der  Seiten  nnd 
des  Inhalts,  für  das  Tetraeder  die  der  Kanten»  des  Seiten«  und  Kürper- 
inlialts,  iBr  die  Ed»  die  der  Sinns  nnd  Cosinns  aller  Sdtenwinkel 
nnd  die  des  Sinus  eines  Fl&chenwinkels.  Auch  ist  das  Tetraeder 
rational,  wenn  es  die  Ecken  sind,  nnd  zwar  ist  die  Bedingung  auf 
8  Ecken  aasgedehnt  schon  mehr  als  hinreichend,  auf  2  nicht  hin- 
reichend. 

$.  1.  Bationale  Ihreikante« 

Betrachton  wir  zuerst  eine  dreikantige  Ecke.  Seien  o,  6,  c  die 
Tangenten  der  halben  Seitenwinkol,  dann  ist  der  Oosinns  des  FIftchen* 
Winkels     e)  ausgedruckt  durch 

1— _  1  —      1  — 

L±fLlli±_*'  ^>''-f  r-^  -«.2(1  -f&V) 

IMcs  addirt  zu  1  und  snbtrahirt  von  1  giebt  die  2  Oritosen: 
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Die  ZlUer  zerfallen  wieder  rational  m  die  Faetoren 

A  ^  '^a'\-b-\-C'-^abe 
B  «  a — 6+c+<iÄc 

daher  ist  der  Siuus  des  geuauntcii  riäckcuwiukcls 

K  YÄBCD 


(1) 


%c{l-{-a-)      2&c(l  +  a*) 


Bod  ^^^^  das  Sinnsverhftltnisa.   Die  Ecke  ist  also  rational,  wenn 

ABCD  eiu  Quadrat  ist. 

Indem  wir  Winkel  !>  2R,  deren  Zulassung  die  Untersuchung 
aotdos  erschweren  wOrde,  von  der  Betrachtung  ausschliesscn ,  haben 
wir  c?  nur  mit  pösitiveii  c  zn  tun.  Dann  aber  sind  ancb  B, 
Cf  D,  wie  eine  leichte  Betrachtung  ergiebt,  einzeln  positiv. 

Damit  ABCD  eic  Quadrat  sei,  uiüsscu  die  Factorcu  dio  Form 
habcu 

wo  sänimtlichc  Bachstubon  positive  ratiuuale  Zahlen  bedeuten.  Eli- 
miuirt  mau  a,  a,  ö  und  setzt 

wonuis  nmgekehrt 


so  behält  man  noch  dno  Bedingnngsgleichung 

b        h  e  ff 

welche  offenbar  durch  2  analoge  ersetzt  werden  kann, 

ü        f     ^    a  h 
Die  directen  Beziehungen  zwischen  den  6  Grdssen  sind: 


<5) 
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^-\aIV      9-^\/Bb'^  ^-VCD 


und  zwar  hat  man: 
80  dass 


2/"  iÄBCD 


den  Sinus  des  Flächenwinkels  c)  darstellt.  Demnach  sind  /,  h 
die  Tangenten  der  halben  Flächcnwinkel,  uud  die  Gl.  (3)  (4)  (5)  dio 
Proportionen  der  Sinus  der  Seiten-  und  Flächenwinkcl. 

Kennt  man  nnn  4  Rationalzablen  ar^,        »4,  welche  dio  Gleidiong 

»1       '4  '3 

befriedigon,  so  kann  man  zuuiichst  32  versclncdcne  rationale  Drei- 
kautc  bilden,  indem  mau  h  oder  deren  Reciproke  mit  den 

verschiedenen  x  identiticirt.  Je  4  solcher  Dreikantv  sind  jedoch 
bln-^se  Nebenecken  von  einander,  die  sämmtlich  von  denselben  3  sich 
schneidenden  Ebenen  gebildet  werden.  Die  Nebenecken  sind  dadurch 
kenutlich,  dass  von  den  Grössen  <i,  h,  r  eine  gemeinsam,  die  beiden 
andern  reciprok  sind.  Dieselbe  Rezielinn;;  findet  dann  immer  ent- 
sprechend zwischen  /*,  //,  h  statt.  Handelt  es  sich  also  um  Bestim- 
mung von     c,  Qt     80  gehören  die  4  Combiuatioucn 

(*. f.  *)  \i- l'  *)  (*.  \'  f.  i)  {l-    l'  i) 

zu  Nebcneeken.  Schliesscn  wir  die  Nebenecken  aus,  so  ergeben  sich 
aus  jeder  Lösung  der  Gl.  (8),  die  wir  abkürzend 

schreiben  wollen,  8  wesentlich  verschiedene  Dreikaute.  Diese  aber 
liefern,  wie  weiterhin  gezeigt  werden  soll,  neue  Lösungen. 

Es  kam  nnn  darauf  an  eine  LOsnng  mit  kleinst  möglichen  Prim- 
factoren  sn  erhalten,  nm  von  dieser  die  nnbegrensten  Reihen  der 
daraus  abgeleiteten  zu  beginnen.  Ich  habe  deshalb  f&r  die  vier  9 
alle  echten  Brflche  bis  zom  Nenner  9  dnrchprobirt  Es  fand  sich 
nnr  ein  einziges  Wert^ystem,  das  der  Gleichung  genflgte: 
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(11) 


nch  oMli  (7)  (6)  die  8  ntionaleii 

a       b       c        f       g  h 

19 

7 

Q 
ö 

£ 

i> 

42 

7 

9 

19 

5 

2 

21 

Q 
«7 

o 

o 

q 

7 

7 

ii 

5 

2 

1 

3 

o 
« 

o 

9 

Q 

9 

Q 

13 

7 

5 
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7 

3 

41 

7 

o 

Of 

q 

o 

o 

JT 

7 
1 

o 
O 

3 

*> 

7 

1 

0 

7 

29 

3 

9 

i3 

ö 

3 

87 

2 

7 

41 

2 

3 

41 

3 

9 

13 

5 

7 

8 

2 

2 

lü 

9 

3 

Id 

3 

ö 

42 

7 

7 

8 

2 

2 

21 

7 

3 

11 

3 

l 

.  22 

9 

7 

»d  liefern  folgende  ö  neue  Lösungen  der  Gl.  (9):  (12) 

/7    8\      /2   21\         /3    8\      /2  21\ 

^9'  Ii;  -  Va'  22;  •     \t  n)    Vö'  22; 

(!•  ^)  (i*  4)  •    (f •    -  (§•  ff) 

/2  41\      /2    13\         /3   41\      /7  13\ 

U*  07;  ^  U  41; '    \r  w  ^  \9'  öj 

Äch  jeder  Uasen  lich  8  Dreikante  (ohne  Ncbcnccken)  bilden,  von 
ittn  Bsr  Je  2  tnf  die  vorigen  zurückkomniou,  im  ßanzen  also  48 
mtß.  Um  die  dantn  hervorgehen  den  Lösungen  mit  den  alten  über- 
AWich  lesMDmeanntelleu,  wollen  wir  die  Productgleichuug  (9)  in 
4e  Proportionsform  nouetzen  und  schreiben : 

^  .  (»i:»i)  -  (^a:«4)  (13) 

»iigekam  statt 

i±s!:LW_  M3".l+*4* 
'H      ^  — ^^^^ 
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dann  ergeben  sich  nach  zweiter  Verviolföltigung  der  Lösungen  fol- 
gende 2  Gleichhoiton  voo  jo  8  und  8  Gleicbboitou  von  jo  4  Sioiu- 
verliAltnisseu: 

/3.7\  /2.2\  n  .3\  /13.41\  /7^.2.67\  ^^^^ 
V7'9y     V5'3;/  — Vl3'29/~  \4rö7/'^  V9.67'  \V  ) 

_ /lO. 23.11. 23\  M^^^L.  9^:1' \  „  /lO.  107  .  6 JG3  \ 
"~  VII. 47    6.47  j  °  \33.m '49.179;  ~  \31.i63'31.i07y 

/^.^A^/I.^X  /19  18 \  /21  ^\  / 49 ■  73  70.3l\ 
Vr5;-"V9*3j'='V42*19;''  V22  ll/^  löOT'iTTsj 

—  l']^  -'^ .  ^l'Jl\  _  (^'^'^  .  fi .  13  \  _  /Ol .  31  , 13.  71\ 
~  V  343    lü.Äjj  ~  V9.13.79 '37.79/      W-^l  18.3lJ 

/2.i\_/2.  3^\  /8^17.  2\  /J^  .  1\ 
\b '  ISj      V3 '  29/  ~  \5. 19  *  19/  ~  Vll .  17  '  22/ 

Vö  *  4iy  ~  V3  *  87^  ~  V  8 .37  *  41  /  ^  V8.2Ö  *  2;4l  j 

/7.  3^\  _  /15.7  .  1\      /5.19  .  1\ 
V7'13/     V9'29y     \11.17'll/     V21. 17*10/ 

/3.13\  _  /7.41\  /3.25^7.10\  _  /25^U.11\ 
V7  '  41/      V9  *  87/     V  19.37  *  41/  '~  \21 . 37  *  4iJ 

/7.10\  /2.  8\  /3.25  ,  41  \  /  25  .  13  \ 
\9  •  42/  °  \3  *  19^  ~  Vl7  . 41 ' 26 .  29/  ~"  \3. 17  '  2. 19/ 

V9'22;~  U'll/     V5.41*11.13/  "  V37  '2.13/ 

/3.19\_/2.  8\  m.  29  \_/  25  .  41  \ 
V7'42/  ~  \5*19/""  V25' 2.19/ "~Vl7. 41 '2.29/ 

/3.21\  /2.8\  (J7  ._2.41\  ^5  .  Jl  \ 
V7 *  22/  "~  \b '  11/  "  VÖ.41  *  11 . 29^     V37  *  2.29^ 

Jede  der  enteren  reprfisentirt  28,  Jede  der  letzteren  6  Glciebuugcn ; 
nnter  diesen  104  Oleichnngen  sind  9  Identiecb  mit  vorausgehenden. 
Daher  bat  man  im  ganzen  95  vorBchiedene  LOsnngen. 

Um  das  Gesetz  der  Vervielfiiltiguug  wenigstens  recnrrireud  an- 
zugeben, sind  noch  die  /  rational  iu  den  A,  r,      h  dar/ustclicu. 
Eliminirt  man  n  zwisclien  den  2  ersten  Gl.  (7)  und  cutwickelt  daraus 
/,  80  üudct  man  mit  Anwendung  der  Gl.  (3): 
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DuA  (7)  kl  a  bekaoot,  and  die  abgoleitoto  Lösung 

iMtet  nn  ia  dem  System  der    als  GrandlOsmig  aiiigodrttclit: 

Die  TcrvieMIltigiuig  bei  jeder  anccessiveii  Ableitang  bembt  daon  auf 
3  Operationoo»  erstlich  der  Umkchraiig  eines  der  4  Brache  zwei- 
te» der  Yertaoschoqg  der  Mittelglieder  der  Proportion,  woraus: 

Gl.  (16)  zeigt,  dass  gleicbscbenkligc  Dreikantc  eine  Ausnahme 
bilden.  Set3Et  man  in  (1)  i  =  c,  so  wird  Ji=i     also  braucht  man 


{2^+a(l  — ^=^»126  — a(l  — 6^)} 
!!■  Qii^idrat  zn  machen,  indem  man  setzt 

wertos  nach  Elimiuatioa  vou  y: 

"-"1  — 

oder  einüachcr: 

2b    1  —  »» 


(18) 


« = r-^b*  1"+^»  ^^^^ 


Dies  eingeführt  in  (1)  (2)  gicbt  das  Sinusvcrbältniss: 

K         1  +  n 


4aAc  b      1  -|- » 


folglich  ist  j_|_,^3  der  SinuB  der  zwei  gleichea  Flächenwinkcl,  und 

»  bat  die  Bedeutung  vou  g  =  h.  Den  Wort  von  /  zur  Bestimmung 
des  dritten  Flichenwinkcls  erh&lt  man  am  leiditcsteu  ans  (6),  nämlich 

/'Tzr^^rfT^  (20) 

Ofeibar  lassen  sich  a  und  /  mit  ihren  Rcciproken  vertauschen. 
Dsmach  findet  man  immer  ein  und  nur  ein  rationales  gleicbschenk- 
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ligcs  Dreikant,  wenn  man  die  Tangenten  der  halben  glcicheu  Süite«- 
uud  Flächcuwiukel  beliebig  rational  macht  (die  Nebcnecko  angerechnet). 

Diesem  Falle  stobt  deijenige  zur  Seite,  wo  sich  2  Seiten-  oder 
2  Flftchenwinkel  sa  2  Rechten  ergänzen,  was  immer  gldchzcitig  statt- 
findet, weil  ihre  Sinns  zn^^eich  gleich  werden.  Hier  Torschwindet  im 
Ansdmck  (7)  von  a  Zähler  und  Nenner.  Man  findet: 

^-.D---^;     B  =  2aH  C«2a  ^ 

und  hat  HC  zum  Quadrat  zu  machen ,  was  bei  der  Substitution  (lö) 
auf  Bf  C  angewandt  zu  l'olgcndem  Werte  fuhrt: 

Ebenso  ergiobt  sich 

it-;,  (22) 

und  der  resoltirendo  Satz  gilt  auch  fOr  solche  Droihanto. 


§.  2.   Rationale  Tetraeder. 

Geht  man  znr  Darstellung  rationaler  Tetraeder  von  den  E^^en 
aus,  so  kann  man  zunächst  2  Ecken  rational  wählen,  die  nur 
einen  Flächenwiukel  gemein  habeii  müssen,  im  übrigen  innerhalb 
gewisser  Grenzen  beliebig  sein  können,  Grenzen  die  durch  die  not- 
wendige Convergenz  der  Kanten  auferiegt  werden.  Sind  nämlich  von 
den  4  Ecken  Ä\  i/,  C  die  beiden  ersten  bestimmt  durch  die  Werte 
o,  ^^  f  und  a',  b\  c'  im  Sinne  von  §.  1.,  so  dass  6,  b'  der  Seite  ABA', 
c,  c'  der  Seite  ACA'  zagehören,  so  ist  f^f\  nud,  damit  AB  mit 
ÄB^  AC  mit  A'C  conyergirt» 

M'<1;  <w'<l 

Ist  dem  genügt,  so  lässt  sich  bemerken,  duss  <kr  Inhalt  des 
Tetraeders,  gemessen  nach  der  Kante  AA'  =^  schon  rational  ist; 
denn  die  Dreiecke  {ABA')  und  (.ICVl')  sind  rational,  und  das  Tetraeder 

{ABA')AACA') 

  ^  ' 

Gleichwol  ist  die  sechste  Kante  BC  noch  nicht  als  rational  bestimmt, 
und  von  den  auliegendeu  Seitenwinkeln  sind  es  nur  die  Tangenten. 
Es  bleibt  also  noch  eine  Grösse.,  etwa  BC  rational  zu  machen.  Die 
Bedingung  ist  dann,  dass 

BC^  —  ABl^+AC^-'iAB.ACcQsBAC  \ 
ä'B^+A'C^-'2A'B,A'Cqo%BA'C  ) 
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ein  Quadrat  wird.  Da  beide  AusdrUckü  von  Natur  identisch  siud, 
so  Inns«  sieh  die  Bedingung  symmetrisch  in  den  mit  glciclieu  Buch- 
stabeu  bezcichnotcn  Grössen  darstelicii  lassen. 

Hau  bat: 

mnAHA'     nü(A  AB+AA  B)  -     jf_|_^^j  (^.p^.aj  

2{b-{-b')il  —  hb') 

mAA  B  -  ^^^r,  - 

daher 

sin AA'B  _   (l-\-bb'  b—b'\ 
Setzt  mau  also  zur  Abkürzung 

SO  wird 


(24) 


Ferner  ist,  wenn  man 

1—/« 

«  —  tmiAA')  =  jqp^ 

setzt, 

cofi  ^ilC  =  cos  il' B  008  A'AC+  n  dn  A'^IB  sin  A'AC 

—  i(i4-*')a+»')-<*-*')(i-w'>}  X 

wo  zar  AbkOrzaug 

1 6nbcf/c' 
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Dies  uebst  (24)  eiugcfübrt  iu  (23)  gicLt: 

-  (*|  +4,)»+(e,T«*)»-2(iq:^**)aqFcic»)-2» 

Die  Dopiwlzeicheu,  cntsprocheml  den  2  Ausdrücken  iu  (23),  heben 
sich  nach  Entwickeluug,  uud  mau  erhält: 

oder:  (25) 

''-(S:)'+(:;:T+(;i~T+(:qH;)-» 

Bio  Bedingaug  ist  nim,  daas  c,/  and  b\  e\f*  zwei  rfttionalen 
Ecken  entsprechen,  und  den  letzten  Ansdnick  zum  Qnadrat  maclien, 
flberdies  dass 

W<1;  <»'<1 

sei.  Die  letzte  Bodiuguug  lässt  sich  immer  dadurch  erfüllen,  dass 
man,  wenn  hW  1>  1;  ]>  1  wird,  für  c  oder  für  //,  c  oder  für 
alle  4  Grössen  die  reciproken  Werte  setzt,  wenn  dagegen  hh'  3>  1 ; 
fr'<[  1  oder  W  1;  cc  >  1  ist,  beziehungsweise  mit  ^,  h\  f  oder 
mit  r,  r',  /  dasselbe  tut,  wenn  eudlich  hl'  oder  tx'  beide  =  1  werden, 
die  Umkehrung  mit  dem  grössteu  der  reciprokcu  Brüche  vornimmt 

Um  einzelne  Lösungen  zn  finden,  kann  man  die  im  vorigen 
gefundenen  rationilen  Ecken  zn  Grande  legen.  Fflr/  ist  eine  tcH«» 
bige  Lösung  der  Gl.  (8)  zn  setzen;  zu  jedem  /  gehören  nneodüch 
viele  6,  za  jeder  Combination  h  vier  Werte  von  e.  Sei  z.  B.  /  —  |; 
dann  hat  man: 

(26) 


3 

1 

13 

22 

42 

7 

13 

41 

21 

19  • 

1 

3 

3 

3 

3 

13 

7 

7 

7 

7  • 

13 

2 

22 

26 

38 

31 

19 

41 

11 

13  • 

2*2 

82 

82 

2G .  ly 

22 

19 

143 

41  " 

42 

9.67 

33.179 

51.23 

49.73 

19 

7.31 

49 . 17 

7» 

93.41 

Die  Werte  der  r  sind  dann  ans  einer,  die  der  //,  <*'  aus  (lorsell>en 
oder  einer  audcru  Verticalreihe  zu  entnehmen,  dann  fOr  die  übrigen 
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Wi'viv  von  /  diü  eut*5prechenden  Tabellen  zu  coustruimi  und  mit 
iiineu  t'bt  iivo  zu  vc  rtaliron.  Die  Versuchsrct  hnung  kürzt  ^ich  i  iui;,'er- 
massen  duüurcb,  dass  iiuin  alle  Wortsystenic  venNerfcn  kann,  bei  denen 
nicht  jeder  eiuzelustebende  Priinfactor  des  Zäblers  von  1-\-f*  in 
Zähler  oder  Nenner  von  bh'cc'  oder  im  Neuner  von  —  (6 -}-*') 
X  (1  —  c«r')(c4-c')  enthalten  ist. 

Von  den  rationalen  gleicbsehcukligen  Dreikanten  lässt  sich  ver- 
icliiedeBe  Anwendung  auf  die  Tetraeder  machen,  indem  man  lom 
gemeinsanicn  Flicheuwinkol  einen  der  zwei  gleichen  oder  den  un- 
gleichen w&hk. 

IbI  der  gemehnamo  Flüchcnwinkel  in  beiden  Ecken  der  ungleiche, 
80  ist  nach  (20)  die  Bedingung  zu  erfollen: 


Gleichung  ist  nicht  allgemein  lOsIich,  doch  bietet  sich  die  be- 
lond^  LAsnng 

dar.  Setzt  man  demgcmäss  in  61.  (25)         —  so  kommt: 


md  man  hat  bloss  1+/*  ^nm  Quadrat  zn  machen.  Hiernach  muss 
/die  Form  haben 

und  die  Bedingnngsglcichnng  wird 

Ks  sind  also  4  Zalüen  zu  tiuden,  dio  in  der  reciproken  Beziehung 
stehen: 

_     w      ff\        1— .7» 
*  n 

Sri  zweitens  der  gemeiiisaüie  F'läcbenwinkel  der  ungleiche  in  der 
ciueu,  der  gleiche  in  der  andern  Ecke.   Dann  ist 

^     1— 2g  ,       2b'    1  -/« 

und  Gl.  (25)  ist  nach  Einsetzung  der  Werte  von  c,  c'  und  /  durch 
beliebige  *,  b\  g  zu  erfüllen. 
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Kiaunt  man  Ton  beiden  Eeken  einen  der  gieiclien  Fläehenwinkel 
«im  gemeinsamen,  so  können  die  nngleichen  Seitenwinkel  beider  Ecken 
noch  entweder  auf  derselben  oder  anf  Torsebiedener  8eite  liegen.  Im 
erstem  Falle  Ist 

— Ä*  1+/*»       ^  ""l-d'«  14-/« 

im  letstern 

Es  bleiben  dann  nach  Einfuhrung  bzhw.  b,  b\  f  oder  6,     /  beliebig. 

Statt  der  gleich^henUigen  Ecken  kann  man  ancb  solche  nehmen, 
in  denen  2  FUdienwinkel  sich  sn  2  Rechten  ergftnsen.  Hier  gehen 
nur  einige  Grossen  in  die  reciproken  Werte  Ober. 

Femer  kann  man  eine  gleichschenklige  Ecke  mit  einer  rationalen 
ans  der  Tabelle  combiairen. 

Zum  Schlass  wollen  wir  noch  die  dnfacherc  Aufgabe  betrachten, 
ein  rationales  Tetraeder  von  congmenten  Seiten  darznstellen.  Da 
hier  auch  die  Ecken  congment  sind,  so  ist  das  Tetraeder  rational, 
wenn  eine  Ecke  es  ist.  Knn  shid  aber  die  Sdtenwinkel  jeder  Ecke 
'einzeln  gleich  den  Winkeln  jeder  Seite^  mithin  an  die  Bedingung  ge- 
bunden, dass  ihre  Summe  2  Rechten  sei.  Geht  man  hiervon  aus 
nnd  bezeichnet  durch  er,  /S,  y  die  3  Seitenwinkel,  so  wkd  der  Cosinvs 
des  Gegenwinkels  von  « 


also  der  Sinns 


-  2ycot|?coty(l-cot> coty)  =-  ^^^^^y  ^ 
Die  Bedingung  ist  dann,  dass  tg/^,  tg/  von  der  Form 

und  dass  tg^tg}»— 1  ein  Quadrat  sei-,  dies  giebt  die  Gleichung: 

(1— 6«)(l-«»)(*-f«+l— *c)(A+c— (27) 

Die  Aufsuchung  der  Lösungen  wird  durch  folgende  Bemerkung 
sehr  abgekürzt.  Der  Nenner  des  roducirten  Bruchs  tgiStgy  muss  als 
Quadrat  i^Ue  Prinifactorcn,  der  Zillilor,  weil  von  der  ruriii  7/r' -{-»'% 
alle  Priinfactoren  \h  —  1  in  gerader  Potenz  enthalten;  folglich  müssen 
tg^  und  \%y  Überhaupt  dieselben  Primfactoreu  \k — 1  in  ungerader 
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Potenz  haben.  Man  teile  also  die  Werte  von  tgß^  tabellarisch  eut- 
wickclt,  zuerst  in  Classon  je  nach  den  Prirafactoren  41  —  1,  ordne  die 
unechten  Brüche  jeder  Classe  nach  Umkehrung  aller  echten  nach 
ihrer  Grösse,  und  conibinire  innerluilb  jeder  Classe  nur  solche  Hrüehe, 
dass  im  Nenner  des  Products  auch  die  Prirafactoren  4A  -f  1  gerader 
Potenz  erscheinen,  wobei  »och  zu  beachteu,  dass  jeder  Bruch  mit  deu 
vorhergehenden  und  mit  deren  reciproken  Werten  zu  combiniren,  nie 
aber  der  grössere  beider  Brüche  umzukehren  ist,  damit  das  Product 
>  1  wird. 


Bi  dnem  Umfang  der  Tabelle,  wo  ZftUer  und  Nenner  von  h 
die  Zahl  20  niclit  flberBclireiteo,  finden  sich  auf  dieeem  Wege  folgende 
8  Lfiningea: 

(28) 

15«— 2*5«— 1     ^      /14\*      102  — 3«  /2\i 


—(VT 


2.2.15    2.5  *     \bj  '     2.3. 10  2.3.7 

6«-l'7«— S«  /4y        6«— 1  10«— 7«  /1> 

».6    2.3.7  W*        2.6    2.7.10  ~^  \4; 

7«-l  6«-l 
2.7  2.ti 


t 


-1-3«. 

*     ^  '  2.3.14  2.3.11      ^  \3J 


88«-~7«  16«— 6«  /3\*     83«- 7«  7«— 4«  /4\« 

2.7.38   2.6.16  W*    2.7.33   2.4.7  ""^  "  \7/ 

Aas  den  hier  aufgefohrtcn  Tangenten  der  SeiCenwinkel  kann  man 
leicht  Sinns  nnd  Cosinns  derselben  und  dann  den  Sinus  des  dritten 
ibleiten.  Die  3  Sinus  ergeben  dann  die  Verbftltnisszahlen  der  Kanten. 
So  erhält  man  8  rationale  Tetraeder  mit  congruenten  Seiten,  deren 
3  u^eiche  Kanten  sich  (in  gleicher  Reihenfolge)  verhalten  wie  die 
gtttea  Zahlen 

(29) 

25 . 73  : 13*.  17  : 12 . 229 ;  51 .01:91. 29  :  20 , 109 

10.13:7.29:4.37;  1 04 . 5  3  :  35 . 1 1 9  :  5 1 . 3  7 

13.41: 24.37:5».  7;  75.29:143.17:56.41 
17.29.277:520.281:231.569  ;  7.29.181 : 200.13«: 33.569 

Durch  Vcrtaaschung  der  Kanten  wQrden  sich  noch  16  Lösungen  für 
GL  (27)  ergeben. 

Die  Ecken  dieser  8  Tetraeder  vermehren  die  in  §.  1.  aufgestellten 
ntionalen  Dreikante.  Indem  wir  dieselben,  wie  dort,  durch  die  Tan- 
feilten  der  halben  Seiten-  und  FIftchenwinkel  a,  r,  /*,  h  bestim- 
■ea,  entnehmen  wir  die  Werte  von  f>  und  r  aus  den  Gl.  (28).  Hier 
iiden  sich  die  Factoren  des  Minuends  der  linken  Seite  in  der  Form 
richrieben 

MUL  7 
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woniu  dann  flieast: 

Ans  o,    e  iMt  ottn  dtnn  nach  (1)  tu  bUden  A  und  eriiilt 

nach  (6)  die  Werte  der/,  9,  A.  80  engiebt  sich  die  fblgeiide Tabdie. 

a         b        e       /         g  h  (30) 


13 

2 

_6 

U 

168 

7S 

17 

3 

14 

18 

229 

51 

7 

2 

3 

14 

40 

61 

lö 

ö 

2 

29 

109 

S5 

5 

2 

3 

28 

16 

89 

7 

5 

4 

29 

37 

5S 

5 

3 

3 

53 

7 

17 

4 

37 

13 

3 

5 

1 

36 

21 

41 

4 

7 

3 

37 

25 

15 

11 

4 

3 

11 

28 

29 

17 

7 

5 

13 

41 

277 

13 

11 

2 

240 

693 

17. 2y 

20 

21 

3 

2.569 

181 

13 

3 

7 

32 

132 

7.29 

26 

11 

4 

65 

56i9 

JchIps  dieser  8  Wortsystomc  lässt  sicli  als  neue  Grundlösnnu:  der  Gl. 
(14)  bolrachton,  und  liaraus  uacU  den  Furmclu  (17)  u.  1.  uubegreuzte 
Mengen  von  Lösuu^eu  ableiten. 

In  den  Tabellen  (15)  and  (30)  kommen  die  3  Brficfae 

2  9  13 
3'     ö*  41 

gemeintani  tor.  Man  kann  daher  die  Voibedingang  der  Aa%abe 
beUebife  rationale  Tetraeder  danraeteUea  /  —  /*  nach  dadurch  er- 
ftUen,  dass  man  Ar  /  Je  dnen  der  3  Werte  wihH  nnd  die  A,  e  au 
der  einen,  die  k\  e'  aas  der  aadem  Tabdie  entninunt 
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IV. 

üeber  ein  einfaches  Winkelmessinstniment  zum 

Gebrauche  tili*  die  Schule. 

Tob 

F.  W.  Fischer 


Born  Uaterricbte  is  der  Trigonometrie  scheint  es  nicht  weniger 
WHmnd  als  anregend  zn  sein,  durch  ansgefllhrte  Messungen  von 
Httea,  Eatfenrangeo  oder  Fliehen  den  Schlüem  die  Anwendung  der 
triBoaoiietriscben  Sitso  in  der  Praxis  zn  zeigen.  Bas  Yerstftndaiy 
sid  die  klare  Aoffusung  der  betrdrenden  Sätze  wird  einerseits  da- 
teeh  befestigt  nnd  belebt,  andererseits  aber  wird  der  Scbttler  auf- 
Mriasn  gemacht  nnd  darauf  hingelenkt,  wie  die  Resultate  der  Wissen* 
tchsft  andi  fiBr  das  praktische  Leben  Torwertet  werden.  Auch  hat 
<e  Cridirung  der  Hcssinstrumonto  etwas  Lehrreiches,  was  nament- 
Kch  aoeh  ftr  den  ünterricht  in  der  Physik  nicht  zu  unterschätzen  ist 

Wenngleich  jedoch  der  Notzcn  solcher  Messungen  wol  von  den 
BciMcn  anerkannt  werden  mag,  unterbleibt  doch  deren  Ausführung 
wellt  selten,  weil  dein  Lehrer  keine  geeigneten  Apparate  zur  Vor* 
^guQg  steheo.  Einfachere  Messapparatc  »iud  iu  den  Handlungen, 
welche  mathematische  und  physikalische  Instrumente  fuhren,  wenig 
anzutreffen  und  feinere  für  ein  mittleres  physikalisches  Cabinet  an- 
zQschaffen,  wäre  in  der  Tat  nicht  zu  hilligen,  da  sie  zu  wenig  znr 
Verwendung  kommen  können.  Auch  erfordern  feinere  Instrumente 
«oigc  Umständlichkeit  in  der  Ilehundlung,  die  oft  nur  wenige  Zu- 
bönr  die  eigootlichc  Einrichtung  iles  Mossapparates  und  die  ganze 
Art  der  Messung  Oberhaupt  deutlich  erkennen  lässt  Dazu  kommt, 
h^i  eine  auch  weulger  genau,  d.  h.  bis  zu  einer  gewissen  Fehler- 
fiKize  aaagefiüirte  Messnqg^  wenn  dabei  die  Theorie  derselben  genau 
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und  bestimmt  erklärt  werden  kanu,  gewiss  dcuselbon  Vorteil  für  den 
Zahöfer  hat,  alt  eine  mit  grosser  GcDauigkcit  gemachte,  wdebor  viel- 
leicht eine  Dicht  so  deutliche  theoretlscho  Erklftmng  gegeben  wird. 

Im  Folgenden  möchte  ich  nun  ein  ein£Eu;hcs  Instrament  zur  Mes- 
sung von  Winkeln,  wie  ich  es  vor  einigen  Jahren  zu  eigonom  Go- 
liriiuclie  für  den  Unterricht  angefertigt  habe,  vorführen,  welches  mir 
bei  der  Anstellung  von  Messungsversnchcn  ausreichende  Dienste 
leistete. 

Ein  starker  Dreifhss  von  Eichenholz  trägt  einen  geraden,  unten 
drehmnden,  nach  oben  hin  vierkantigen  Ständer,  welcher  bis  zu 
dick  nnd  1,1 1*  lang  ist,  so  dass  das  ganze  Gestell  ungefähr  eine  Hohe 
von  1,4S*  hat.  Der  obere  Teil  des  Ständers  von  etwa  32^  Länge 
ist  nm  einen  im  unteren  Teile  befestigten  Zapfen  nm  seine  Längsaxe 
drehbar  nnd  kann  durch  eine  gegen  den  Zapfen  wirkende  (eiserne) 
Dmckschranbe,  welche  der  Festigkeit  wegen  in  einem  nm  den  Ständer 
gelegten  etwa  zwei  Gentimeter  breiten,  eisernen  Bande  geht,  in  jeder 
Stellung  arretirt  werden.  Der  obere  Tdl  trägt  weiter  eine  kreisrunde 
etwa  62^  im  Durchmesser  haltende  Scheibe  von  dickem  Pappen- 
deckel oder  dännom  Holze,  welche  durch  ein  Chamiergelenk  so  mit 
demselben  verbunden  ist,  dass  dieses,  in  der  Mitte  der  Schoibe  senk- 
recht zu  dieser  befestigt,  in  verticaler  Ebene  um  jenen  sich  drehen 
und  auch  durch  eine  Dmckschranbe  in  jeder  durch  die  Drehung  mög- 
lichen Stellung  gehalten  werden  kann.  Figur  1)  stellt  eine  Seiten- 
ansicht des  ganzen  Instrumentes  dar,  welche  die  Beschaffenheit  des- 
selben und  die  Zusammensetzung  der  einzelnen  Teile  erkennen  lässt 
Wenn  der  obero  Teil  des  Instrumentes  aus  einander  genommen  ist, 
so  gibt  Figur  2)  noch  besonders  die  Seitenansicht  eines  verticalen 
Durchschnittes  der  Kreisschoibe  und  des  damit  fest  verbundenen  Ge- 
lenkes, so  wie  des  oberen,  eingeschnittenen  Teiles  des  Ständer«. 

Bei  der  angegebenen  Einrichtung  kann  die  Ebene  der  Sclioibe  in 
die  Horizontale  und  in  jede  beliebige  Lage  gegen  die  llorizontale 
gebracht  werden.  An  dem  Randü  der  Scheibe  ist  eine  Einteilung 
von  ganzen  Graden  gemacht  und  zwar  ist  bei  senkrechter  Stellung 
der  Ebene  der  Scheibe  die  Liuie,  welche  die  beiden  Nullpunkte  ver- 
bindet, (möglichst)  horizontal,  l'eber  dieser  Teilung  bewegt  sich  ein 
in  der  Mitte  der  Scheibe  drehbar  befestigter  hölzerner  Zeiger,  wolcher 
ein  DioptiT  tränt  und  wegen  der  Reibung  an  seinem  l)rel)i)unkte  sich 
auf  jeden  Teilstrich  einstellen  lilsst.  Der  'Avif^cv  ist  aus  zwei  dünnen, 
auf  eiuauder  geleimten  Leistchen  von  troi  kt  iieni  Apfelbauniholz  ge- 
fertigt, nm  ihm  möglichst  die  Zufzkraü  des  Holzes  zu  nehmen.  Um 
eine  genaue  Einteilung  des  Uaiules  der  Scheibe  zu  erlialtt-n,  kann 
mau  denselben,  nachdem  er  durch  die  Teripherie  eines  auf  der  Scheibe 
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Teneichiictcn,  mit  ihr  conccntriscbcn  Kreises,  genan  markirt  ist,  zu* 
siehst  in  vier  genan  gleiche  Tdle  and  jeden  derselben  wieder  in  drei 
gleiche  Teile  einteilen.  Einen  solchen  Bogen  von  30'*  teilt  man  nnn 
nochmals  in  drei  gleiche  Teile  und  trägt  den  erhaltenen  Teil  von  lO'* 
auf  Zeicbenpapier  genau  auf.  Nachdem  man  nun  diesen  Bogenteil  von 
10^  in  zehn  gleiche  Teile  geteilt  hat,  führt  man  diese  Bogentcilung 
längs  der  Peripherie  der  Scheibe  (oder  des  darauf  verzeichneten,  mit 
der  Scheibe  concentrischeu  Kreises)  und  markirt  die  einzelne  Grade 
angebenden  Teilstriche  auf  dem  Rande.  Die  Ti'ilung  lässt  sich  bei 
einiger  Uebung  in  dieser  Weise  ziemlich  genau  ausführen  und  macht 
es  möglich,  (wenn  man  den  Fehler  wegen  der  Exceutricität  des  l)reh- 
pnnktes  des  Zeigers  eliniinirt)  einen  Winkel  bis  auf  12  Minuten  genau 
ZQ  bestininien.  Will  man  eine  genauere  Bestimmung  bis  etwa  auf 
6  Minuten  oder  weniger,  so  lassen  sich  dafür  füglich  Nonicn  an  dem 
Zdgcr  anbringen,  die  denn  zugleich  auch  zur  Erklärung  der  Vor- 
richtung des  Nooius  dicueu  könnten. 

Um  die  horizontale  Stellung  des  Zeigers  und  seine  verticale 
Mungsebene  zn  bestimmen^  dient  eine  gewöhnlidie  kleine  Bteilot- 
lage,  welche  an  dem  Stftnder  des  Instrumentes  (s.  d.  Fig.)  schick- 
ßch  ihren  Anfbewahmngsplatz  finden  kann. 

Was  die  mittelst  des  beschriebenen  Instrumentes,  dessen  Gebrauch 
oud  Auwendung  für  sich  ersichtlich  ist,  zu  erlangenden  Resultate  an- 
geht, so  sind  dieselben  für  ihren  Zweck  hinreichend  genau.  Messun- 
geu,  welche  neben  der  Bestimmung;  einer  Sfite  blos  die  eines  Winkels 
io  einem  rechtwinkligen  Dreieck  erfordern,  \\W  die  Messung  der  Höhe 
eines  Gegenstandes,  kOnnen,  wenn  man  diesen  Winkel  in  der  Gegend 
von  4*P  bis  50"  nimmt,  wie  man  leicht  sieht,  keinen  Fehler  gleich 
".'•l  der  gemessenen  Seite  eri^eben.  welcher  in  dem  gemessenen  Winkel 
allein  seinen  (iruiid  hiitte;  da  ja  in  diesem  Falle  die  gefundenen 
S^'iten  proportional  siud  den  Tangenten  der  Gegenwinkel,  und  diese 
Tangenten  in  der  Gegend  von  40"  bis  50'*  von  12  zu  12  Minuten 
Dar  um  ungefähr  0,0)7  wachsen.  Um  überhaupt  die  mögliche  Ge- 
nauiikeit  von  Messungen,  bei  welchen  nicht  allein  die  durch  die 
^\  iiikelmessung,  sondern  auch  die  aus  den  Längen  gemessener  Linien 
t'iUstehenden  Fehler  berücksichtigt  werden,  näher  zu  betrachten,  möge 
uucb  eine  betreffende  elementare  Entwicklung  hier  Platz  haben. 

Es  seien  a,  6,  e  die  dnrch  Messung  gefundenen  Seiten  eines  Brei» 
edn,  il,  i^,  C  die  denselben  bezüglich  gegenflberliegenden  Winkel* 
Penier  seien  ^Ja,  ^6,  nnd  ^dA^  JBy  AC  Grössen,  in  welche  die 
Seiten,  bezflglich  die  Winkel  sich  verändern  können  nnd  zwar  so, 
dsss  von  drei  bestimmenden  Stflcken  die  drei  ttbrigen  abhängig  sind. 
Letztere  CrrOesen,  welche  selbstverständlich  ihre  Kleinheitsgrenze  haben, 
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können  denn  die  Werte  angeben,  am  welche  die  gemessenen  Stflcko 
eines  Dreiecks  nnd  die  daraus  gefundenen  zn  klein  oder  m  gross 
sind,  jcnacbdem  diese  Grossen  einen  positiven  oder  negativen  Wert 
haben.  Die  wahren  Werte  der  Seiten  des  Dreiecke  sind  dann 

a-\-da^    b-\-db^  c-^Jc 

und  die  der  Winkel 

A+JA,    B+JB,  C+^C 

nnd  man  hat,  um  ans  der  Aendemng  dreier  bestinuneader  Stflcko  die 
übrigen  zn  finden,  in  die  trigonometrischen  Formeln  Dir  die  Auf- 
lösung eines  Dreiecks  statt  obiger,  letztere  Werte  einzusetzen.  Unter 
Annahme  gewisser  Yoranssetznngen,  welche  im  Verfolge  angegeben 
werden,  läsat  sieh  dann  die  Aendemng  eines  Btflckes  nnd  das  Vcr- 
hiltnisa  dar  Aendemng  eines  Linienstockes  zn  seinem  nrsprOnglichcn 

ddo 

— »        —  ans  gegebenen  Stücken  leicht  elementar  herleiten, 
a     o     <y  ^ 

I.  Gemessen  sei  von  einem  Dreieck  eine  Seite  a  nnd  die  beiden 

daranliegenden  ¥^nkd      C\  zn  bestimmen  und  ^IA.  Setat 

man  in  die  bekannte  Formel  -=         flir  b.  «,  i^,     an  die  Stelle 

n      Sin  A  fit 

die  Werte  a+da,  B+JB^  A+JA^w  wird 

b-\-Jb      ^^^JM-j-^^)  _  s'mU.cosJB-^cosB.BinJB 
a-^^a^  8in(^4~^^)  ~  sin^.coSii-^^-cos^.sin^fjl* 

Wird  nnn  angenommen,  dass  ^A  nnd  auch  AB  ^  12'  (wie  ea  oben 
der  Fall  war),  so  ist 

cos^B 0,99999 
oder  (bis  auf  mehr  als  drei  Decimalen  genau) 

oos^^  =-  1 

nnd 

sin^^ 

und  ebenso 

8iu  /iB  =  0,ÜÜ349  =  arc^Ä 

Hioniach  wird  imu,  unter  AA  und  AB  die  in  Teilen  dos  Radius  «=  1 
ausgedrücktcu,  den  Winkeln  JA  und  AU  zugehörigen  Bogen  ver- 
standen, 

h'\'Ab  üaB+eotB.JB 
a-^-Aa     9iaA  -f  cos^.,^il 

oder 


Digitized  by  Google 


xiriN  Gf brauche  Jur  die  Schule.  \()'^ 

a. sin B-\-a. cos BdB -|- sin B^ia -J- cos B/SB .  Ja, 

Da  die  Grossen  mit  J  die  Grenzen  angeben,  unter  welchen  eine 
GrBeie  keinen  Einflass  raf  die  Beclinnng  liat,  so  ist  das  Prodnct  sweier 
MidKr  Grtasen  fOr  dieselbe  ohne  Einflnss  and  es  kann  daher 
fMA,JA.Jb  nnd  WBB.JB.Ja  wegbleiben.  Dann  ist,  w^  noch 

d.sinil  =  a.sin^, 

(II)  b.ewA.JA+iAnAM  »  a.wsBJB+sinBJa 

aadf  wenn  man  die  letzte  Gieicbang  durch  die  vorletzte  dividirt, 


Du  nodi 

oder 
so  wird 


cotg^        y  —  eotg  BdB^^  i 

y  —  ~  4-  COtgif.^^— COtgA.^A 

JA-\-AB-\'äC^^ 
AA^'-'AB^ACy 


Ab  Aa 

^'^  +  coi^BAB+cot{iAAB+coisAdC 

oder 

1)      -  ^''+[cotg-ö-cotg(B+C)]^ir-cotg(Ä+C)^c. 
Aehnlieh  findet  sich 

2)    —  =  ~+[coegC—  cotg{B+  Cj]  AC—CQl^iB+OAB 

wmi  für  AA  hat  man  noch 

3)  AA^^{AB+AC), 

Fir  den  Fall,  dass  gegeben  ist  C    ^ '  ™  ^  ^  daher 

aas  GL  1) 

Ah     Ja  ,  [  /     .  n\] 

6  =  [cotgÄ-cotg(^i?+2)J^Ä 

oder 

'    h  ^  a'^  SVD2B 
Ebenso  ist  flir  diesen  Fall  ans  Gl.  2) 

5)  f-^;+t»gi».^B. 
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Za  bemerken  ist  noch,  dm  ia  Gl.  4)  ~  ein  Minimam  wird,  wean 
sinSJ?  ein  Maximam,  d.  b.  wenn  IT ^  ist 

n.  Von  dnem  Dreieck  seien  gemeBsen  swei  Selten  h  and  e  nnd 

der  eiogcscblosseue  Winkel  A\  zu  bostimmcn  — ,  JB  and  ^(7.  Setzt 

« 

man  in  die  Formel  a' ->  S&tfcoeil,  fOr  a,  a+Ja^  für  6, 

^4*^  n.  8.  w.,  80  wird 

Wenn  man  die  einzelnen  Glieder  dieser  Gleicbnng  entwickelt  nnd  das 
vorhin  Ober  die  Grossen  mit  ^  Bemcikte  berttcksichtigt,  erhilt  man 
nach  gehöriger  Bednction 

und  daher 

Ja     fttf  sin  AJA + —  ccoSiiM6+  (c — d  cos^)  Je 
a  "  j»-f.c«  — 2ftöC0Sil 

Ebcuso  tmdet  sich,  wenn  a,  e  uud     gemessen  sind, 

]     "*  a»+««-2«?cosil 

und,  wenn  a,  6  nnd  C  gemessen  sind, 

oft  sin  CJC+  (g  —  &  cos  C)Ja  -\-  {b  —a  cosC)  M 
.  J^*   c  "  a«+ft«— loftcosa 

Um  weiter  JB  zn  bestimmen,  erhält  man  ans  GL  6)  ß. 

bJb —  (a  —  c.  COS  B)/1a  —  (r  —  a .  cos  B)dc 

ind,  da 

a  ^  6.C08C-|-<^>COSi^ 

und 

e  —  ft.GOSil*f*acosA 

ist, 

r,v  bJb-^bconCJa — ftcoSilJc 

7)  — •   ;  =r  • 

'  MBinif 
Ebenso  ergibt  sich  aus  Gl.  6)  y.) 

— cCOBCJa — eCMAJb 

8)  ^0  
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HL  y«B  einem  Dreieck  wtkn  gencasea  xwei  Seiten  &  nnd  c 

aod  einer  der  Gegenwinkel      man  boU  bestimmen  ~,  JA  und  JC\ 
Keeh  GL  7)  iet 


alao 


Ja     bJb— b  cos  A  Je — acsiuBjB 


«  *  oÄcosC 
Fcner  ergiiiC  eich  nach  riniger  Umredming  ans  GL  (8) 

 aJa  —  g  cos  CJb  —  o  C08  /^^c 

^esin^ 

10)     {   oder  ans  Gl.  (9) 

ß  «eoe B^ir  +sin  JB^a  —  sin  ii^ 

Sich  Gl.  8)  ist  ferner 

ejc  —  ecosCja —  ccobA  jb 


o^sinC 


)    oder  ans  Gl.  (Sl),  wenn  man  darin  die  Buchstaben  a 
und  ^  mit  e  und  C  Tertauscbt, 

Ä  c  cos  BJB+  sin  U-rfc — sin  CJ» 

^-  ''^  TS^  

IV.  Von  einem  Dreieck  seien  gemessen  die  drei  Seiten  a,  6,  0; 
Bin  soll  bestimmen  JA^  JB^  JC,  > 


JA 


Es  ist  nach  Gl.  10)  «. 

aJa — «BOOS  Cjb  —  aeOBBJe 


6esia^ 


^esini 

oder,  da 
wo 

ö  —  j  . 
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"  46cV^(^— o)  (5— &)  {S—e) 

Eben  so  tiodot  sich 

1«))      /In  ^   T=-  -.  — :  — -^rjr  

««cV  rt)     —  b)  {S  —  c) 

und 

14)    «/t/  -      /— '  -  — — -  ■  ■  • 

MVS(iS  '-'a){,6—b){S  —  c) 

Ein  Beispiel  oinor  gewOhnjich  vorkommenden  Mesning  mOchte 
ich  noch  bcifllgeD. 

Zur  BostininiuDg  der  Höhe  b  eines  Turmes  sei  vom  Fusse  des- 
selben bis  zu  (Itin  Paukte,  wo  das  Wiukelmessiustrumeut  aufgestellt 
ist,  eine  horizoutale  Staudliuie  a  ==  42,3"*  und  der  ^Yinkel  JJ^  welchen 
diese  Linie  mit  der  Visirlinie  uach  der  Spitze  des  Turmes  bildet, 
gleich  4Ö<*  15'  gemessen.  Ferner  möge  die  Linie  a  um  0,08"  und  der 
Winkel  B  um  12'  fehlerhaft  gemessen  sein.  Nehmen  wir  nun  an, 
dass  die  Linie  a  zu  gross,  hingegen  der  Winkel  B  zu  klein  gemessen 
sei,  80  ist 

^a  — — 0,08* 

und,  da  einem  Winkel  von  12'  ein  Bogen  ven  0,0034tK>7  entspricht, 

JB  —  0,0034907. 

Wenn  wir  diese  Werte  und  die  für  a  und  B  in  Gl  4>  einsetzen,  wird 

Jb        0>08  0,0069818 
b  "     42,3     8iii96<»  aO' 

Jb 

Y  =  —  0,0018913+0,0070264 
^  -  0,0051351. 

Es  wäre  also  der  Fehler  der  Messung  uugefähr  0,005  der  Höhe  des 
Turmes  Um  den  Wert  M  selbst  zu  finden,  hat  man  noch  b  zu 
bestimmen. 


Es  ist  aber 
woraus 

Demnach  ist 


»-42,8.tiig48(>  15', 
b  -  47,393. 

^»-47,398». 0,005 

^6  =  0,236965™ 


Digitized  by  Google 


MM  GAnmek*  ßb-  die  SehuU,  107 

oder  Qogefiüur 

Jb  =  0,24». 

Die  Höhe  dos  T{irmeB  iit  also  in  diesem  Falle  nm  24«"  zu  klein 
gemeswn  and  der  Fehler  nicht  boträchtlidi. 

Wflrcn  die  Linie  a  und  auch  B  beide  zu  gross  gemessen,  so 
hfttte  man 

ja  =  —  0,08» 
Ji^=  — 0,0034907. 


Alsdann  wäre 


oder  niigcahr 


~  -  —0^8913  -0,(1070264 
y  =  -  0,0089177 
^--0.009. 


Wiren  die  Linien  a  und  auch  B  beide  zn  klein  gemessen,  so  wftre 

Ja  =  0,08™ 
^if  —  0,0034907 

und  daher 

Wiro  endlich  die  Linie  o  zn  klein,  aber  b  zn  gross,  so  wftro 

Ja  0,08» 

^i^ 0,0034907 

nad  es  würde  sich  ei^ben 

y  = -0,006, 

In  TorstoheDdem  Beispiele  wOrde  also  oben  beschriebenes  In- 
itmment  znr  Messnng  von  Winkeln  aasreichende  Genauigkeit  ftr 
den  Unterricht  ergeben,  schon  bei  der  Annahme,  dass  selbiges  Winkel 
bis  anf  12*  genas  gibt 

Kempen  a.Rh.  den  10.  Jau.  1676. 
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y. 

Beschreibung  eines  Modells  tür  den  ersten 
Unterricht  in  der  Goniometrie. 

Von 

F.  Hoza, 

FvoCBMor  in  Ktaiggris. 

(HiMU  AbbUd.  mI  TU,  U). 


Um  joDe  Ycrftüdenuigeii,  welche  die  goniomeCriscben  Fonctioneii 
erleiden,  weui  der  Winkel  alle  Werte  von  0«  bis  360^  stetig  dnidH 
linfti  mschMlicli  danastellen,  habe  ich  eine  auf  Taf.  II.  abgebildete 
Tonicbtnng  constroirt  vnd  hoife,  dass  nachfolgende  knrae  Beschreib 
bong  derselben  manche  Mathematiklehrer  lateressiren  werde. 

Die  Abbildung  habe  ich  so  dctaillirt,  dass  eiue  Roproduction  des 
Modells  sehr  leicht  sein  wird.  Möge  es  recht  bald  Eingang  linden 
aborall,  wo  AnfangsgrQnde  der  Goniometrie  geiebit  werden. 

Auf  einer  kreisrnnden,  hölzernen  Scheibe  H  ist  Zeichenpapier 
aufjgespanut,  aaf  dem  die  nötigen  Grundlinien  geseicbnet  sind  nnd 
swar  ein  Kreis  dessen  Halbmesser  ^dch  ist  1^«,  swei  anfelnander 
senkrechte  Cooidinateoaxen  X,  Y  und  iwei  Tangenten  A,  B,  die  dem 
Kreis  in  den  Punkten  a,  h  berAhren.  Jede  dieser  Geraden  besteht 
ans  einer  positiven  (-|-)  und  einer  negativen  (— )  HUfte,  erstere  ist 
rot  nnd  letatere  hlav  anagesogen.  Auch  sind  sie  in  Centimeter  ge- 
teilt, die  TOB  den  Punkten  o,  o,  6  aus  in  podtiver  nnd  negativer 
Biditnng  gezählt  werden. 

Die  Scheibe  H  ist  am  Rande  mit  einer  Gradteilung  versehen 
und  in  der  Mitte  durchbohrt  Der  Bolzen  o,  der  rftckwArts  in  eine 
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aaf  der  Scheibe  befestigte  Platte  7)  fest  eingeiebraubt  ist,  dient  als 
Drehaxo  dem  Lineal  C,  dessen  eine  Kante  genau  im  Durchmesser 
d  -  Kreises  A'  liegt  und  denselben  in  einem  Punkte  trifft,  in  welchem 
<{as  Kreuz  Z),  E  mittelst  eines  Scfaräubcbens  dessen  Matter  in  C 
iiegt,  aa^hftngt  Ist 

Das  Lineal  C  umfasst  auf  einer  Seite  den  Rand  der  Scheibe  H 
nk  wird  an  denselben  mit  einer  Drackscbraube  d  gepresst,  so  dass 
«  m  jeder  Lage  befestigt  werden  kann. 

Sowohl  das  Lineal  C\  als  auch  die  beiden  Axen  Z),  E  sind  am 
Iiositivcn  Teil  rot,  am  negativen  blau  lackirt  und  mit  Centimeter- 
teiloQ^  versehen.  Die  positiven  lüchtnngeu  von  i>,  E  stimmen  mit 
dea  negativen  von  1\  X  aberein. 

Der  linke  Rand  von  Z>,  der  obere  von  E  und  untere  von  C 
trefea  einander  genau  auf  der  Kreislinie  iT. 

Um  den  Arm  D  stets  parallel  zu  r  zu  erhalten,  ist  an  seinem 
iiDt<  ivn  Ende  eine  Metallscheibe  F  mittelst  des  Schräubchens  c  exeu- 
trbch  befestigt  uud  kann  um  e  etwas  nach  rechts  oder  liuks  gedreht 
leniin.  wodurch  ihr  Schwerpunkt  so  verlegt  wird,  dass  der  Arm  D 
die  ^wanscbto  lUcbtaug  annimmt. 

Da  da<i  Kreuz  D,  E  in  jeder  Lage  um  etwas  mehr  als  die  Dicke 
des  Lineais  C  von  der  Oberfläche  //  absteht,  wird  der  vollkommen 
freien  Umdrehung  des  ganzen  Systems  f,  Z),  £,  F  nichts  im  Wege 
itebea,  wobei  D  &tets  za  X  parallel  verbleibt 

Um  etwaigen  Veränderungen  der  Scheibe  //  in  Folge  von  Tempe- 
raturverhältnissen zu  begegnen,  sind  rückwärts  zwei  starke  Leisten  L 
»»gebracht,  wovon  die  untere  mittelst  zweier  Holzschrauben  m  uu 
die  Ständer  M  angeschraubt  wird.  Diese  Ständer  sind  in  eine  Platte 
•V  eingezapft,  die  wieder  mittelst  dreier  Füsscben  n  am  Tische 
aufliegt 

Statt  bifliemer  Füsscben  können  SteHscbranben  aqgebracbt  wer- 
te, mittelst  welcben  die  Scbeibe  H  vertical  gestellt  werden  könnte. 
Bkftt  das  Lineal  Cin  einer  gewissen  Lage  steben,  so  kann  man  am 
Baade  der  Scheibe  H  den  Winkel  {XC)  ablesen.  Der  Arm  D  zeigt 
beraaeb  an  seiner  Teilung  von  e  bis  JT  den  Sinns  dieses  Winkels 
lowoU  der  Grösse  als  dem  Yorzeicben  nacb.  Ebenso  kann  man  am 
Inas  E  den  Cosinns  ablesen  (von  e  bis  Y),  Die  Taqgento  wird  auf 
i%  ^  Cotangente  auf  B  gemesson.  Bas  Lineal  C  leigt  die  Secante 
tti  Cbsecanta  jenea  Winkels. 
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Besonders  gut  lassen  sich  die  Zeicbcuwechscl  der  einzelnen 
Functionen  beim  Uebergango  von  C  aus  einen  Quadranten  in  den 
uücbstfolgeuden  darstellen.  Auch  kann  sehr  leicht  wcDigstens  au- 
genähert zu  einer  gegebenen  Function  der  zugehörige  Winkel  ge- 
funden werden. 

Jeder,  der  einmal  in  der  Lage  war,  Anfängern  die  ersten  Sätze 
der  Goniometrie  beizubringen,  wird  tinseheij,  wie  notwendig  eine 
solche  Vorrichtung  ist,  um  vollstiLndige  Klarheit  in  die  Gruudvor- 
steUaugen  zu  bringen. 
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VI. 

Hiscellen. 


1. 

Zm         Hfttie  tob  StefaMr« 

In  (lern  von  Herrn  Dr.  Geiser  herausgegebenen  ersten  Teile  der 
Vorlesungen  Steiuer's  ühor  synthetische  Geometrie  hndet  sieli  im  §  12. 
p  <V)  der  interessante  Satz:  „Besehreibt  man  durch  den  Brennpunkt 
Uüd  durch  die  bi'iden  Endpunkte  jeder  Seite  eines  der  Elli])se  um- 
schriebenen Parallelügrammes  Kreise,  so  haben  diese  vier  Kreise 
gleiche  lladien".  Hierzu  ist  ergiluzend  zu  bemerken:  die  Mittelpunkte 
dieser  vier  Kreise  liegen  auf  einem  fünften  Kreiso,  dessen  Radius 
denen  der  vier  andereu  gleich  und  dessen  Ceutrum  der  benutzte 
Brennpunkt  ist  Meutzner. 

3. 

RelattoB  swlseken  OrtlMgMuüeoeflleieBtensystenien. 

Bekanntlich  Iftest  sich  ein  rechtwinkliges  Axensystem  bei  festem 
An&Dgspmikt  durch  ein&ehe  Rotation  am  eine,  dadurch  völlig  be- 
stimmte Axe  in  jede  beliebige  Stellnng  bringen.  Wir  nehmen  nan  8 
Coordinatensysteme  der  X  YZ^  der  « nnd  der  c'y V  an.  Die  Coor- 
diaaten  desselben  Punktes  in  Besng  anf  diese  mOgen  in  der  Belation  ' 
stehen: 

Liegt  danu  der  Punkt  (A'  YZ)  auf  der  Axe  derjenigen  Rotation,  wekhe 
das  System  der  xy»  in  das  System  der  x'y'st'  ttberfttbrt,  so  ist 
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daher 


#    c  — «*;     y  — y*;     »  —  sif 

(a  — a'  )x4-(Ä  — ir'  )y+(c  — c'  ):  =0 


und  nach  Elioiinatiou  von  a-,  z 


6  -Ä' 


-0 


Die  letzte  Relation  gilt,  weil  sie  von  der  Annalimo  über  den 
Punkt  {ryz)  unahhängip  ist,  von  je  2  beliebigen  Orthogoualcoef- 
ticienteusystemen.  Speciell  folgt  daraus,  wenn  man  die  x'y'z'  mit  den 
XYZ  zusammenfallen  liisst,  so  dass  a'  =  =  c^' =  1,  die  Ubrigeu 
Cocfficienteu  null  wcrdeu: 


a— 1 


h 


e 


->0 


Auf  gleiche  Weise  kann  mau  otfenbar  aus  der  allgemeinen  Formel 
ciuo  beliebige  Menge  auderer  Relationen  gewinnen,  die  zwischen  den 
Orthogoualcoefticienten  jedes  einzelnen  Systems  bestehen. 

R.  üoppe. 
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Geoiiietrisclie  Verauschiiiilichuug  des  binoinischen 

Satzes. 

Von 

Html  Koppe, 

ordentl.  Lehrer  an  der  Andreas^licalschulc  in  Berlin. 


Das  Folgende  ist  eine  weitere  Ausführung  einer  von  Prof.  Scliell- 
bach  im  17.  liaude  <les  Crellc'schen  Journals  veröffentlichten  elemcu- 
tuen  Entwickloog  der  cmfaciisteu  tiausceudeutou  Fuuctioncu. 

In  tämea  Kreis  vom  Badii»  1  trage  man  vom  Punkte  P  ans  1 
Sehnen  PA^^  ▼on  gleicher  Länge  9  ein.  Die- 

selben bilden  eine  gebrochene  Linie  ij,  deren  Winkelpankto  man 
durch  Badien  mit  dem  Mittelpunkte  O  verbinde.  Aus  der  so  ent- 
stuidenen  Reihe  gl^chschenkliger  Dreiecke  leite  man  durch  folgende 
Constmetion  eine  zweite  ab.  Man  yerlängere  ß^Af  über  um  A^P 
Ub  JB,  ,  C^Bt  Ober      um  B^Bt  bis  C^,  D^C^  Aber     um  C|C^  bis 

u.  8.  w.  und  verbinde  die  Punkte  P,  B^  C«,  D^^-.Lf  durch  eine 
gebrochene  Linie  mit  einander.  Eine  dritte  Reihe  gleichschenkliger 
Dreiecke  ergiebt  sich,  wenn  man  C^B^  über  Bf  um  B^P  bis  C^, 
DfCf  Aber  Cg  um  0^0^  \A»  E^Df  Aber  um  D^D^  bis  ver- 
lingert  n.  a.  w.  und  die  Punkte  P,  C3»  D»,  1^  ...  durch  eine 
gebrochene  Linie  ^  verbindet.  Eine  vierte  Reihe  erfttllt  den  Raum 
2wischen  i%  und  der  gebrochenen  Linie  PDJC^ ...  L^  =  t^.  Die  An- 
s^d  der  geradlinigen  Stücke,  aus  denen  die  gehrocheueu  Linien  t 
zusammengesetzt /ind,  vermindert  sich  am  je  eine  Einheit,  so  dass 
die  letzte,  tx^  ans  nur  einer  Strecke,  PLi,  besteht 

T«aua.  8 
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Nach  der  Constnictioii  ist: 

■ 

Beachtet  niao  ausserdem,  dass  alle  in  der  Figur  vorkommenden  gleich- 
schenkligen Dreiecke  einander  ähnlich  sind,  folglich  in  jedem  die 
Basis  das  «-fache  des  Schenkels  beträgt,  so  gelangt  man  zn  folgenden 
AnadrUcken  fbr  die  Länge  der  i.  Es  ist: 


woraus: 

Femer: 


—  9{AiP+BtB^+CgCt+,„+KiK2) 

-  ,(,+2i+8t+...+  (l-l)#) 

-"172"' 


woraus 


2.3  ,  i  , 

jj     />  n   ffi 


•  •  * 


Mit  Benutzung  dieser  Werte: 

(A-2)a-i)i , 

1.2.3 

Demnach  ist: 

2.3.4  «  3.4.5 


C^P  =  «»,   DjD^  =  i72T3  *^  ^  1.2.3*'"* 

Ebenso  würde: 

.  a--3)(A-2)a--i)A 

1.2.3.4 

u.  s.  w. 

Die  Punkte  O  und  /'  sind,  aussor  durch  die  Grade  07%  noch 
durch  folgende  Reihe  gebrochener  Linien  mit  einander  verbunden: 

OAiP 
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IKe  dnieliMn  geradlmigoii  Teile  deraelben  bilden  mit  einander  Winkel, 
die  nnter  neb  gleich  nnd  zwir  gleich  dem  Badswinkel  der  gleich- 
sdifiikligen  Breiecke  sind.  Es  ist: 

»1=  Oylj-f  ^,i'=  1-J-* 

.  .  3      2.:^  ,  ■  1.2.3 
-^  +  r  +  1.2* +1:2:3' 

nad  allgemein; 

Einen  Ausdruck  von  anderer  Form  erhält  man  folgendermassen. 
Man  ordne  einem  jeden  Punkte  Q  des  Badins  OF  je  einen  Punkt 
auf  ti],  «4,  ti,  ...  ti;i  ZQ,  und  zwar  so,  dass,  wenn  man  diese  Punkte 
■üt  J,  n,  C  ...  L  bezeichnet,  die  gebrochene  Linie  r=  QABC...L 
innerhalb  eines  jeden  gleichschenkligen  Dreiecks  der  Halbirungslinle 
desjenigen  seiner  Winkel  parallel  ist,  dessen  Scheitelpunkt  der  vom 
Paukte  r  abgewaudte  Endpunkt  der  Basis  ist.  Roi  unserer  Bezeich- 
nung ist  dies  der  nach  alphabetischer  Rcihoufolge  spätere  der  beiden 
Endpunkte.  Wird  der  Schenkel  C^C^  von  der  llalbimngslinie  des 
Winkels  CiD^C^  in  geschnitten,  so  soll  also  DC  \\  D^c^  sein.  Dem 
Ponkte  Q  liege  ein  Punkt  Q!  auf  OP  so  nahe,  dass,  wenn  A\  B\...  L' 
die  ihm  zugeordneten  Punkte  sind,  zwischen  C  und  C  kein  Wiukol- 
pankt  Ton  «s,  zwischen  Z)  und  D'  keiner  von  «14  enthalten  sei.  Dann 
ist: 

DD'  _  D^C^ 

DD^  D,C,+D,C 

Diese  Relation  bleibt  richtig,  wenn  die  Punkte  Q  und  (/  weiter  von 
einander  entfernt  sind  als  eben  vorausgcset/t  wurde.  Denn  mau  kann 
stets  zwischen  Q  uud  'i'  eine  Reihe  von  Punkten  so  einschalten,  dass 
die  von  letzteren  aasj^ohenden  gebrochenen  Linien  v  sowohl  CC*  als 
DD'  in  geradlinige  Strecken  zerlegen.  Dann  ist  jeder  Teil  von  DD 
das  (1  -j-  ^)  ~  i^^^  des  entsprechenden  von  CC\  demnach  allgemein : 

DD*      .  , 

Ebenso: 

CC  BBf  AA* 

8* 
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folglich: 

und  aUgemein: 

Li88t  man  Q*  mit  Q  mit  P  zosaimneiifaUeB,  so  fallen  die  dem 
Punkte  Q'  resp.  Q  zugeordneten  Punkte  ebenfiUa  flAmmtlich  in  den 
Punkt  O  resp.  P,  so  dass  sich 

ergiebt  Man  gelangt  zu  diesem  Endresultat  elnfscher,  indem  man 
nachweist,  dass  in  der  Reihe  OP,  u^,  u,,  ...  jedes  Glied  das 
(l-|-«)*fache  dos  voranstehenden  ist  Ifan  kann  s.  B.  ug  dadurch  in 
«s  verwandeln,  dass  man  statt  der  geraden  Strecken,  O^,,  B^B^ 
S^P,  aus  denen  %  besteht,  die  gebrochenen  OCgB^^  B^C^Btt  B^C^P, 
also  statt  je  eines  Schenkels  die  Summe  aus  Schenkel  und  Basis 
eines  gleichschenkligen  Dreiecks  setzt,  wodurch  jedes  Glied  (1+«)- 
mal  veigrOssert  wird. 

Die  Vorgleichung  der  beiden  Ausdrücke  für  u;.  giebt  den  biuo- 
raiscbeu  Lehrsatz  für  gaozo  positive  Expoueutea: 

Denselben  Satz  für  ganzzahligc  negative  Exponenten  erhält  man 
durch  Betrachtung  oin<'r  andern  Ueihe  vom  Punkte  <)  ausgehender 
gebrochener  Linien.  Das  Netz  gleidischenkliger  Dreiecke  werde  da- 
durch erweitert,  dass  mau  au  Stelle  vou  k  die  Zahlen  A-j-l,  k-\-2^ ... 
setzt.   Die  Linien: 

ITj  =  OA^B^C\  ... 

c=  OUjC^D^  ... 
U^^zOC^D^Ei  ... 

• 

bestehen  aas  unendlich  vielen  geradlinigen  Strecken,  die  mit  einander 
einen  constantcn  Winkel  bilden,  der  gleich  dem  Complenieutc  des 
Basiswinkels  ist.  Die  Länge  der  einzelnen  Strecken  ergiebt  sich  ans 
den  obigen  Ausdrücken  fttr  die  Länge  der  Linien  t,  £s  ist  z.  B. 

-  ,  3    ,3.4  ^      :L4^  j 

und  allgemein: 
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Hiernach  bilden,  wenn  «^1,  die  Strecken  OLj,  L^Mf,  ^h^z-»  •  • 

eine  Reibe  znnehraender  Grössen,  so  dass  ihre  Summe  =  ao  ist. 
Ist  dagegen  « <C  1 ,  so  werden  dieselben  Strecken  unendlich  klein. 
Dass  in  letzterem  Falle  die  Linie  U).  von  endlicher  Länge  ist,  die 
obige  Reihe  also  convcrgirt,  Iflsst  sich  geometrisch  zeigen,  indem  man 
die  Samme  einer  beliebig  groucn  endlichen  Anzahl  ihrer  Glieder 
bealiinmt 

Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  q  des  Radius  OP  eine 
gebrochene  Linie  \\  die  innerhalb  jedes  einzelnen  gleichschenkligen 
Dreiecks  geradlinig  und  zwar  zu  der  Halbiniugslinie  desjenigen  seiner 
Winkel  senkrecht  ist,  dessen  Sdieiteli»unkt  der  dem  Punkte  P  zu- 
gewandte Endjmnkt  der  I»asis  ist.  Diese  Linie  schneidet,  wenn  ä<^1, 
die  säiiimtliclien  Linien  T',,  f'^, ...  diT  iieihe  nach.  Nehmen  wir  an, 
MC  habe  «ich  bis  zu  einem  Punkte  n  auf  Ij\  fortsetzen  lassen.  Der 
von  /  j  und  /  o  begrenztem  Teil  der  Ebene  wird  durch  die  Geraden 
BJ\^  ^'J^'A  ■■■  i"  <'i"<'  Reihe  gleichschenkliger  Dreiecke  zer- 
legt. Trägt  man  auf  ('.(\.  die  Strecke  Cy/,,  =  Cg/^j,  auf  die 
Strecke  D^e^^  ^  J^\l^\^  iiuf  Ej:^  die  Strecke  b\^fr^  =  AV,/',  ab  und 
zieht  tl^D^,  ^i^^it  f:J':,'  geben  diese  Linien  die  Richtungen  an, 
welche  V  innerhalb  tlcr  Dreiecke  C^Cj^l).^,  D.^D^K^,  I\K'J'\  haben 
soll.    Ist  daher  f  'j ,  so  schneidet  die  Linie  \\  indem  sie 

das  Dreieck  C^C'^D^  verlässt,  die  Linie  auf  der  Strecke  C\I)^. 
Ist  dagegen  C\a  <^  C^I^a,  so  tritt  die  Linie  V  durch  den  Punkt  y 
der  Basis  dieses  Dreiecks  in  das  nächste  der  deu  Raum  zwischen  f/, 
und  l\  erfüllenden  Dreiecke  ein.  Ist  nun  I^iY  <C  I^^l-i^  so  über- 
schreitet r  jetzt  die  Linie  r^,  wenn  nicht,  so  tritt  sie  im  Punkte  & 
in  «las  nächste  Dreieck,  I'\K^,F,,  ein,  und  nljerschreitet  endlich,  dieses 
Dreieck  verlassend,  im  Punkte  />  die  Linie  r.,.  wenn  wir  Kr^d'^  Et,F;, 
vorauss'  tzeu.  Dasss  schliesslich  einmal  die  erforderliche  Ungleichheit 
erfüllt  sein  wird,  folgt  daraus,  dass  die  Strecken 

eine  Keihe  zunehmender  Grössen  bilden,  dagegen 

c^2^  =  «.Qi^,  z)41?4«#.i^je;4,  £5^5  =  «.£4^5 

nach  dem  Obigen  zu  unendlich  kleinen  Werten  abnehmen. 

Bewegt  sich  der  Punkt  q  OP  nach  O,  so  bewegen  sich  auch 
die  iluB  zugeordneten  Punkte  a,  auf  i»,,  14,  ...  m  nach  dem- 
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selben  Punkte  hin.  Nähert  sich  q  dem  Punkte  P,  so  entfernen  sieb 
auch  die  zngeofdneten  Punkte  immer  weiter  von  O. 

Dem  Punkte  q  liege  auf  OP  ein  Punkt  </  so  nahe,  dass,  wenn 
durch  die  in  ihm  beginnende  Linie  V  ihm  die  Punkte  a'  auf  JJ, 
und  //  auf  (J^  zugeordnet  werden,  aa'  sowohl  als  bb'  geradlinige  Teile 
von      und      sind.   Daun  ist: 


|f6  


und,  da  öö'  =37'  =  aa': 

1 

Sind  q  nnd  weiter  von  einander  entfernt,  so  Ueifai  diese  Re- 
lation richtig,  denn  sie  gilt  dann  fttr  die  Teilstrecken,  in  welche  aa' 
nnd  6b'  doreh  diejenigen  Linien  V  zerlegt  werden,  welche  dnrch  die 
den  Strecken  aa'  nnd  ib'  angehörenden  Winkelpunkte  hindarchgehen. 

Ebenso  ist: 

qq       1  —  s 

daher: 

M'  1 

und  allgemein: 

Verlegt  man  den  Punkt  q^  in  den  Punkt  O,  so  wird  hioraas: 

S-U-.H 

Versteht  mau  unter  /  einen  der  Winkclpunkte  Lj,  3/^,  iv;,, so  ist 
Ol  =  Oq{l  —  a)-^-  die  Summe  von  1,  rcsp.  2,  3  ...  Gliedern  der 
Reihe  Ux.  Je  grösser  die  Anzahl  der  summirten  Glieder  ist,  desto 
näher  rückt  q  dem  Punkte     so  dass  schliesslich 

ü3i-.(l-,)-A 

wird.  Die  Ycrgleichuug  mit  dem  ersten  Ausdruck  giebt:  » 

Lässt  man  X  unendlich  gross  werden  und  gleichzeitig  «  abnehmen, 
so  dass  der  Bogen  PL^  einen  constanten  Wert  <p  behält,  den  wir  als 
rational  voraussetsen  wollen,  so  kann  man  die  Sehne  t  gleich  dem 
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mgehürigen  Bogen  ^  setzen.    Gleichzeitig  werden  die  Basiswinkel 

Aet  glelehMfaenkligen  Drdecke  =  ^    und  demselben  Werte  nähern 

sich  die  Winkel,  welche  zwei  aufcinanderfolgcude  Linien  aus  der  Reihe 
«1,  /j, ...  im  Punkte  P  mit  einander  bilden.  Die  gebrochene  Linie 
geht  in  den  Kreisbogen  OL,,  in  die  Evolvente  desselben  über. 
Wickelt  man  letztere  vom  Punkte  /'  aus  ab,  so  erhält  man  die  Cune, 
der  sich  nähert,  so  dass  die  Reihe  der  gebrochenen  Linien  t  in  die 
Reihe  der  successiven  Evolventen  des  Kreisbogens  übergeht  Die 
gebrochenen  Linien  n;.  und  ü).  fallen  in  eine  einzige  aus  anendüch 
liden  genuien  Strecken  bestehende  rechtwinklige  Spirale 

zusammen.  Von  je  zwei  in  einem  Wiukelpunkto  zusammenstosBenden 
Teilen  derselben  ist  jedesmal  der  frühere  Normale,  der  spätere  Tan* 
gente  deijenigen  Evolvente,  auf  der  dieser  Winkeipnnkt  liegt 

Setzt  mau  iu  den  obigen  Ausdrücken  für  ^j,  ^  ...  an  Stelle  von 

f  den  Wert  p  so  ergeben  dieeelben  fftr  X  =s  oo ; 

t 

Die  beiden  von  einem  Punkte  Q  ausgehenden  gebrochenen  Linien 
r  und  V  gehen  in  eine  einzige  Curve  r  über,  deren  Verlauf  dadurch 
bestimmt  ist,  dass  sie  innerhalb  des  Kreises  die  Radien  desselben, 
zwischen  dem  Kreise  und  seiner  ersten  Evolvente  die  Normalen  der 
letzteren,  überhaupt  in  dem  Zwischenraum  zwischen  zwei  Evolventen 
die  Normalen  der  äussern  oder  Tangeuten  der  inuern  unter  einem 
Winkel  von  45'^  schneidet.  In  den  Punkten,  wo  die  Curve  v  den 
Kreis  oder  eine  Evolvente  desselben  überschreitet,  ändert  sie  ebenso 
wie  «lie  Schaar  der  Geraden,  deren  Trujectorie  sie  bildet,  ihre  Rich- 
tung pötzllich  um  30^.  Da  nach  dem  Obigen  die  Curve  v  im  Punkte 
L  die  Spirale  u  =  {OLP)  in  demselben  Verhältniss  theilt  wie  im 
Punkte  Q  den  Radius  OP^  so  folgt,  dass  erstere  von  endlicher  Länge, 
oder  da&s  die  Reihe: 


Digitized  by  Google 


120     Koppe t  Gtonutritche  VeraHSchaHli^uHg  dea  bütomuchen  Sataes, 


convorgirt.  Um  ihre  Summe  geometrisch  zu  tiuden,  lege  man  durch 
Li  eine  Curve  v.  Scbueidot  diese  dcu  Badius  OP  im  Paukte  Qj, 
80  ist  s 

Demnach  igt  OQ^  der  reciproke  Wert  der  Länge  von  (OLI).  Proji- 
drte  man  mittelst  dar  Car?en  v  anch  die  Punkte  ...  auf  den 

Badins  OP,  so  erhielte  man  anf  demselben  eine  nnendliclie  Reihe 
von  Paukten,  Qj,  Qt,  Qs»  Bich  nach  dem  Punkte  P  hin  za* 

sammcndrftngen,  und  deren  Abstände  von  einander  den  einzelnen 
Gliedern  der  obigen  Reihe  proportional  sind. 

Lässt  sich  die  Sehne  ^  in  den  Bogen  dcbseu  Länge  gleich 

dem  Radius  sei,  (i  mal  eintragen,  so  ist 

l 

g>  =  - 

Constmirt  man  noch  die  zu  Hj  gehörende  rechtwinklige  Spirale,  ao 
ist: 

(OHP)  =  a+*)^,    (OLi^  =  (1+*)^  =  (1 
oder  auch 

(OÄP)  —  (1— (OLI)  «  (1 — •)-^  —  (1  — 
woraus: 

Setzt  man  also: 
so  ist: 

Ist  OQ  -»  q,  und  schneidet  die  von  Q  ausgehende  Curve  v  die 
Spiralen  (OHFj  und  (OLP)  in  iT,  resp.  in     so  hat  man  femer: 

OH  =  3«,    ÖL  2«f 

wenn  die  Strecken  Off,  OL  auf  den  Spiralen  gemessen  werden. 

Ist  PJl  senkreclit  auf  O/v, ,  und  betrachtet  man  O  als  Anfangs- 
punkt, Ofjj  als  Absi  isseuaxe  eines  rechtwinkligen  (Koordinatensystems, 
so  lelirt  ein  Blick  auf  die  Figur,  dass  die  Ordination  von  /...  grösser, 
die  von  kleiner,  die  von  wieder  grösser  als  die  Ordinate 

von  /'  sein  müssen  n.  s.  f..  (l;is<  dagegen,  mit  Berücksichtigung  des 
Zeichens,  die  Ahscisseu  von  />,,  L.,  grösser,  die  von  L;j,  kleiner, 
die  von  L-^,  L,.  wieder  grosser  als  die  Abscisse  von  /'  sind.  Die 
Spirale  (OLf)  muss  daher,  sobald  ihre  Teile  angefangen  haben  ab- 
zunehmen, sich  immer  mehr  auf  den  Punkt  /*  zusammenziehen. 
Demnach  ist: 
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*     1. 2*^1.2.3.4 

Die  Lage  eines  beliebigeii  Punktes,  z.  B.  ist  in  der  Ebene 
bestimmt,  wenn  der  Winkel  ip  gegeben  ist«  den  die  durch  ihn  zn 
legende  rechtwinklige  Spirale  OL^L^ ...  im  Punkte  0  mit  dem  festen 
Radios  OP  bildet,  and  die  Strecke  r,  am  welche  er  auf  dieser  von 
0  entfernt  ist.  In  dem  Polarcoordinatensystem  (r,  7)  hat  jeder  Ba- 
dfaisvector,  obwohl  ans  unendlich  vielen  geradlinigen  Strecken  be- 
stehend, eine  obere  Grenie,  «9,  die  er  im  Punkte  P  erreicht  Die 
dnreh  die  Gleichung 

r  —  ef 

gegebene  Cnrre  reducirt  sich,  daher  auf  diesen  Punkt  Die  Gldchun- 
gen  des  Kreisbogens  PL^  und  seiner  Evolventen  PLf,  PL^,  ...  sind 
in  diesen  Coordinaten: 

r  — 1 

Die  Trajcctoric  v  odar  QHL...  wird  iu  ihrer  ganzen  Ausdehnaug 
dorch  die  Gleichung 

dpfinirt,  wahrend  im  Allgemeinen  eine  und  dieselbe  Curvc  in  rer- 
schiedcncn  der  durch  die  Evolveuten  getrennten  Teile  der  Ebene 
dnreh  verschiedene  Gleichungen  ))*'stinimt  wird.  Dies  ist  schon  für 
die  etwas  allgeoieinere  Curve  der  Fall,  welche  die  Kadienvectoren  r 

unter  einem  von  ^-  verschiedenen  constanten  Winkel  schneidet 

Kh'^nsü  haben  auch  die  Ausdrücke  für  das  Linien-  und  das  Flächcu- 
Llcmcut  far  die  einzelnen  Gebiete  besondere  Formen. 


PR^ 

oder: 

sln^  — 
C0S9 
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Ylli. 

Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 

Von 

Alfred  Siebel. 

Portoetiuic  t«b  XV.  io  T.  LX. 

AitiM  TL  (I  25-S4.) 

Spocielle  Bobandlang  des  Ann&berangB-Problema. 

A.    Zar  Darstellang  der  Warzeln  darch  Potenzreihen. 

§  25. 

L  Sei  (ee')  ein  belieMg  gegebeBes  Interall, 

«,  keiiie  Wnrtel  von  A«)  —  0» 

80  lAist  das  FroUem: 

Ein  iBterYaU  (x^x)  oder  (xs,)  mit  gegebenem  Anfange- 
wert so  sn  bettimmen,  dnse  dnstelbe  keine  iwischen  e 
nnd    liegende  Wntiel  entMftU  — 

nAch  §  11,  2.  algebr.  Lösung*)  (Teü  LVU,  S.  361,  Z.  1  n.)  eine 
Löenng  in  folgender  Form  n. 

r   
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fit  —  Um^hy. 

Oder,  äa 

wo  u  einen  bcsümmten  Wort  zwiscbon     und  «  bezeichnet,  uud  F'{x) 
it  a:  wächst, 


<  —  — s=s  conat.  für  alle     in  (cc'). 

IL  X  liegt  swischen  und  der  benachbarten  Wnnel  w^ci 
fM  ^     O,  wenn  eine  solche  Yorhandeu  und  c  <Cw  <^c\ 

Ea  sei  hier  und  Im  Folgenden  w  eine  ein-  oder  mehrfache  Wmrael. 

Sei  obiges  %  beieichnet  dureh 

fener 

Xi=  t  fx-\-x 


I  80  liegt  jeder  folgende  dieaer  Werte  der  Wnnel  w  niher  ala 


der  ToiliergehendeL 

(3)  tr  —  lim  «r* 


Wir  wollen  Yenachen,  «r  in  eine  Potenzreihe,  welche  nach  Po- 
TOD  ßt  fortachzeitet,  an  verwandetn,  d.  i 

•r  -  C  ,   •  */(»)+«  ."]+[]]  +  []. 

HL   ^  ist,  zur  AbkOrzong 
^'W 2!/„  r(«)==r-3!/i  etc. 
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-  ««+<(/+/'.(«t-«i)+/t.(«»-«)*+ ) 

Hieraus  erkcuueu  wir  schou,  wio  am  besten  zu  verfahren  ist 

Sei  kurz 

tf  =  g,    tj\  =  2—1,    t/^  -^  ^i,    «/a  =     ...  t/m  =  AiH-i, 
ferner 

80  18t 

«  -^r-l+«/(»+^r-l). 

Nach  dem  Taylor'schen  Satze  eutwickelt: 
also 

t  WO 

(3)  10  —  «+  Um  i^r 

Als  Cocfticieutou  der  Potenzen  vou  g  treten  Ansdrttcko  von  der 
Form  auf: 

wo  z' ...  ganze  rationale  Fnnctionen  von  ^ mit  ganzzahligen  posi- 
tiven Cocfticionteu  sind. 

Wir  bezeichnen  einen  solchen  kflrzer  dnrch 
IMe  Exponenten  1  lassen  wir  fort,  setzen  also  z.  B. 

z^j+za-j»  -  (2,  i). 

Der  Symmetrie  halber  sei 

^0  =  1»  (0)-fco-^- 
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MH  Hfllfe  des  polynomisohen  Satees*)  ergiebt  0idi  ÜDr  die  su- 
Biefast  aaftretendflii  Cm,r  folgende  symboUsche  BanteUimg. 

^1  =  ff 

+h9^+i^f/'+K^+ ... 

^.  =  (0)4?+ (1)?''+ (2,  l)ir«+(3,  21,  iV 

+  (4,  31,  2,  2i)£,'i4-(5,  41,  32,  31,  21,  21)/ 

8    2  3    3  22 

+(6,  51,  42,  41,  3,  821,  31,  2,  21)9^ 

(5)        (  2  3    2        2  4  3 

+  (7,  61,  52,  51, 43,  421, 41,  31, 32,  321, 31, 2%« 

^4  =  (0)4?+  ...  (3,  21,  l)g'-{-  (4_...  (5_...  1)/ 

wio  C5,3       wie  C^,, 

H-  (G_...  21,  l)y'-\-  (7^...  21,  21,  V 
wie  C',„  wie  Cg,, 

+- 

Ans  dieser  kurzen  Entwickluiif?  ist  schon  das  Bildungsgesotz  der 
errteu  8  Glieder  vou  /Jr  ersicbtlich.  Wir  kommeu  hierauf  zurück 
ii  27). 

§  26. 
Uolfsbetrachtoiigen. 

Ncnueu  wir  eine  Forin  wie  in  §  25.  III.  (4) 

9tr  welche 

aa-\-f^ß-\-cY-\-  ...  =  aV+Z»'/3'-f  e'y'+  ...  =  ... 
eise  Form      der  m  tau  Ordnung  und  bezeichnen  eie  durch 

(  )«. 


•)  Dm  «Ucmneine  Glied  von  (a-|-fr-|-ef .  wo  m  eine  giiine  Ziibl,  itt 
die  Exponenten  eo  gewihh  dan 

«+/^+y+  - 
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andflndto  ToDittiidSge  und  wdliUiidige,  je  naehdem  eile  mflgUcheB 
Prodvcte 

V  W  •  • « 

d.  h.  üQr  welche 

«+2/3+3/+... —  «s 

Torkommen  oder  nicht 

Entere  seien  durch  m,  letztere  durch  m  bezdchnet 

Ueber  besagte  Formen  gelten  eine  Beihe  von  HOlfssfttzen,  die 
sich  wie  folgt  sjnnholiSGh  anadracken  lassen. 

1)  (  )l{  )m  =  (  )/+«.. 

Denn  daa  aOgemeine  Glied  in  (  K  (  ).  ist  proportional 

k^'Jc^kgV  ...  WO  «.l+/S.2+y.3+  ...  =  ^ 

resp. 

VW  -       a.l+ft.2+<?.8+ ...  =  «, 
mitbin  das  in  (       )m  proportional 

V^^-V^"  ^  WO  («+a)l+tf +*)2+ ...  -  l+m 
Folgesatz:  (       )».(  ( )i^m-^.,. 

2)  Die  voUstindigen  Formen  Urnen  sich  aymbottseh  so  scfardben: 

I 

1  -  (1) 

2  »  (2,  1)  =  (2,  11) 

8 -(3,  21,  1)  =  (3,  21,  1(2  1)) 

4  -  (4,  31,  2,  21, 1) «  (4,  31,  2(2, 1),  1(3,  2^1, 1)) 

wo  die  •  bedeuten,  dasa  die  entsprechenden  Glieder  in  den  voriier- 
gehenden  vorkommen  und  daher  wegftUen  kfinaen. 

m  ->  *JBk{m'-^i,  wo  0  s  1 
-  isi   

8)  Sei 

m  —  2p  oder  2p+l, 

80  UM  aidi  «  ainf  die  Form  briageD 

—  / 

worin  .  «  «  . 

«.l+|J.2+y.3+ 
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üffl  SO  mehr 

-    -  -   -  - 

«9 

9A+ß.2+f.Z+ ... «  m, 

4)   Deakeu  wir  uns  da»  Product 

in  leiBe  einfiidieii  Faetoien  1.1 ...  3.3  ...  zerlegt  and  solche  3 

l  und  n 

iB  /-f"*  siisammeu  gcfasst  (Vergl.  1)  und  zwar  so,  dass 

In  der  neuen  Reihe  von  P'actoren,  deren  Anzahl  um  1  geringer  ist, 
i  L:  «  —  1»  fassen  wir  wieder  2  z.  B. 

r  nnd  • 

so  nsanuneu,  dass 

Bei  dem  hierdurch  entstehenden ,  wieder  einen  Factor  weniger  ent- 
hilteBdeii  Prodncte  yerfiihren  ^r  in  gleicher  Weise  o.  s.  f.  his  sich 
äe  Auahl  der  Factoren  nicht  mehr  ?erkleineni  Iftas  t  Wir  hehanpten: 

Diese  kleinste  Anzahl  ist  höchstens  ssft. 

Beweis:  die  letzte  Form,  die  mau  für  r  erhält,  sei 

die  Anzahl  der  Factoren  a:,  so  moss  sein 


* 

addirt  gieht 
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... )  >5^>(p+i). 

Nqd  ist 
also 

«^(p  +  l)^|(m+2) 

«  <  4    (W.  z.  b.) 

5)    Ist  2:  kitn  —  L 

 " 

ausgedehnt  ttber  alle  «,    c        so  dass  a+ö+c  —  m,  mhhm 

ftr  alle  o,     <?,  «'^J»»  ao  dass  a+h+r-^-d^my  so  folgt  ans  3) 

uud  4):  dass  inau  m  die  Furm  geben  kaim 


§  27. 

I.  Wir  kehren  snr  deiehang  §  25.  in.  (2)  zurück  uud  kouueu 
snnftchst  sagen: 

Der  Coefticicnt  der  mten  Potenz  von  g  bildet  eine  Form  N  der 
(m — l)ten  Ordnung: 

(1)  C^.r  ( 

80  dass 

(2)  =  (       +  i  )^,  +  (  (  y^_^ 

Beweb:  Wir  machen  den  Schlnss  Ton  n  anf  «+1. 

Sei  (2)  riciitig  lür  eiu  bestimmtes  r,  so  ist  nach  §  25  lU.  (l) 
uud  (2; 

von  der  Form 

^r+l  -  io((  )oJ7  +  (  h9t+      +         )o.7  +  (  ...)• 

Das  allgemeine  Glied  ist 


V 
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Nach  §  26.  1),  Folgesatz,  lässt  «ich  M  auf  die  Form  briogea 
alio  Q.  s.  w. 

n.   Eiu  Blick  auf  §  2ü.  III,  (6)  liisst  vermuteu,  dass 
wo 

*  =  2'^-!  — 1. 
Beweis:  (Sehlnm  Ton  n  auf  n-j-l): 

Sei  (1)  richtig  für  ein  bestimmtes  r.  Wegen  §  25.  IIL  (1)  kann 
^r4]  aof  die  Form  gebracht  werden 

Ml «  V+ V+  ...)+^i(ti?4-  ...)*+^(^+  ...)*+ ... 

+  eine  fteihe  Ton  Gliedern,  welche  die  unvollkommenen 
Formen  f  + 1,  f  +  2  ...  enthalten. 

Ca  ist  m  beweisen,  dass  der  Factor  der  (m+  l}ten  Potenz  von  g 


f&r  aUe 


»+1^2'«2(«+1). 


derselbe  ist,  abgesehen  von  jener  Reihe  von  Gliedern 

die  Sommntion  ausgcdeliut  Uber  alle 

«  =  0,  1,  2...n— 1 

•ad  alle  og,  «j,       ...  unter  0,  1,  2 für  welche 

fifo.l  +  o,.2-f-«,.3+  ..  ™  »»+1, 
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Obige  Bedingang  m+1  ^2(«+l)  iat  erAUlt,  wenn 

< 
p  «. 

Es  kommt  folgUcU  in  M  vor 

1)  wenn  m  =  2p+l :  jedes  Glied  ?on  k^p*, 

somit 

wenn  m^ip      jedes  Glied  von  A , ;)  ~ 


somit  } 


also  1:^*». 


2)  jedes  Glied  ?on 


•=pfl  ^   

3)  desgl.  von 
wo  a^l;  o,  A,  c,  «'^l»; 

(Wenn  m  —      so  kann  i  —  0,  «  —      a,  d  — p  sein). 

Ans  1),  2),  3)  in  Yerbiudung  mit  §  2G.  5)  resultirt 

niso  noch 

Nun  gilt  der  Satz  (1)  für  r  =  3,  also  auch  tdr  r  =  4  u.  s.  w. 

Die  Feststellung  des  Baues  von  C«^i,r,  C«f8.r  ...  möchte  tnf 
grossere  Sdiwierigkeiten  Stessen  und  nehmen  wir  hier  davon  Abstand. 


$  28. 

I.  Wenden  wir  nns  der  Bestimmung  der  Coefficieiiten  C^, 
Cir  •»  selbst  zu. 

Aus  §  25.  lU.  (1)  und  (2)  ergiebt  sich  identisch 

woraus  durch  Gleichsetzen  der  Coefticienteu  der  gleich  hohen  Potenxea 
von  g  auf  beiden  Seiten: 
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^    C|^  — «ai.r^l+4i(26i.r-lC^r-l+Ci.r^l«) 

odM;  wenn  in  Uebereinstimmaug  mit  §  27.  II.  (1) 
PKül  «und« 

1)  Zi.,=»«Zl.r-.l+l 

IL  Ans  1.  (4)  1)  folgt  durch  wiederholte  Anwendung: 

ii  geteUoiMner  Form 
AsB  L  (4)  2): 

Die  Coeftidenten  ^«  sind  ans  (1)  bekannt,  ^  »  1,  nnd  es 
kommt: 

—  2r-i— 2ap»^-i—  ...  — ai'-i— 2gr-i 
...  +«+1 

9» 
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iu  geschlossener  Form 

,0V     i  (*-l)»^r  -  {*'+l)(««'-»-l)-2(r-l)(«-l)ir-» 
\  —        1— (2r— l)«'-». 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  ans  I.  (4)  3) 

(*  —  1    \r  -  z'-H'  - 1 + V  - 1 )« + ...» (i-^---!  + i^'^ — D« 

«gr+i^^^^  _3^.-_-+3(r-i)«-i--p::j- 

(3)  (a-l)*(a+l)Z's.r-«'+>(.^^-^)-l) 

—(»^1 — 1)  (a»' +1)  («+ 1)+ 3(r  -  IK-H«* — 1). 

(3)*    i(«-lrt«+l)^\r  «  «^«[aä^-^l+i^^-DUri-Sr  +  l)* 
-(r»-2r+2))]-(«+l)(l+««^«((2^-3)«-(2»-2))). 

Die  Coeffidenten  Ca.^  C^r  ^  Itaiei  ^di  miUolst  des  Po^ynoni- 
ichen  Saint  oder  der  bekaaBten  FormelB  Ar  die  EatwicUoiig  toa 

finden  % 

I». 

Bedesteid  eiifMlMr  geatahet  aidi  die  Eatwickhaig  tob  Jr  Midi 
Poteaiea      f  fir 

CD  «-l+i/'(«)-0 

Schliosst  das  Intervall  (rr)  die  Wur/el  t**  ein.  äiilert  iu  dem- 
selheu /*x  und/'V  ihr  Zoichou  nicht  und  liegt  r  zvsiscbea  c  und  c' 
auf  derjonigeu  Soito  vou  ir,  wo  />  uud  ./^'x  gieidid  Zeicben  h^^^^ 
so  ist  die  Annahme  <  »  u  statthaft 

SeCam  iiirin§28.L(S)«  —  €^ao  tanü 


•)  K«  Mt 


Digitized  by  Google 


Sitb9h  Umtentnimgem  tber  algtbraUek«  GkidkMiiy€iu  133 


ft.r— 1  fttrr^l 

^'ir  =   „  r^2 


Wir  sehen  Meiios:  die  Goefficienten  Ci^Cir ...  Ct,r  sind  von  r 

•nabliftngig  irenn  »•  ^  4,  und  wenn  wir  uus  die  Eutwickluug  von  §  28. 

I.  (2)  fortgeseut  denken  mit  Hälfe  von  $  28.  Anmerkong,  so  eigiebt 
sich 

dnd  in  dem  FUl  «  — 0  nur  von  k^^  kg  nicht  von  r  ab- 
hftngig. 

Mittiiu  ist 

(    Cm,f  —  Cn.»,  8d  —  Cmj 
(4)  < 

r   weuu  TO  ^  r. 

(ö)        =  C,/7-|-  C'^2_|.   ,  cV-1.7'     +  f  V/'  +  CV+i.  ^'■4  1  -f.  ... 

ZwiMfaen  beiden  Werten  besteht  die  Relation 

■üd  es  folgt  hienras: 

'  Cj,  r/^,  Cg  ...  sind  die  Goefficienten  der  sogenannten  am- 
\  keiirten  Beihe  von 

I  d.  L: 


f  SO. 

L  Betrachten  wir  die  Stimme  der  r  ersten  Glieder  in  f  29  (ö) 
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Die  Coeffidenten  ergeben  sich  nach  den  beknnnten  Fonnoln  Mr 
die  Umkehnmg  der  Reiben: 

(1)      {     C5  =  lU-i*  +  2Ui%  +  GAV':H-  ^^2-'  +  ^4 

U.  Ein  BUdongageaetz  fOr  C^,      ...  finden  wir  wie  folgt 
Diu  erste  Reibe  in  §  29.  (6)  ist  identisch  mit 

also 

X-f-J  IC. 

Die  nmgekebrto  Beihe  fOr  ^  ist 


wo 


F{0)  =0 

r'XO)  sei  = 

1^(0)  —  ....  SS  ^n^,  sei  — 


(1)   yiTp-,   sei  =  9rx. 

(2)  fi;  4.       (yif)S».  (-l)'^f  (  /Sc)' 

also  unser 
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Set  wie  früher  nur  AbkürzuDg 

II       ^  ,  «/«^* 

fener 

Die  Gleidiaiig  (2)  ist  gleichbedeuteud  mit 


•der,  dt 


,    «'«2^1,  mit 

®  rCV  =  2(r-.l)Cr-iii  +  C"r-i. 


Fcner 


(6)  *'r  =  (r  +  2)ilv+i4-2Ä-A. 

Mit  Hülle  von  (5)  and  (6)  findet  man  successiTO 

C4-5Ai'+5ivti+^8   u.  s.  f. 

m.  Unter  der  YoraiUMetzang,  dass  x  der  Wurzel  w  hinrcicbcod 
uhe  liegt,  findet  man  auf  bekannten  Wege : 

!Die  Beilie  8r  convergirt  und  hat  znr  Grenze 
jr,  mithin 
«?  —  «+  lim  8f 

Je  gitaer  r,  desto  nfther  kommt 

kr  Wmel  w  nnd  swar  anf  der  pos.  oder  neg.  Seite.  Bleibt  man 
bcn  enleD  Gliede  stehen,  so  hat  man  den  Enler^schen  Kfthemngswert 

««n  beim  3ten  GUede,  so  kommt 
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0.  s.  f.  die  bektnnteii  Nfthomogswerte 

Oeomctritch  gcdeatet  isl 

X+Sr 

di«  AbteiM«  def  Dnrehfchnitts  der  X  Achte  mit  einer  Cnrve,  deren  Gleiclmflg 
von  der  Form  iet 

und  wcidie  mit  der  Cnrro 

y 

eine  Bcrflhrun;;  der  rten  Ordnung  in  dem  jenem  x  enUprechcndcn  Curren- 
pttnkt  bat.   (Die  Bcdingong  ist,  den  flkr  beide  Cnrren 

dt*  d^'^'d^ 

ftbertinetimmen, 

da^^ 

dagegen  nicht. 


E  fiestimiiiMng  von    ia  f  25.  L  (1). 

i  31. 

Sei  w  dne  Wamel  in  («c'),  <;<j-t  <c,  so  ist  nach  §  25.  und 
§  11. 


(X)      /  ein  twisf^on  X|  ud  r  Hegeader  Wert,  wenn 


( 


_  f   l 


1)  a>0 
aid  bei  l'tttencheidaBg  der  FAUo 

odrr  eiafiMker,  wen  ir  keiM  imMmIm  Wund  ist) 

*)  Methode  tos  L^gnu^,  Mcou  der  Berl.  Akademie,  24.  Bd. 
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2)  r  =  m:  ad  ft) 

r  s  Ei]ioB«it  des  1  ston  negativen  Gliedes  von 

—  c^>x"4-cj«** -1+  ...  e»:  ad  b) 

3)  1;  —  i^4:  ad  a) 

I;  —  l^i:  ad  b)  (beliebig  <0  wenn        ^  «iim >0),  mit 

(  DOS.  •) 

mit  kn^\  den  absolut  kleinsteu  uuter  den  i        >  Werten  von 


bezeichnet 


(2) 


Ist  «■i<Cw,  tf'^ci  aber  unbestimmt  ob  «'^tr»  so  liegt 
dcijenige  der  beiden  Werte 

at     X,  -|-  //r,   nnd  e\ 

welcher  sich  näher  au  befindet,  zwischen  nnd  w. 
Analoges  gilt  für  jede  obere  Grenze     von  w, 

§  32. 

Das  «  in  S  31.  (1)  als  Fnnetion  von  o. 
Der  Coeffident  Ir  «■  li^a     von  der  Form 


(1)  *  =  • 

wo  e  im  Allgemeinen  jeder  der  Exponenten  n ...  1  sein  kann. 

DnrchUnft  a  alle  Werte  vonO  bis  so  ändert  sich  c  in  der 
m  §  14.  (T.  LVHI.  S.  130)  fcstgesteUten  Weise. 

Wie  dort  sei 

(ogö'j)  dasjenige  luUjrvall  von  a,  welchem  e=  r  —  s  entspricht 

9 

a     in  diesem  das  vorteilhafteste  a,  d.  b.  fflr  wdches  tc— r|  ab- 
solat  am  grOssten. 

t 

X    das  sngehOrige  x. 
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a 


die  flberhaiipt  vorleUhaftetta  Werte  von  a  «nd  «. 


• 

Es  iit  a  da^ieiiige  a,  ftr  welchee  die  Fonction 
$ 


a 


r— • 


WO 

d  =  c' —  c, 

den  grOssteu  Wert  besitzt 

Die  Diffcreutüruug  uacb  a  crgiebt: 

somit 

G^a>0  wenn  a<^~,*rf. 
<  >*-^ 

Hieraas  lässt  och  erkennen,  welchen  Verinnf  G(a)  nimmt,  wenn 
«  von  0  W«  -|-co  wtchst 

'  1 

/   Ist  1)  «  =  r,  so  nimmt  G{a)  beständig  ab  (von  bis 

0),  datier 

%  — 

2)  e  =  1,  so  wichst  G{a)  mit  a  (voo  U  bis  1),  folglich 


9 

«r-1  «"  o'r-1 

3)  1  •<«^r,  so  wftchst  G{a)  mit  bis  zu  dem  Werte,  der 

a  —  a  — ■      1 «'  =  7  •  <^  entspricht 

•  m 

«    nitllerem  der  Werte  «•»  a V  ot. 


Dne  der  Wnnel  w  nm  nldnlen  kommende  «  berochnet  sieh  wie 
folgt 
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drmittle  Ar  Jeden  möglichen  Exponenten  0  (die  Be- 
devtong  Ton  e  geht  m  der  Yon  I;«,  iiehe  oben,  hervor)  der 

das  a  uach  (2),  die  entsprechenden  x  nach  (1)  und  unter 
diesen  das  Ton     un  meisten  abstehende. 


BeispieL 
Die  kleinste  Wurzel  w  von 

36«*— 13,2xS+l,44x^+4,312(B-0,358i  — 0  (3  Wechsel) 
a  berechnen. 

Für  c  «—  O,  a-i  =  U  finden  wir 


^  -  0^3107. 


4.36.(0,311+0^ 

und  unter  Anwendung  des  Kriteriums  (2)  in  §  31.,  indem  wir  c'=0,06 
wählen, 

(Die  weitere  Annäherung  geschieht  am  zwcckmässigstcn  nach  ilor 
Euler*schen  Metbode,  was  sich  herausstellt,  wenn  mau  die  Gleichung 
nach  04  transformirt  nnd/"(0/)ö)  berechnet, /'(U,06)  ist  —  0). 

§  33. 

Sei^  die  a«  der  OrOsse  na<di 

«  •  •  • 

*  •  •  • 

•  •  •  • 

ferner  c,  em-i       r,„(=-  r) 

£e  den  darüber  stehoiden  Intervallen  zugehörigen  e  und  #(— r— e). 
I^adurcb,  dass  man 

e  und  c' 
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der  Wurzel  w  sehr  Dahe  rückt,  llMt  sieb  enreiciiai,  dass 

für  e  =        :  o  «  - — -  (c'—c)  <.  Am-i 
•  «—1 

mithin  nach  §  32.  (3),  wenn  nur  die  Exponenten  ...  cm  ins  Auge 
gefasst  werden. 

Unter  obiger  Voraiissetziuig,  daas  w^e  sehr  Jdcin,  ist  lemcr 

fall«  das  Vorzeichen  von  (xi— ir)/rj  mit  dem  von  c^-i  =-/'(c)  tlbcr- 
einstimmt 

Kadi  I  92.  (8)  ist 


Unter  allen  a  zwischen  0  und  -|~^  ist  folglich 

Der  Formel  §  82.  (1)  genügt,  wenn  das  Vorzdchen  Ton 

X.  —  w  »«  dem  von  —  : 

«■«»^--/•ri  

(1)  <  o  =  kleinste  der  Wurzeln  der  Gleichungen  A-,  =  k„t^ 
für  m  der  Reihe  nach  die  Exponenten  deijenigen  Glieder 
von  =—  0  gesetst,  die  dasselbe  Vorzeichen  wie  e^.i 

haben. 


Nach  Obigen  ist 


(2) 

wenn  c'—c  hinreichend  klein. 
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In  dem  Aoadnick  fftr  s  in  f  38.  (1)  kommen  vor: 

Ton  denen  die  drei  ersten  von  einander  nnabhin^  ilnd,  die  flbrigen 
nnr  von  e  abhingen. 

Dadurch,  dass  wir  bei  constaiitem  a-,  und  c  das  r  dein  u-  nahe 
bringen,  können  wir  erreichen,  dass  bei  weiterer  Ann&berang  von  c 

r  nnverindert  bleibt, 

Bicbt  aber  im  AUgümeioen  e^, 

Nebmen  wir  vorlAnfig  anch 

e|  =  j»  =  coust 

ai  nnd  nntersncben  die  Abbängigkeit  des  x  von  e  bei  gegebenem  «r, 
nd  «*. 


£8  ist 


wo 


 r/M,F{c), 


(i) 


/'(c).{*'-e+a)'-»' 


Die  vorletzte  dieser  Gleichungen  differentiirt,  giebt  wenn  kurz  F, 
F*,/ ...  statt  Fie),  F'ie),  /(<?)  ...  nnd  (  )  statt  (c'— e+o)  gesetzt 
wild: 

(  (  l)«'-«/'^-«^H(r~l}(  )'^-V'(^-:l) 

fla 

Um  V  zu  bilden,  differentüren  wir  die  sich  aus  (1)  crgebeude 
Fonnel 
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af-i/p^R,/\  wo  — i 

Der  Factor  tob  (c'— e)  in  (2)  ist'  ein  Brach,  dcssea  Nenner 
—  (j>— l)a?-«/'  und  dessen  ZAhler  — 

Ä(r - 1 )  r/"-  aP-U  (r  -  1 )/'/''  ^  +  (|,  - 1 )  /-"/P) 

„  oP-U (r -  D/'/i' - (r  -  1) /•7p+^  - (!»- WV) 
=  «f-l((r-f»)/Vi'-(r-.l)/7FH) 

Oldchnng  (2)  geht  ttber  in 

,  wonn 

(2)*      {  (r~i>)/7i'-(r-l)/-7/'^t 
Ist  1)  t^^c  hinreichend  klein  nnd  i/(c)^0,8oist  das 


(3) 


Ycttz^ehMi 

▼on  F'ie)  =s  dem  von  Hie) 

Ist  2)  n{c)  =  Ü,  so  ist  jenes      dem  von 


Wir  unterscheiden  zwei  Fülle:  |>^2. 
1.  FaU:p>2. 

Haben/"  und/"  entgegengesetzte  Zeichen,  so  ist  (r-ljr^>— a<;.0, 
habca  sie  gleiche,  so  (r  — l)^#r>0. 

(Siehe  die  Bedeutung  vou  p  §  Ü3  (1)). 

ff 

also:        Vorzeichen  von  (r  — 1)^,—«  —  dem  vou/y' 
nach  (3)1)     „  „        F'ic)    «  „     „  f\ 
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2.  Fan  -,  p^2. 

Dg  a  =  -  {r-iy^o  80  ist  ü^c)  =  0, 

so  dafts  also  (3)  2)  gilt 

Aas  Yonlebeiideiii  llsst  tich  iddiessen: 

ilst  (c —  c)  sehr  klein  und  entweder  ;>  2  oder  j)  =  2 
und  dabei  f^(c) .  f'(r)^0,  so  wird  der  Absolutwert  von 
\  (x — ar,)  iu  §  33  (1)  grösser,  wenn  man  e  um  ein©  onend- 
l    lieb  kleine  iK>8itive  GrOsse  B  ftndert 

! Folgesali:  Ist  die  Bedingung  in  (4)  für  alle  e  zwischen 
e  imd  V  erlttlt,  so  Iii  der  Absolutwert  tob  (x^r^)  um 
so  grosser,  je  näher  e  an  tr,  bei  constantem  r,  und  c'. 

Dies  gilt  ucb  wenn  an  der  Stelle  e  das  j»  nicht  constant  ist» 
Mden     von  j»  in  9  flbergebt 

Denn  unter  der  Voraussetzung  in  (4)  ist,  wenn  das  F(c)  in  (1) 
mit  Ff{c)  bezeichnet  wird,  absolut: 

>  F,(e) 

^rf(x,)Fj,{c+e)  >  ^rfix^F^e) 
-r/(xi)/>(c+ö)  > -rf(x,)Fpic+e) 
am  so  mehr  „  >  —  r/(xi)/>(c)      (W.  z.  b.). 

Im  AUgwneiiien  lisst  sieb  nicht  stgen,  dass  («— C|)  absolut  um 
so  grosser  sei,  je  näher  «  an  w  liegt,  einem  entfernteren  e  kann 
eine  grössere  Annftbernng  an  die  Wnrsel  entsprechen, 
aieb  wean  ^ — e  sehr  klein  ist 

Wir  habeu  uns  bisher  mit  den  Problemen  der  nähorungsweisen 
Bi Stimmung  und  Trennung  der  reellen  Wurzeln  ?ou  einem  be- 
hebigen  Werte  aas  beschäftigt 

Im  nichtten  Artikel  wollen  irir  die  analogen  Probleme  for  die 
complezen  Worseln  in  Untersschnng  nehmen. 


Digitized  by  Google 


144 


Appell:  Sur  le»  liynei  OM^mptoliques 


IX. 

Sur  les  lignes  asymptotiqueR  de  la  siirface 
repr&ent^e  par  T^quation  XYZ  =  T'. 

Par 

Paul  Appell. 


Les  coorduiinces  d'uii  point  de  cettc  surface  peuvout  s'exprimer 
eo  füQction  de  deux  paramt^trcs  u  et  v  do  la  maaiere  suivaute: 

(1)  r««*-+« 

«  et  o>  6tant  les  racines  cnbiques  imaginaires  de  rtuiit^,  c'est  k  dire 
T^rifiant  la  rolation 

Lea  courbes  reprtieat^  par  los  ^aationB  (1)  qnand  on  p  anppose 
tt  Oll  «  oonstant  sont  les  Ugnes  asymptofiqaeB  de  la  Barface.  Poiir 
le  demontrer  aoiu  allons  faire  voir  qae  le  plan  oscolateor  i  la  figne 
0    »1  eat  tangent  k  la  snrfiu».  Seit 

(2)  AX+  By-^CZ-^OT  =  0 

r^qaatioii  du  plan  oaenlatenr  4  la  ligne  «  »  V|  an  polnt  «  =  •!,. 
r^nation 

devra  admettre  la  racine  triple  u  =  11  faut  dune  quo  «,  soit 
racine  de  cette  equation  et  de  ses  deux  preniieres  derivees ;  ce  qui 
donne  poar  detcrminer  les  coefficients      B,  C\  D  los  relatious 
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jkjoatoüs  ces  rclatioas  mcmbre  a  membre}  nous  en  d^duisons 

Maltiplions  la  deuiüemo  des  rclations  par  er,  la  troisi^me  par  et 
^atons  les  de  nonvcau;  nous  avons 

Eafin  maltiplions  la  deoxi^mc  par  a^,  la  troisi^me  par  a  et  igoatons, 
■OOS  avons: 

L'^qpatiOD  (2)  dn  plan  oscnlateiir  est  donc 

Or  il  est  fiieile  de  Toir  qne  le  plan  est  tangent  k  la  snrfiiee.  En 
eftt  l'equation  da  plan  taogent  k  la  snrface  au  point 

est 

on 

oa  eufin 

ee  qpi  est  jtwtement  r^uation  (3). 

La  ligne  v  «  est  donc  tnen  nne  Ugne  asymptotique  de  la  snr- 
&C0.  On  vcrralt  de  m^me  qne  la  ligne  u*»Uj  est  ane  ligne  asymp- 
totif^ae  de  la  surface. 

Parin,  le  21  Mars  1077. 
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Bopp%i  Zw  KktmatSe  ^  Ai^n, 


Zur  Kinematik  des  Auges. 


▼on 


R.  Hoppe. 


f.  1.  Allgemeine  dirccte  Stellnngaftaderung  durch 

eine  Rotation. 

Bekanntlich  lüsst  sich  ein  starres  System  durch  Rotation  um  eine 
Axc  aus  jeder  Anfangslage  in  eine  bcliebif?  gegebene  Stellung  bringen. 
Die  Lösung  wird  pewöhulich  constructiv  gegeben  ^  doch  eignet  sich 
gerade  für  diese  Aufgabe  die  analytische  Behandlung  besonders,  da- 
mit der  Einblick  niclit  durch  die  Vorstellung  einer  so  grossen  Mau- 
nicbfaltigkeit,  wie  jene  Bewegung  sie  darbietet,  bedingt  sei. 

Da  es  sich  nnr  um  die  Stelloug  liandelt,  so  können  wir  einen 
Pankt  des  Systems  als  fest  annehmen.  Dieser  sei  Anfang  der  im 
Raome  festen  Coordinaten  rt/z  und  der  am  bewegten  System  festen 
«ijfjSi,  welche  durch  die  Relationen 


Terbnnden  seien.  Die  Axensysteme  der  offs  nnd  a-jy^Z]  mögen  jetsk 
die  Anfangs-  nnd  Endstellong  reprisentiren.  Es  seien  also  als  eon- 
stant  gegehen  die  Richtnngscosinns 


(1) 


der  Azen  der 


si  gegen 


m 


a 


die  Axen  der 


b 


ff 


c 
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Die  Richtaugscosinus  der  gesuchten  Kotationsaze  seien  C  be- 

züglich auf  die  Aien  der  ar,  «. 

Geht  nun  ein  Pankt  P  durch  Botation  am  dieselbe  in  Über, 
od  sind  jr,  s  die  Croordinaten  von  JP,  vnd  %,  %  die  von  Pj  in 
Besqg  anf  das  Banniflystem,  so  wkd  derselbe  Ponict  Pj  bextglieh  aaf 
dfie  Azen  der  X|,  y,,  ^  durch  die  Coordinaten  «,  y,  s  bczflglich  aaf 
£e  Azen  der  s,  s  durch  die  Coordinaten  o^,  yi,  bestimmt. 
Folgfidi  ist  gemäss  den  Behtionen  (1) 

Nach  diesen  vorbereitenden  Festsetzungen  sind  die  Bedingungen 
der  Rotation  aufzustellen.  Erstens  müssen  P  und  J\  auf  einer  Ebene 
liegrn.  die  normal  zur  Rotationsaxe  ist.  Diese  schneide  letztere  in 
.V  im  Abstand  n  vom  Aufangspankt.  Ihre  Gleichung,  sofern  beide 
Paukte  sie  befriedigen,  lautet: 

Zvettens  rnnss  PNssP^N  sein.  Bezeichnet  r  den  Badiusvector,  der 
fBTBflge  der  GL  (2)  Ar  P  nnd  Pi  denselben  Wert  hat,  so  ist  be- 
^fagu^gslos 

PN»  =s  p^N*  =  r«— 

md  wir  brauchen  nur  zu  notircn: 

«*+>•+»»  -  -  '» 

Drittens  muss  der  Winkel  PNP^  =  fi  für  alle  Punkte  (xyz)  denselben 
gegebenen  Wert  haben.  Dies  wird  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 

oder,  entwickelt  mit  Anwendung  von  (3): 

4-  -[- 



«••(1  —  COS^i)  =  a:a-,+ yyi  +  wi—(x--f  ^=^4-«*)  cos 
das  ist  nach  (2)  und  (3): 

(iLc+Äy  +  Ca)*(l--C0Sj4)  =  x{ax-\-a^y-\-  a^z)-{-y{bx+biy+b^) 

+  »(c»+  cjy + <v)  —  (a^+y*+ »*)  COSfA 

10» 
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Um  mm  ans  Tontehenden  Belationeii  die  Werte  tob  C 
n  finden,  identificiren  wir  bloss  die  Coeffioienten  der  letiten  Oiei- 
chang.  IHes  giebt: 

A^iX  —  C08/t)  =  a  — COS/i 
^(1 — OOSf»)  At~W«l* 
<7*(1  — COSfl)  —  fl^— COSf» 

2BC{\ — cos  /i)  =  + 

2C^(1  — cosfx)  =  c  -fo, 
2^Ä(1  — cosft)  «o^+i 


(4) 


Bnrdi  Addition  der  3  elrsten  Oleichnngen  eriiUt  man: 

cosfi  —  '2   

durch  Division  je  zweier  der  3  letzten : 

und  swar  ist 

I>»-ÄC(c+a,)(ai+Ä)^  2(i.eos|»)  

oder  nach  (5) 

Hiermit  sind  die  8  ersten  Gleichungen  erftllt;  da  aber 

—  (*2  +  q«)  +  (Ci  +  ab^)  —  {b^b^  +  c,c,)  —  ibiCi+b^ 

-  (4|+«i)a+«-*j-ci)  -  2(4»+Ci)(fl-coef») 

-2il«(l-00Bfl)(ij+<^) 

md  analog 

ist,  so  folgt  nach  Hulüplication  die  sediste  nnd  ebenso  die  übrigen. 
Didier  ipebt  es  stets  eine  nnd  nnr  eine  Rotationsaxe  nnd  einen  Bota* 
tbnswinkel  fi  bestimmt  dnrch  61.  (6)  (7)  (5),  welche  das  Azensjsteat 
ans  emer  in  die  andre  gegebene  Steünng  ttberffthren. 

Will  man  umgekehrt  aus  gegebener  Rotation  um  gegebene  Axe 
die  resoltirende  Stellung  finden,  so  hat  man  anmittelbar: 

assA*  +  ii—A^)cosii]    i,  -=  /i2-f  (1  — i^2)co8fi 
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?<tt  den  flbrigen  Biehtaugscosniiis  sind  mlehal  die  Siuniiieii  dreier 
Ptoo  bekannt  Die  Differenien  derselben  Pare  werden  dordi  die 
aflgenidngültigen  Bdationen  ^ 


ciuo,  z.  ß.  Ol — zurückgeführt,  dio  dana  allein  irrational  durch 


bestimmt  ist.  Setzt  man  für  a,  Äj,  cj,  ^j+c^,  c-j-oj,  Oj+A  ihre 
Werte,  so  crgiebt  sich: 


f.  3.  Abhängigkeit  der  Angenstellnng  yon  der 

Sehrichtnng; 

Der  Augapfel  lösst  sich  als  eine  Kugel  betrachten,  die  sich  in 
ihrer  Oberflüche  verschiebt;  ihr  Mittelpunkt  O  ist  daher  ihr  fester 
Punkt,  Selbstverständlich  wird  die  Augenhöhle  immer  als  ruhend 
angenommen,  und  jede  Bewegung  des  Auges  bedeutet  eine  zu  ihr 
relative.  Alsdann  sind  überhaupt  .'3  unabhängige  Bewegungen  des 
Au5:os  denkbar,  von  denen  aber  dasselbe  nur  2  ausführen  kann.  Da 
nau  die  Sehrichtung  nach  2  Dimensionen  variabel  ist,  so  ist  durch 
sie  immer  die  Augeustellung  vollständig  bestimmt;  es  handelt  sich 
nm  den  analytischen  Ausdruck  der  Abhängigkeit 

Bas  Listiag'scfae  Gesetz,  welches  die  Bedingung  enthftit,  setzt 
eine  gewisse  NormalsteDung  des  Anges  Torans,  anf  weldie  alle  andern 
gteUongen  Being  haben.  Das  Gesetz  besteht  dann  darin,  dasa  die 
Sehlinie,  d.  i.  der  dnreh  den  IGttelpnnkt  der  Linse  gehende  Badins, 
TOB  der  KonnalstellBBg  ans  nach  jeder  andern  Stellnng  hin  Iftngs 
eber  Ebene,  und  diese  in  sidi  selbst  giftet,  oder  dnfacher,  dass  der 
Angapfel  tob  der  KonnalsteUnng  ans  nnr  um  Axen  normal  snr  8eh- 
Ihde  rotiren  kann. 

In  der  Normalstellung  mögen  die  am  Auge  festen  Axen  der  x,, 
jTi,  mit  den  im  Räume  festen  Axen  der  a-,  s  zusammenfallen, 
nnd  zwar  sei  die  Sehlinic  Axo  der  m^.  Wenn  dann  das  Augo  von  der 


(«t-Ä)"+(«+4i)"-(l+«l)« 


.0C(1— cos/4)i^8inf4 
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KomalitelliiBg  ans  rotirt,  so  iit  C—  0,  daher  nach  (6)  JD  —  0»  md 
deaunfolge  iHeder  nach  (6) 

h+ci=^0  i   c+a,  =  0  (9) 
ferner  nach  der  dritten  61.  (4) 

—  COBfl  (10) 

nltfain  zufolge  (5) 

e,  -  a+*i-l  (11) 

Jetzt  erhält  maa  mit  Auweuduug  vou  (9): 

a  —  h^—eih^  —  *iCi+V 

Zu  beiden  einzeln  addirt  (11)  giebt: 

-  (l+<^)*,+V  -  (l+«^)a+«,»  a2) 

Endlich  findet  man  mit  Anwendung  von  (9),  dann  vou  (12): 


— a|<if  =a  OjC  «=  i>,4-Cja  =  Äj(l — a) 


-bb^  ^bc,^  a^+cbj,  =  0,(1-6,)  - 
Demnach  entspricht  der  Sehrichtung  {a^gCf)  die  Augeustellung: 

■■■■>  II 

i+^i  — ^ 

(13) 

o. — i+^i  *.=i-r+^i  "1 — »» 

Das  so  specialisirte  Orthogonalcoefficientensystem  hat  folgende  Eigen- 
schaft» Ton  der  wir  Anwendung  zu  machen  haben.  Bezeichnen  Lf  3/, 
N  und  L"^  Jf%  die  Riehtnngscosinns  einer  beliebigen  Geraden 
gegen  die  Axen  der  ar,     z  nnd  bzhw.  der  o-,,  y,,  2^,  so  ist  nach  (13) 

wo 

'=-1+0^"^    ^^  +^  ^^^^ 

gesetzt  Iit  Die  Grosse  K  söge  der  Modul  der  Geraden  in  Bosog 
anf  die  Sehrichtnng  heissen.  Ist  derselbe  noll,  so  hat  man: 

L"^L;   M''  =  M',   A"=  — ^  (16) 
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J)m  findet  statt  bei  allen  Geraden,  die  in  der  Ebene 

<"i«+*4y+(l+<^)*'=  0 
liegen  (oder  ihr  parallel  sind). 

§.  3.  Verfolgang  einer  geraden  Linie  mit  dem  Auge. 

Seien  P  nnd  P*  swei  ftnesere  Punkte,  bei  deren  Anblick  das  Ango 
die  in  (13)  ansgedrflckte  nnd  bzhw.  die  fi^eichbezeichnete,  dnrch  einen 
Strich  ttDtersebiedene  Stellung  baben.  Unterscheidet  man  nnn  dnrch 
8  Striche  die  Bichtnngscosinns  der  Angenazen  beim  Anblick  von  P* 
gegen  diejenigen,  welche  beim  Anblick  von  P  stattfinden,  so  ist 

(17) 

Führt  man  die,  beiden  Punkten  entsprechenden  Werte  (13)  ein  und 
Mtzt  zur  Abkürzung 

•-(1+0^(1+«:,')+^ 

SO  kommt: 

(19) 

+V-<^*»(i+V) 
^" — i-«i-V+«(i+«k)(i+0 

Verfolgt  uuu  das  Auge  die  Gerade  J'P\  so  gleitet  die  Sehlinio 
an  der  Ebene  OPP\  rotirt  also  um  deren  Nonnale.  Rotirtc  daun 
der  Augapfel  seihst  um  diese  Normale,  bewegte  er  sich  demnach 
ebenso  wie  er  sich  nach  Listing'schen  Gesetz  von  der  Noruialstellunp; 
Mi  bewegt,  80  würde  er  beim  Anblick  von  P'  in  einer  Stellung  an- 
kommen, welche  durch  3  Striche  uuterschiedeu  sei,  uud  tür  welche 
gemäss  den  Gl.  (13) 

^ärc.  Die  gedachte  Stellang  diffcrirt  TOn  der  wirklichen  nm  einen 
Winkel  d  bestimmt  dnrch  die  Gleichung 
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Cosa  -  a"a''+b"b''+e'*tf 

^"^       ift. " 


(20) 


weldier  die  daza  nötige  Verdrehnng  des  Auges  um  die  Seblinie  misst 
Fohlt  man  die  obigen  Werte  ein,  so  kommt: 

Sei  Pq  ein  Pnnkt  aof  PP'  und  bezeichnen  o,  ^  die  Winkel 
POP\  POPq\  dann  sind  die  Richtungscosinus  von  OPq 


sin«  i  Bin« 

c^8in(a — '^)-}-V8iP^ 


(22) 


Liest  man  9  vm  9^  ivadisea  und  entwickdt  die  Terftnderten  Bidi- 
tnngaoosiniui  Ins  anf  2.  Ordnnng,  so  gelien  <h«  ^     Aber  in 

(23) 

<H[l-^-f)+a,B(>,  c(l-^+cJii> 

WO  oi4,     «4  die  BiffiBrentialqnotienten  von     2^  <k  nach  d  beaeidi- 
nen.  Setzt  man  nun  an  die  Stelle  der  Geraden  PP'  ein  nnendlicli 
kleines  Stftek  derselben  Ton  Po  bis  som  oonseentiTen  Punkte,  so  er- 
halt man  naeh  Snbstitntlon  der  Grossen  (22)  nnd  (28)  Ar  Of,  ^ 
vad      Vi  V: 

2(l-cosa)  ==  -71+73?-  ^  -  -(1  +  03)^ 
daher  ist  der  unendlich  kleine  Ycrdrehuagswiukel  für  das  Linienelement 


S.  4  Rotation,  welche  das  Auge  aus  einer  Stellang 

in  die  andre  ftthrt 

Bezeichnen  A.  Ii,  C  die  Richtimgscosinus  der  Axe,  uro  welche 
das  Ange  rotiren  müaste,  um  vom  Anblick  von  P  direct  zum  Anblick 
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TOD  P'  za  gclaugen,  in  Bezug  auf  die  Axcn  der  ar,  y,  x  und  Ä'\  Bf\ 
C"  dieselben  in  Bezog  auf  die  Augcnaxen  in  ihrer  Anfangsstellung, 
so  kennt  man  zunächst  die  Werte  der  letztem  ans  (6),  (7),  n&mlich 

und  iwar  ist»  wie  alcli  ans  (19)  eiipoht, 

(i^^-iÄ)  (tT7-iiy  <^+'^)a+<^') 


(l+c,)(l+V) 


Ba,  wie  man  hieraus  sieht, 

öt,  SO  ergiebt  lich  der  Sats: 

Lässt  man  durch  Rotation  eine  Augcnstellung  direct 
in  eine  beliebige  andere  Ubergehen,  so  ist  der  Modul  der 
Botatiousaxe  stets  null. 

Demnach  ist  gemflss  (16) 

(») 


a+^)(i+v) 
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Diese  Rotation  weicht  offenbar  you  dem  stetigen  Verlaufe  der  Augen- 
beweguDg  ab.  Nimmt  man  aber  statt  der  Geraden  PP'  das  anendlich 
kleine  Stück,  wie  es  in  §.  3.  bestimmt  ward,  so  erhält  man  die  mo- 
mentane Rütatiun.  Die  Richtungscosiuus  ihrer  Axe  seien  ^i^,  Bq,  Cq  ; 
nach  der  am  Ende  von  §.  3.  angegebeneu  Substitution  findet  man 
ohne  Schwierigkeit: 


EqAq  = 


*3  h 


H  «4 


(26) 


F  8 


2(l  +  c,)-V 

und  nach  EinfUiroiig  der  Werte  (22): 

£qAq  sin  a  =  b^c^'  —  c^ff^-j-    cos  (a  —  x>)  —  bi  cos  ^  \ 

EqBq  sin  a  =  c^a,'— a,Cj'—  o,  COS  (a — ^)  +0,'  COS  &    >  (27) 

»od 

die  Coordinateii  eSam  Punkte  auf  der  momenttnen  BotationBaze,  ao 
steUen  die  Ol.  (27)  die  Ton  letzterer  erzeugte  Iwnisdie  FlAdie  in 
Parametern  «,  4^  dar.  Kach  Elimination  Ton  u  wird 


m    ^{<!^^+  C08  (g  —  ^)  I  —  &»'(ct+ coad) 


V 
M 


a^'iCf-\- COS  0)  —  «2 1 6V-[-C08(a —  0)\ 


(28) 


woraos: 


-fc^  +  cos^  =•  0; 


f  c,'+cos(a  -^)  =  0 


und  nach  Elimination  von  4^: 


oder,  weil 

ist: 


cos« 


o^j  +  ^ji^'+CjC,'  =  COSa 


ein«) 


oder,  iveiin        €^  die  RichtnngwosinnB  der  Ebene  OPP*  beidchnen: 
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Setrt  man 

od  gellt  dnicli  die  Sobetitation 

8iii2i5  1 
Va-Q  COBß  +  ZoSmß)-\-aQya     >  (39) 

^  mn2ß  i 

n  einem  nenen  Coordlnalenqrstem  Ober,  so  lautet  die  Gleichung  der 
kmnaehen  Fläche: 

Der  Ort  der  momentanen  Rotationsaxe  des  Auges, 
welches  eine  gerade  Linie  vorfolgt,  ist  also  ein  Kegel, 
dessen  Schnitte  normal  in  einer  Axe  gleichseitige  Hy- 
perbeln sind. 


§.  5.  Spcciello  Angenbeweguugen. 

Die  y  Axe  legen  wir  dnrch  die  Mittelpnnkto  beider  Augen  nnd 
de  horixontal,  die  w  Axe,  welche  dnrch  die  bereits  bestimmte 
9  Axe  mitbestimmt  ist,  verticaL 

Terfolgt  das  Auge  eine  Tertlcallinie,  so  beschreibt  die  Sehlinie 
eine  Ebene,  die  durch  die  »  Axe  geht;  der  Richtungscosinns  ihrer 
Nennale  gegeu  die  c  Axe  ist  also  null,  nnd  man  hat: 

1  V 


^      Bin«  C^' 


»0 


Der  Anfemg  dieser  Yerticale  sei  in  der  Ebene,  so  dass  auch  os  •>»  0 
wird.  Dann  kann  man  setzen: 


<4  »■  0;        *j  —  sin  y ;  =  cos  y 

—  sinaj       =  cososioy}   cj'  =  cos a cos y 

und  erhalt  nach  (17): 

„  cosa-f-cosy    .    f,       sin  of  cos«  sin  y  „ 


(31) 


(32) 


cos«  j ^ ;   «I  rf  co^o^y  i  «t  = 

sin«siny  cos«+cosy 

l+cosaoosy'         *      l+cos«cosy'  ^ 

.  ^  cost+cosy  sin^tsiny  .»r^ß^.- 

^  ■"•l  +  cos«cosy»  ^      l+cos«co8y'  ^ 
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Da  bier 

V—oosc;   1^=0;  «in« 

ist,  80  ergiebt  sich  sogleich,  dass 

FQr  dn  nneadlich  kleues  Stflck  der  Yerticale  b^giimeDd  ia 

«^«sin^i  dg  —  sinvcos^i  c,  =  cosycosO> 
wird  nach  (94)  der  Terdreluiiigawinkel 

a  iinya^ 

l+cosycos^ 

Die  Richtangscosluas  der  Kotatiousaxe  fUr  dirccten  Uebergang  vom 
Anfang  zum  Ende  werden  nach  (25) 


m«-l+tg*|  +  col«| 

die  der  iBomentaneB  Rotaüoanxe  nach  (27) 

sin^  cos^+  coay 

"   *'"\      siny  / 
Letrtera  beschreibe,  da  Uer 

«•-0;   ^  -  ooey;      — — «ayj 

lü,  den  Kegel 

AxeaaieUaagea  darch  die  Belatknea 


(35) 


(36) 


.  y+R ,  y+R 

»  — — sm  — j  - +^cos  — ^ 

erkeAul>ar  sind.   Kr  geht  in  den  geraden  Kogel 
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Aber,  wenn  y » B,  d.  i.  wenn  die  gesehene  Yerticaie  durch  die 
jr  Aie  geht. 

Die  Gende,  welehe  das  Auge  ?erfolgt,  sei  jetit  horiioiital  und 
nrar  der  y  Ax6  panUel  (eine  beliebige  Horizontale  wflrde  optiach 
einer  belieUgen  Geraden  gleichbedentend  sein,  weil  aich  letztere  immer 
Tom  Ange  am  aof  eine  Horizontale  projiciren  läsat);  ihr  Anfinig  liege 
in  der  «t  Ebene.  Dann  gelten  die  vorigen  Beraltate  mit  Yertaoadinng 
der  X  nnd  jr»  aowie  der  a  nnd  ft,  des  Index  1  nnd  fehlenden  Index; 
an  die  Stelle  Ton  «,  ^  trete  /,  d'.  Daa  Ende  der  Yerticalen 
and  Horizontalen  ael  ihr  DarcbBdinitt8|mnkt  P';  nm  diesen  sei  in 
ihrer  Ebene  ein  Kreis  mit  dem  Badins  f  besehrieben.  Ist  OP' » «s 
10  sind  die  Coordlnaten  eines  Punkts  des  Kreises 


»  =  waj'+iC089;  y  =  MÄj'+fsiny;  »  =  «c^'  (37) 
aad  sein  Badiasveetor 

ussyu*+i*+2utiat'eoB9+bt'mLip)  (38) 

Die  Identität  von  F'  für  beido  Gerade  ergicbt  die  Relationen: 

sin«  — cos«' sin  jf'  \ 
cosasin/    sin«'  >  (39) 

cosacosjp  —  OOS«' cos/  ' 

worans: 

cosy'  sin/ cos  y 

cos«""— j— I    sin«  "  ^ 


cosy        .    ,     sin  y  cos  y'        >  (40) 
C08o'«»-^5     sino  = — ~ — —       '  ^  ' 


=  1 — sin^y  sin^y' 
cosysiny'      ,  .     cosy'siny        ,  cosycosy' 

v= — V- — jk'^  V- — 

Teilegl  Duui  in  (36)  den  variabeln  Pnnkt  Pq  luu^  •'"i  >o  dass  d  In 
«  tbergeht,  ao  whrd  flir  die  Terticale 

idn/cosy        _co8/-ffccosy.       _  1 
dT^'  nibsiny     •  ^"""S 

Ar  die  Horizontale 

sinycos/         _  cosy+Arcosy^        ,  1_ 
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Diese  2  Botationsaxeii  ttat  momentaae  Yertical-  und  HorizonUl- 
bewegmig  des  Sehobjects  vergleicheii  wir  mit  derjenigen,  welche  dner 
Bewegung  in  beliebiger  Biehtnng  gemessen  durch  9  entspricht  Neh- 
men wir  zum  Ausgangspunkt  geradliniger  Bewegung  bis  P*,  also  an 
der  Stelle  des  Punkts  P,  den  Punkt  (87),  so  ist  fttr  o^,  ^,  sn 
substituirsn 

tm^'+fcosy    ubf'-j'iün^  ue^* 
%  u  n 

Für  ^  s  ft  gehen  03,  b^,     ttber  in  und  a^y  b^^  in 

Og^cosa — ycos« — cg'costt  — 
sin«     '        sina     *  sina 

wo 

cos«     öffll  +  V»  =»  — —  — ^   — 

sin  «     ^  Vi  —  (oj'  cos  -f  Aj'  sin  g>)' 
oder,  wenn  zur  Abkürzung 

eos^  —  n^'oos^+V^^' 


gesetzt  wird, 


cos«  — — J-jj^  ♦         —  "  y 


und  man  erhftlt: 

«l'COS^— COSqp       ,        bm*CO%^^%\Skfp  , 

*  sm^       *     *  sm^       »     «  T 

Bezeichnen  A(q>),  B{(p),  C{q>)  die  Richtuugscosinus  der  monentaiien 
Rotatiousaxo  ffir  Bewegung  des  Sehobjects  in  der  Richtung  9,  so 
findet  man  nach  Einsetzung  der  Torstehenden  Werte: 

EQ%viki^JL{ip)  —  (1+V)sinqp— VcosV» — (14^'— V*)»n9»— aiV«»9 
sin^^9) — og'oos^ — (14^')C0S9 = Of'ViB^ — (l+^'-^")c<»7 
shii^.C(9) — —  Of'sin^ 
sinv)' — 2(l+<^')sin«^ — c,'*co8*^ 

oder 

cos  y 

-^(v)  "jI^M  (cos y + ^'  cos  y')  sin  9  —  sin  y  sin y'  cos  y'  cos  9 1 
•^(9)  ~  -^^{siny8iny'cosy8in9~(co8y'+il-cosy)  cosqpj 

C(9)  —  ^(sinyoosy'cos^— -siny'cosysin^) 

N  =»  ifc^iii)  siu  ^ 
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Grfittn  die  fiberainatbomeiid  mit  (42) und (43)  fftr  9 sR  nnd  ^sO 
tabw.  in  A^C^  mid  A^'B^'C^*  ttbecgelien. 

Bei  vahireodem  tp  bew^  sich  die  momentane  ßotationsaxe  längs 
der  Ebene: 


sin  7' cos  ]^ 


cosy-f-  ^cQSy' 
ainy 


— «-t;  BIDVOOSy' 


=  0 


wie  sich  durch  Eliinination  yon  exntp  und  sin  9  crgiebt. 

Die  hier  behandelten  Fragen  schienen  mir  die  nächstliegenden, 
aof  deren  resnitirende  Formeln  eine  weitere  analytische  Uatersnchnng 
ach  atatzen  könnte. 
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•  XL 

Propri^t69  nouvelles  de  la  tangente 

et  de  la  normale  aux  courbes  du  »ecoud  degi-ö. 

P«r 

Georges  Dostor, 

ProfSetMnr  k  I«  Facnlt^  des  tehneei  de  lUniTonlltf  catholiqae  do  Pari«. 


1.  Definition  de  la  moyenne  harmoniqae  pur  diff^rence.  Od 
sait  qa'uQO  quaotite  A  est  dite  moycnnc  harniouiquc  üutre  Ics  deux 
qoantit^s  a  et  a\  lorsqu'oUe  satisiait  A  la  relation 

Nous  dirons  qu'uuo  quantite  B  est  la  moyeuno  harmoniqae 
par  differeucc  entre  b  et  b\  lorsqu'ellc  veritie  Tegalitö 

Ces  relations  existent,  pour  les  courbes  du  second  degre,  entre 
la  tangcute  et  les  distances  des  deux  foyors  a  la  normale  oorre- 
spondante,  et  entre  la  normale  et  les  distances  des  deux  foycrs  ä  la 
tangeute  correspomlante.  Elles  s'obtiennent  par  une  construction  geo- 
m^triquo  fort  simple  et  par  uu  raisouuemeat  tr^  facile. 

3.  Kstett«as  et  C«iitmicll#M  Ia  Is  Ifwe.  En  m  point 
if  («,  y)  de  l'eDipie 

menons  la  tangeute  MT  et  la  normale  MN  (le  loctenr  eil  priA  de 
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füre  la  fignre),  qui  rencontrent  lo  graad  axe  2a  de  rellipse  respec- 
ÜTement  en  T  et  iV,  et  posons 

Eii>ui(c  des  dcux  foyers  F  et  F'  abaissons  8ur  la  tangento  les 
perpondiculaires  FP  et  F'P'.  puis  sur  la  normale  les  pcrpeudiculaires 
FQ  et  F'Q'.  Si  nons  repri^seutons  ces  lignes  par  p  et  p\  q  et  q\ 
uoDs  aoroDs  evidemment 

(4)  9  »  JF1Q  »  JfP,  q'  ^F'Q^  ^MP*. 

Joigiunis  le  point  de  contact  M  mix  foyen  F  et  P'  et  posons 
kl  nyoos  Tecteim 

3.  Itapport  des  distances  des  deux  foyers  ä  une  tangreutc,  et 
les  mdmes  foyers  ä  la  normale.  Los  deux  rayons  vecteiirs  F^[  et 
fM  ^tant  egaleniciit  iuclines  sur  la  tangonte  MT^  les  doux  tdaaglea 
/ectaogies  MFF  et  MF'P'  sont  semblables  et  doonent 

PP       2£F  MF 


F'P*     MP*  MF*' 
00,  en  teiiaat  compte  des  uotations  (3),  (4)  et  (5), 

(D  ?.  =  %  =  ^. 


Ainsi,  Dans  Tellipse,  les  distances  des  doux  foyers  k 
one  tangeute  sont  cntre  clles  comme  le.s  rayons  vecteurs 
menes  au  point  de  contact;  et  les  distances  des  deax 
foyers  k  une  normale  sout  daus  le  memo  rapport 

4.  ProprKM  kanmlqM  4o  I»  tengoite.  Lea  doux  triangles 
tPF  Ol  TP'F*^  4tuit  semblables,  foanüssoDt  la  proportUm 


qui  peat  s'ecrire 


TP  _  FP  MP 
TP'  "  F^F'      MP'  * 

m^up  MP 


MT+MP'  MP'' 
00,  OB  Siyaat  6gard  aox  uotations  (2)  et  (4), 

T-\-q'  "  q'' 

On  en  tiie  YigMi 

Ml  UL  U 
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qui  revient  ^ 

DEvlHUit  ptr  Sgg'T  et  interrertiBsaiit  les  memlires,  oq  obCient  h 

Donc,  dans  rellipse,  la  tangontc  est  la  moyenne  har- 
raonique  par  diff6rence  entre  les  distances  des  deox 
foyers  k  la  normale  correspondante. 

5.  VtwpAM  luumoilqie  de  to  wmule.  Les  doox 
BemUaiiteB  AfQF,  JfQ'^  donnent 

m       FQ      MP  FP 


HO!     F'Q'     A£P'  F'F'* 

qa'OB  pent  torire 

MN  —  MQ  __  /^P 
MQ'  —  MN~F'P'* 

et,  ea  verta  dee  notatioiui  (2)  et  (8), 

iv — p  p 

on  ea  tire  T^galite 
qui  revient  & 

DiTisaot  par  9fp'N  et  intervertissant  lee  membree,  on  tronTe  la 
relation 

(in)  h'ii^+l,)- 

n  t'ensiiit  qua,  Dans  Tellipse,  la  normale  est  la  moyenne 
barmoniqne  entre  les  dlstnnces  des  denx  foyers  k  la 
tangente  eorrespondante. 

$.  Prednit  des  distaaees  des  denx  fvyen  i  nne  tanfente*  Si 
nons  fiüsons  tonmer  le  fraptee  PP'F'F  antonr  dn  eAt6  rectaagulairs 
PP',  poor  le  rabattre  en  FP'CD,  nous  formons  le  trapto  laoc^ 
CDFF'f  dont  les  diagonales  seront  les  droites 


FMC  —  F'MD  —  r+r'  —  2a. 

Or  on  sait  qne,  daas  tont  trapöze,  la  somme  des  earrfo  des  diago- 
nales est  ^gale  k  la  somme  des  carris  des  c6t6s  lat^ranx,  angmentte' 
da  donUe  rectangle  des  bases.  Kons  avons  donc  la  relation 
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2FC*  =  2FF'^+2FD.  F'C^ 

oa 

2(2a)»  =  2(2c)2  +  2.2p.2p'; 

difiaaiit  par  8  et  intervertissant  les  membreB«  on  obtient  Ift  reUtion 
qni  levieBt  k 

(IV)  = 

Oa en conclat qne,  Dans  Tellipsc,  Ic  produit  des  distan- 
ees  des  deux  foycrs  ä  une  tangente  est  constante  et  6gal 
aa  carr^  du  demi  petit  aze. 

7.    Produit  des  distanccs  des  deux  foyers  ä  une  normale. 

Dans  le  trianglo  MFF'  prolougcons  les  perpendiculaires  FQ,  F'Q\ 
abaissecs  des  foyers  sor  la  normale  3fiV,  jusqu'ä  la  rcncontre  cn  R 
et  R'  des  cotes  opi)oses  MF'  et  MF.  Nous  formons  le  trapeze  iso- 
cäe  FRF'R\  daus  lequel  les  deux  bases  sont 

qui  a  FI- '  pour  diagonale  et  F'R  —  r' — r  pour  cöte  lateral.  Nous 
a¥oiis  donc  la  relation 

2FF'*  —  2(r'— r)«+2.2«.2g', 

OB 

Mais  les  valeors 

(6)  r'-»aH  .  r=sa  

domieiit 

2car 


r'- 


a 


D  vicDt  par  suitc,  eu  sabstitoaut,  cu  divisant  par  4  et  en  interver- 
üssaat  les  membres, 

Or  riquatlon  (1)  de  relUpse  dornte 

OQ  a,  par  consequeot, 

Tel  est  le  produit  des  distauces  des  deux  foyers  ä 
uae  aormale. 
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8.  Sefneite  iitiwmMB  fn  U  ttafmU  «  Taxe  iMil*  La 

tangenCe  MT  est  la  bissectrico  de  Tanfl^e  an  soimnet  if,  extirieor  an 
triaogle  JUFF';  par  aalte  eile  diTiae  la  base  FF*  ea  paitiei  propor- 
tioBBeUea  aoz  eöt^  MF  et  MF*  de  l'aagle.  On  a  donc  l'ögaUt^ 

MF"  MF" 

oa 

F^r     F'T—FT  « 

On  en  tire  las  valenn 

(VI)  -FT--, 

9.  Longnear  de  la  tan^ente.  Dans  lo  triaogle  MFF\  la  droite 
MT  6tant  la  bissoctrice  de  Tangle  ezt^rieur,  on  a 

Alf*  =  FT.F'T—MF.MF'^ 


et,  comme,  en  vertu  de  (1),  on  a 


U  vieat 
d'oft 


«9  t 


(vn)  jr-^|yrr'. 

10.  laellaatiea  de  la  taageate  aar  les  layeas  veeteaia.  Appe- 
loni  y  l'anflfe  PMF^  qae  &it  la  tangente  afec  Ton  on  l'antre  das 
layona  vectaora.  Le  triani^e  MPF  nooa  donne 

PF=  MFurMFF, 

on 

p  ^  rata/. 

On  aurait  de  meme 
d'oä  on  tire 

sinV  — ^ 

qni,  en  ^gard  k  (lY),  donne 
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Ptr  le  mdme  triangle  rectangle  UPF  on  a 


il  vient  en  imütipiiaiit 


et  ea  Terta  do  (V) 
(IX)  Gosy  = 


11.  Projeftlons  de  U  tftngente  sur  les  rayons  Tecteon.  Celle 
projection  etant  Tcosy,  on  obtient,  en  remplacaot  T  et  ooif  par 
kan  Talenn  (VII)  et  (IX), 

(X)  rcoey  - 

13.  flcgiifle  idlerafaidB  |wr  la  lenMde  eur  la  dlslaaee  f»eale. 
Dens  le  triangle  MIT'  la  normale  MN  eel  la  bissectrioe  de  l'aa^e 
an  lommet  M\  per  com^qveDt  on  a 

en 

On  en  Üre  de  auite 

13.  Lenfnenr  ie  la  nermikle«  Le  triaafl^e  MFF'  donae  de  enlte 

JOr«  —  MF.MF'—FN.F'N^ 

on 

*  -rr-  ji  . 

d'eft 

(XH)  iV-^Vr7. 

14.  Projeetlon  de  la  normale  sur  les  rajons  Teeteors.  Cette 
projection  est  iVsiny.  Mettant  ä  la  place  de  iV  et  siny  leurs  valeurs 
(Yni)  et  (XII),  on  troave  qae 
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oa 

(Xm)  i^siny  — 

Dono  la  projection  de  la  normale  sur  les  rayons  vec- 
tears  est  constante  et  6gale  k  la  troisi^me  proportion- 
nclle  cntre  le  demi  graud  axe  et  le  domi  petit  axo  de 
l'eliipse. 

15.  Dliluiee  4m  «oitro  ie  FelUpM  %  tuio  tragnite.  Gette 
difltanoe,  qne  nom  repr^aenterons  par  i>,  Joint  les  miUeiix  des  o6tte 
latömix  dans  le  trapto  FPF'F*\  on  a  donc 

OD:=i{FP-\'F'P% 

011 

Mais  les  relations  (lY)  et  (I) 

JV  —  7 

donnent 
d'ob 

n  vient  par  suite 

OQ 

(XIY)  J5  = 

Si  nous  multiplions  cette  cxpressiou  par  la  valeur  (XII)  de  la 
normale,  nous  obteuous  la  rclatiou  remarquable 

(XV)  ND  —  i« 

Ainsi,  Dans  l'eliipse,  lo  produit  de  la  normale  par  la 
^iistance  du  ceutre  ä  la  tangcnte  correspondantc  est  con- 
stante et  ^gaio  an  carre  du  demi  petit  axo  de  la  courbe. 

16.  IMsItMe  dm  eentre  de  relllpse  k  mme  monule.  ICons 
döslgnerons  cette  distance  IM  par  d,  Pnisqme 

/3f  =  MP'—IP\ 
JM-^  JP—MP^ 
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M  €B  tire 

Mais  les  rclations  (Y)  et  (I) 

«/-^    ?-  - - 

n  Tient  par  suite 


(XYI)  d  — 


Koltiplions  cctte  cxpression  par  ia  valeur  (YII)  de  la  tangente, 
ooiu  obtenoDS  le  prodnit 

JlCI  »  —    ■— ,  • 

(xvu)  — 

17.  La  comparaisoQ  des  ^galit^s  (lY)  et  (XY)  fait  voir  d'abord  qae 
(ZVni)  ND^pp'\ 

de  meme  le  rapprocbement  des  valeors  (Y)  et  (XYII)  proave  que 
DoDC  OD  peat  dire  qae: 

Bant  rellipte  1®  la  tangenie  est  la  qnatri^me  pro- 
portionnelle  antre  las  distaaees  da  centre  et  des  danx 
foyers  i  Ift  ttormale  eorrespondante; 

2*  la  normale  est  la  qnatri^me  proportionnelle  entre 
Ist  distances  da  centre  et  des  denz  foyers  k  la  tangente 
eorrespondante. 
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Pnisqae 

on  Toit  qne  9*  et  —9  tont  le«  radnes  de  l'^uatioa 

qni  donne  par  soite 

(XX)  ^'^d+Vd^+Td,     q^—d+Vd^  +  Td. 
De  mftme,  comme 

p+p'  =  2D,     pp'  ^  iVZ), 

p  et  p*  8<mt  les  radnes  de  l'^qnatioii 

qai  düimo 

(XXI)  p  —  D—yn^—ND^  p'  —  z>+Vi>«— Az>. 

18.  Sebent  de  la  taug:ente  comprls  entro  le  point  de  eontact 
et  le  petIt  axe  de  Telllpse.  Soit  T'  le  point  oii  la  tangcnte  J/7' 
rencontro  Taxe  dos  y  et  posons  MT'  =  T'.  L'cquation  de  la  tan- 
geute  au  point  AI{x,  y)  de  rellipsu  etaut 

4a  ^» 

denne  ponr  rordoimfe  k  Torigbie 

y 

Or  par  les  triangies  semblables  on  a 

MT+m*  MT 


0« 


on  en  tire 


d'oü  ü  viont 


OT*  y  • 

3r "  «V  "öV 


BempUiQaiit  7  jMur  sa  valeor  (YII),  on  obtient 

(XXII)  T'  =.  Vrr'. 
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Mottijiluuii  cette  valenr  par  cette  (VII)  de  Ty  on  trouYO  qae 

(XXIII)  TT*  =r  rr'. 

AiDsi  le  point  de  contact  d^termine  aar  la  tangente 
eoBprise  entre  les  axes  denz  Segments  dont  le  produit 
est  igt^l  an  prodvit  des  rayons  vectears  melius  ao  point 
de  contaet 

D^aillenrs  la  partie  de  la  taugeute,  qai  est  comprise  entre  les 
aies,  a  poor  valear 

(XU?)  r+r  =  ^yi^. 

19.  Segrment  de  la  normale  compris  entre  le  point  de  contaet 
H  1«  petlt  axe  de  Tellipse.  Soit  JV*  le  point  oü  la  normale  MN 
reuoöutre  Taxe  des  y  et  posons  MN'  =  N'.  L'equatiuu  de  la  nor- 
lole  au  point  3/(x,  y)  de  l'ellipse  etant 

doaae  poor  Jt »  0 

Ia  ralear  abiolw  de  OH'  «st  dose 

OH'  - 

Or  les  triangles  semblables  neos  donnent 

MN*  MN 

'  ' 

N*  N, 


(9)  J^'^pi^. 

len^iagiiit     par  sa  valeir  (XU),  oa  troave  qae 

b 
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(XXV)  N'^^^t?, 

MiiltipliaatcetfeevaleiirpareeUe(XII)d6iV;  on  obtient  U  relation 

(XXVI)  NN*  =  rr*. 

Bonc  le  point  do  contact  detcrminc  sur  la  normale 
compriso  cntre  les  dcux  axes  dcux  segmcnts  dont  le  pro- 
duit  est  6gal  au  prodait  des  rayons  Yecteurs  menes  aa 
point  de  contact. 

La  partio  de  la  nonnale  qai  est  oomprise  entre  Im  axes  est 

0« 

(XXVH)  iV'  — A'-^ys^. 

20.  La  comparaison  des  formales  (XXIII)  et  (XXYI)  fait  Yoir  qae 

(XXYHI)  TT*  =  NN*, 

Cette  relation  estgöu^rale;  eile  existe  pour  tonte  esp^co 
do  courbo,  qui  est  rapport6e  ä  des  axes  rectangulairesj 
comme  ü  est  d'aiUeurs  fädle  de  le  ddmontrer  directement 

21.  n  serail  ais6  de  troiiTer  des  propositioiu  analognee  poar 
rhyperiiole  et  la  perabole  et  d^termiiier  la  natore  des  modificalioiis 
qne  doivent  lenrs  toonete  daas  les  deox  cas. 

Cependant  nous  tenons  k  demontrer  pour  l'hyperbole  les  pro- 
prietes  barmoniques  de  la  tangente  et  de  la  normale,  propri^t^  que 
nouB  avoos  Stabiles  aux  n^*  4  et  5  pour  Tcllipsc. 

Soient  F  F*  les  foyers  d'oue  hyperbole  et  y  les  coordonnöes 
d*un  point  if  de  la  courbe.  Appelons  toigoors  7"  et  iV  les  longoeim 
de  la  tangente  et  do  la  normale  mcn^es  an  point  3/,  et  d^signons 
encore  par  jp  et  p'  les  pcrpendiculaircs  abaiss^cs  des  foyers  snr  la 
tangente;  par  ^  et  ^'  oelles  men6es  sor  la  normale. 

Conce?ons  nne  dlipse  homofocale  k  rhyperiwle  et  passant  par 
le  mkm»  point  M,  La  tangente  k  l'hyperbole  sera  la  normale  k  oette 
eUipse,  et  la  normale  de  l'hyperbole  de?iendra  la  tangente  k  l'eUipee. 

11  s'ensuit  qu'il  soffira  de  changor  en  r,  p  et  p'  ou  q  et  q' 
dans  la  formule  (III),  poar  troaver  la  relation 

qnl  convient  k  l'hyperbole. 
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Koos  vojrODs  ainsi  quo 

Bans  rhyperbole,  iine  tangente  est  U  moyennQ  har- 
■aaiqve  entre  lea  distancea  des  deux  foyers  k  la  Hör- 
säle eorreapondante. 

Si  dans  la  formale  (II)  nous  rcmpla^ons  T  par  g  et  q*  par 
f  et  p\  noos  auroQS  pour  l'byperbolo  la  relation 

an,  •  i  =  .(!-L) 

DoDc,  dans  l'hypcrbole,  une  normale  est  la  raoycnne 
karmonique  par  (iiff6rcnce  cntre  les  distancea  des  deux 
fofers  i  la  tangente  correspondante. 

S2.  Si  Ton  Teot  ^ndre  les  mtaies  foraidee  k  la  parabde,  fl 
■fca      avppoaer  le  foyer  F*  transporU  k  Vvb&dL   Dans  oe  cas 

/  et  o*  deriendront  infinis,     et  3  s'annoleront  et  ü  en  r^snlteia 


XEL 

Propositions  siir  les  coniques. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  TMevtae  L  Dans  Tellipse,  le  prodnit  des  tangen- 
tes  dep  demi-angles,  qne  font  les  rayons  vectears  d'nn 
point  q«elconqne  de  la  conrbe  avec  Taxe  focal,  est  con- 
Btaat  et  6gal  an  rapport  des  denx  segments,  dans  les- 
qnels  ehaqne  foyer  diTlse  le  grand  axe;  et 

Dans  l'hyperbolc,  le  quotient  des  tangentes  des 
demi-angles,  que  font  los  rayons  vccteurs  d'un  point 
qaeiconqne  de  la  courbo  avec  l'axe  transverse,  est  con- 
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Btant  et  6gal  an  rapport  des  deiiz  Begments,  dang  les- 
qnels  chaqiie  sommet  diTise  la  distanco  foeale. 

Soient  F  ei  F'  les  deox  foyers  d'une  corneae  k  centro  et  M  üb 
point  quelconqae  de  la  coarbe. 

PoeoDB  leB  ngrons  vecleait  MFssr^  MF* « r*,  la diBtanee  foeale 
FF*  SS  re  et  lea  angleB  UFO  —  «,  3iF*0  s  o*,  O  ^taiit  le  omire 
de  la  eoniqne. 

Si  nous  repröscntons  par  2p  le  pdrim^tre  da  trianglo  MFF\  ce 
txiaogle  nous  donnera 


tangl«  -  y  —2p{2p-2r)      '  =  >^  -%,(2p-2r'>  ' 

OH,  ea  obflenrant  qae  %» sr-|-r'+^ 

tangio-|/  2r)    ""K  (2c-f  r'-r)(i4r'-f  2c)* 

l/(H^q-2c:^2r)(r+r'H-2e-4^  lA^P^E^fe!^^ 
(^^.^2c)(H-r4-2c-2r')  (2c-|-r-r')(r-f-r'+2c)* 

Mnltipliant  et  diviflant  ces  denz  ezpreasioiiB  entre  eUee,  on  ab- 
tient  les  relatioiiB 

/ox  2e  +  r  —  r' 

tangK      2c-^r  — r* 

Si  la  eoniqne  est  nne  eUipse,  ayant  2a  poiir  grand  axe,  on  ama 
r+f*  «  2a;  dans  ee  cas  la  fomnle  (1)  devient 

a  —  c      AF  A'F* 
(I)  tangl»  tangla'  «  -^r^  =  ^7-. 

oft  ^  et  ul'  dÖBignent  lee  BomnetB  de  la  conrbe,  qni  Bont  toIbIbs  des 
fi^fera  reqiectift  F  et  F*, 

Si  au  contraire  la  conique  est  une  hyperbolo,  dans  la  quelle  2^ 
est  Taxe  transvene,  on  anra  r'— r  =  2a}  dans  ce  cas  la  formale  (2) 
devient 

tangjq       c—a      AF  A'F' 


(U) 


tangl«'     c+a     AF*  A'F 


A  9i  A*  d^slgnent  eneore  les  aommets  de  la  conrbo,  qui  sont 
Toisins  des  foyen  respectifs  Ftit  F*. 


Digitized  by  Google 


D^Bterx  PnfM^km»  mtr  let  eonniMs;  173 

1  IM^rtae  IL  Dans  toate  parabolet 

1**  rordonnee  y  du  point  de  concours  de  deux  tan- 
goütes  est  la  moyennc  arithmetiqiie  entrc  les  ordoüues  y'  et 
y  des  poiuts  de  coutact  de  ces  deux  taugentes; 

^  rabseisse  x  dn  point  de  concoors  do  deux  tangen- 
tes  est  la  moyenne  gtomtoiqne  entre  les  abBciases  et 
des  poiots  de  eontact  de  ces  deux  tangentes. 

I^es  taugeutes,  men^es  par  les  points  {x\  y')  et  (ac",  y")  ä  la 
paraboie  Y*  ^  2pX,  sout  repr^sent^s  par  les  ^oatious 

V-j»(jr+«'), 

8i  ees  deux  tangeates  sc  rencontreat  au  point  («,  y),  on  devra  avoir 

(3)  W'=p(a:+x'), 

(4)  yif"=  P(x+^'h 

Ces  deux  derni^res  ^galitte  penveat  s'^crire 

(5)  2yy'  =  2px-^2px'  =  2px-\-y'^ 

(6)  2j^"  =  2px+2px"  =  2pz+y"*, 

atteadit  qne,  les  deux  points  y*)  et  y")  ^taiit  üMt  sw  la 
paiabole,  on  a 

%W— y^s  et  %N6"=y"*. 

Betranchant  (6)  de  (5)  on  obtieot  la  relation 

l^yCy*— y")  —  y*«— y"«  -  W+^'W--^% 

Divisaut  par  2(y'—y'%  on  tire  de  celle-ci  la  formale 

an)  y-^^. 

qai  d^montre  la  presii^re  partie  de  notre  6uon€6. 

I^ea  deux  ^gaUt^s  (3)  et  (4),  itant  divis^  membre  i  membre, 
■OOS  donnent 

y"  — «-f«"* 

on,  en  observaut  que  y'  =  V^a'  et  y"  =  y2|Kc**, 

y  a-f-x' 

De  catte  relati(m  <m  tire 
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et,  par  mite, 

»(V»^  -  VÖ  =       «  «.-yjj  =       (yj;^  yj;), 

Divisaut  par  y  a;*  — y«",  on  troave  qoe 

(IV)  «  -  ysv=, 

oe  qui  d^montre  la  seoondo  partte  de  notre  propodtioiL 

3.  Lcs  formales  (III)  et  (IV)  nous  permcttent  de  calculer  npi* 
demcDt  les  coordonn^es  des  points  oü  les  deax  tangentee  iwcn  d^ 
point  extdrieur  (x,  y)  toocbent  Ja  parabole. 

En  effel  la  premidre  (HI)  peut  s'ecnre 

(7)  -  2,, 

et  U  secoude  (lY)  rc\ieut  a 

(8)  -  2;>x. 

Lcs  ordouBte  jr'  et  aont  dooc  lee  ratinea  de  l'^qoatioii  da 
aecoad  degre 

qai  donae 
Oa  a  aiaai 

S 


at»par  aaüe,  e»  okamit  qae  iT*^ etiT*«  V^, 


(VI) 


0«»aiaB  ka 
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4.   youTelle  d^monstrttloii  des  deix  tb^ar^mei  d^ApoUoninfl 
de  Ferga.  Coasid6roii8  TeUipse 

rapportee  {i  deax  diam^tres  coiyiiga^s  2a*  et  26',  comprenant  entre 
enz  an  angle  6. 

Conpont  cette  ellipse  par  im  eerde  ooneentriqne 

(10)  ^+»'+2xyco8d  =  M 

Nous  aurons  l'equation  aus  conles  commancs  men^os  par  le  centre, 
cu  forniaut,  avec  ces  dcux  ^quations,  requatiou  du  second  degre  ho- 
mogene en  X  ei  y 

(11)  (l  -  ^ +2aycoeö+y«  ^1-^-0. 

Le  cerde  (10)  panen  par  deax  somoieto  oppoa^  de  l'eilipae  (9j, 
ai  les  deoz  diam^tres  d'intenection  (11)  ae  confondeat,  e'e8t'&<4iFe 
ai  le  Premier  membre  de  l'dqoatioa  (11)  est  an  carr6. 

Ainsi,  si  Ton  a 

(12)  (i-2)(i-^')-co»>e-o, 

le  cerde  (10)  scra  bitaugcnt  k  l'ellipse  (9)  et  lo  diamötre  de  ce  cerde 
sera  an  axo  do  la  conique. 

Les  deoz  demi-axes  a  et  6  de  l'dUpse  (9)  satiafont  done  k  la 
niatton  (12);  en  d'aatres  termea  leg  caxrfe  a>  et  ft*  des  dend-ftSSi 
de  BOtre  eUipse  (9)  soat  les  radnes  de  T^oation  (12). 

Gr  celle-d  peut  s'^crire 

Par  cons^qncDt,  en  vertu  des  relations  qni  existent  entre  les  coeffi- 
dents  et  les  racinea  de  l'^quation  da  second  degr^  on  a  do  saite 

(vn) 

(Vm)  a***  —  af*b**8m% 

ee  qoi  dtaontre  le  th&oxime  d'ApoUoaioa  poor  TeUipae. 
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Ott  procMertH  «ladMMiit  de  la  mtne  nani^re  poor  Thyperbole. 

Cette  deinonstration  fort  ingenicuse  est  donuee  dans  quelques 
Ecoles  et  Lycecs  do  Paris;  nous  regrettous  d'ignorer  le  iiom  de 
rautcur.  Elle  meritc  d'etro  signaleo  ä  Tatteution  dos  professeurs, 
autant  pour  sa  grande  simpUcite,  qoe  poor  soa  ei^uce  et  surtout 
poor  sou  origiaalite. 

Paris,  16  Jain  1877. 
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XUI. 

Der  Punkt  der  gleichen  Paralleltransversal 

Von 

Emii  Hain. 


en. 


Durch  oaion  Punkt  P  des  CoordinatcDdreiecki  ABC  riehen  wir 
zu  BC  eine  Pai-allcle,  welche  AC  iu  Ab  trifft.   Pgei  durch  die  Coordi- 
aaUn  p,,  bestimmt  Der  nnendlicb  entfernte  Pnnkt  Ton  BC  ist:  0  o 
—4.   Sonach  ist:  •   »  » 

Ah  =  epa  0  ^b-\-ej)e 

Ac  =  l/pa  +  0 

Trifft  PA  die  BC  in  P«,  teilt      mit  P.  die       harmoniieh  md 
ichneidet  -lOi  die  .1*^  in       dann  Hegen  die     in  eüier  Geraden 
£•  ist: 

Die  ^i«  liegen  in  der  Geraden  WcC^t+op»),  welche  der  ü^l^iZr, 
der  Harmonikalen  von  P,  parallel  ist 

Wir  finden  ferner: 
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Setsen  wir  ZAhM  ->  m,  so  ist  der  Ort  der  Punkte,  fttr  weiche  die 
Summe  der  Parallcltransversalstreokeii  constant  ist,  die  Gerado: 

Für  m  ^  a-\-h-\-c  wird  diese  Gerade  die  Uarmonikalo  des  Punktes 
h'c^.  Die  Geraden  a{m  -  h  —  r)  geheu  durch  den  Schnittpunkt  der 
beiden  za  einander  parallelen  Geraden  o,  a(6+c).  Somit  gilt  der  Sata : 

Für  die  Punkte  einer  zur  Geraden  <iilj-{~c)  parallelen  Geraden 
ist  die  Summe  der  Paralleltransversaleu  cuuätant 

Auch  kann  leicht  bewiesen  worden,  dass  die  Pmikte  A^At  «af 
einem  Kegelschnitte  liegen.  Er  hat  die  Form: 

gtm  «pi|»e(ip>+€!Pe) 


U. 


Setzeu  wir  A\fAc     <,  so  haben  wir  die  Glcichuugca: 

a{t  —  h)pa  +  htph  -j-  c{t  —  h)pc~'0 
a(<  —  c}pa + h{t  —  c)2)h  +         ctih  =  0 


Es  ist  also: 


1—6     t      «— * 


-0 


Setzen  wir  tHapm  —  tr,  wo  w  symmetrisch  in  Bezog  auf  das  Dreieck; 
so  haben  wir  die  Gltichnngen: 


woraus 


pa  =  w 


\  ab  ac 
1  0  hc 
1    6c  0 


=  bc{ah  •\-ac—  Lc) 


Es  gibt  also  einen  Punkt  welcher  der  angenommenen  Bedingung 
entspricht;  er  ist  ein  Punkt  4.  Ordnung  und  heis^it  der  Punkt  der 
gleichen  Paralleltransversaleu. 
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m. 

Werden  über  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  Qnadrate  errichtet, 
•0  bilden  die  den  BC  parallelen  Quadratseiteu  ein  dem  Urdreieck 
iloüiches  Dreieck.  Der  llomologiepunkt  beider  ist  der  Gnhe'sche 
Ptnkt  G  =  a.  Triftt  die  BC  in  (ja  «  ist  J  das  Inkreiäcentrum 
des  Urdreiecks;  su  babeu  wir: 

(?« =  0         b  e 
J=l  11 
JOa  =  h'^e     e       — & 

GbUe^ — bc  -{-ca  -^ab 

JOm  um  OhGc  in 

2abe     b{ca-\-  cb — al)      c(6c+ Äa  —  ca) 

TcgAiaden  wir  diesen  Pnnict  mit  ^  80  erhalten  wir  die  Gerade: 

0     c(te-J-Ä«— «o)     — Ä(ca+o6 — ab) 

IKete  Geraden  sebneiden  sich  im  Punkte: 

Q  S  Q(be'\-ba — ea)(ca-{-e& — ab) 

Wenn  wir  auf  der  andern  Seite  von  AJ  den  Winkel  (^17  auftragen, 
so  da?s  der  neue  Scheukel  die  BC  in  Ta  trifft;  dann  tretieu  sich  die 
Jr«  im  reciprokeu  Punkte  von  in  T=bc{ab-\-ac  —  bc),  Die  Coa- 
&trucüon  dieses  Punktes  ist  also  fulgeudc: 

Man  constmirt  Aber  den  Seilen  des  Dreiecks  ABC  entweder  nur 
Mck  Aussen  oder  nur  nach  Innen  Qnadrate.  Die  den  BC  parallelen 
Qaadratfietten  Mlden  dn  Dreieck  A'B'C.  Die  ÄA'  sebneiden  sich 
in  sei  das  Inkreisoontmm  des  Urdreiecks.  AG  trifft  BC  in 

JGm  die  GhG^  in  A^.  Die  AA^  schneiden  sich  in  Q.  Man  trftgt 
den  Winkel  ilAJ  auf  der  andern  Seite  der  AJ  anf,  so  dass  der  neue 
Scfaeokel  die  BC  in  7«  trifft  Die  ATm  begegnen  sich  in  T, 


IV. 

^'  sei  die  Mitte  von  BC^  U  der  Funkt  7  für  das  Mittendreieck. 
Die  Nonnale  von  IT  anf  B'C  treffis  B'C  in  A'«,  BC  in  Au,  Dann 
gftC  die  F!gnr: 


12* 
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ab-\-ac  —  hc\       F  2hc 


Der  Pankt  b*e*  wird  erhalten,  wenn  man  die  Abschnitte,  welche  die 
^Inkelhalbirenden  auf  den  Seiten  büdon,  mit  einander  vertaascht 
nnd  die  nenen  Tdlponkto  mit  den  Gegenecken  yerbindet 

Trifft  also  AJ  die  HC  iu  Ja  und  ist  BQ  =  CJ„,  so  schneiden 
siili  ilie  -I(^„  in  Q  =  h-c- ^  U.  Hierdurch  ist  also  anch  eine  Con- 
sti'ucüou  des  Punktes  2'  gegeben.   Sie  ist  lulgeudc: 

Han  liebe  durch  A  die  Parallele  xn  BC.  Diese  Parallden  bOden 
das  Dreieck  WBfi.  Man  siehe  in  diesem  Dreieck  die  Winkelhalbirai- 
dcn,  dadurch  wird  8((  in  3«  geteilt  0«  sei  m  solcher  Pnnkt  der 
QMK,  dass  OCU  —  ttS«.  Die  ACL  treffen  sich  im  Punkte  C  5  T. 

i^^ür  Ift^^  als  Fimdamcntaldreieck  ist  nämlich 

Cs 

Die  Seitennormale  Ton  O  auf       ist  also: 
wo 

das  ist: 

*     Übe  ' £bc 
Die  Sciteanonnale  von  £^  auf  W  ist  also: 

4F  be 

Vorlii^eit  SMB  tee  SctenBorssale  iber  hin  äe  die  i»C  im  T« 
thfti  so  ist: 

3/,     a*e\  ^ 

I>i<^  Ci;K'r;fek  rc  hot  Form: 
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Sdu  ist  a-(b  —  e)  der  Umkreispol  der  Geraden  ö  —  c,  d.  b.:  Die  Vcr- 
biodoogsgeradd  des  Punktes  der  gleichen  Parallcltraiisversalcii  und 
desselben  Punktes  des  Mittendreiecks  ist  die  Harmonikalo  des  reci- 
proken  ümkreispoles  der  Ycrbindnngageradon  aller  Symmetricpuukto 
erster  Ordnang.  £s  ist  ferner: 


ea  ea(he-\-ha — «i) 
aa    <i6(ca-|-  a&) 


SoBsdi  liegen  der  Schwerpunkt,  der  Pünkt  der  Reichen  Parallel- 
tnunrersnlcn  nnd  derselbe  Punkt  für  das  Mittendreieck  in  einer 
Geraden.  Dio  Seitennormalen  von  7,  ü  sind: 

ab+  ac—hc     2F  he 
a  '  ab'\- ae-^lte      a  £be 

Die  Mitte  von  TU  ist  der  Punkt  l*-\-c,  ein  Punkt  der  Geraden  /j—c 
Die  Gerade  aller  Symmetriepunktc  erster  Ordnung  halbirt  den  Ab- 
stand des  Punktes  der  gleichen  ParailcUrausvcrsalen  von  demselben 
des  Hittendreiecks. 


V. 

Zur  Einfabruttg  des  Punktes  T  in  dio  Momente  dilrfto  folgende 
Ableitung  dienen: 

AiAc  =  Bcliit  =  CaCb  —  t 

* 

BBalBC  =  t:AC 

at  at  ae — at 

o  e  e 

abi  -|-  act  —  abc 

TCa :  BaPa  =  AB;BC 

Die  Auflösung  der  letzten  Gleichung  gibt  den  Wert  von  L  Als  Uebungs- 
ao^ben  seien  folgende  erwähnt: 

Ist  eine  Dreiecksdte  die  mittlere  Proportionale  der  beiden  andern 
und  die  Snmnio  dieser  beiden  Seiten  gleich  der  dreifachen  Mittel- 
seile,  so  ist  dio  Paralleltransvcrsale  halb  so  lang  als  die  lüttelsdto. 

In  keinem  Breieck  ist  die  Paralieltransversale  das  harmonische 
Uittd  sweier  Seiten. 
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Die  Fläche  eines  Dreiecks,  in  welchem  eine  Seite  die  mittlere 
Proportionale  der  beiden  andern  ist,  verhält  sich  zum  Quadrat  der 
Mittelseito  wio  der  lukreisradius  zur  Paralleltransversalen. 

Ist  in  dnem  Dreieck  eine  Seite  das  liarmoniecfae  Mittel  der  beideii 
andern,  eo  ist  die  sweifiusbe  Mittelseite  gleich  der  drei&chen  Parallel- 
transversale  nnd  die  Terinnduiigsgerade  des  Schwerpunktes  mit  dem 
Pnokle  der  glichen  ParaUeltransversalen  Iftnft  sor  Mittdaoite  paralleL 


XIV. 

Isogonal  entsprechende  Gerade  des  Dreiecks. 

Von 

Emil  Hain. 


Die  Qleichnng  einer  €^eraden  in  trimetrischcn  Ponktcoordinatea 
besogen  auf  das  Ftndamentaldreieck  ABC  sei: 

Sie  treffe  die  BC  in  A^^  dann  ist: 

-^1  =  0  Cj  — 

Bi  C|  0  oj 
Ci  =    bi     —Ol  0 

Nehmen  wir  auf  der  BC  einen  solchen  Punkt      au,  dass: 

80  liegen  die  ebenfalls  in  einer  Geraden.  Ihre  GleicbuDg  wird 
auf  folgende  ^Ycisc  gefunden: 

Ziehen  wir  von  die  Normalen  auf  AC^  AB  nnd  beneiehnon 
wir  dieselben  mit  Ai{b)^  so  gibt  die  Figor: 
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■  *  ac 

1^00  ist  aber  aach  wegen  A^^O  cj  — 


Sonach  ist: 


ab 

ab 

ac 

06 

*  ÄCj  *  bCi — «Oj 

Bezeichueu  wir  die  Kormaleu  von  ^  auf  AC^  AB  mit  ^1(0)1 
10  erhalten  wir: 

a,(Ä)  =  ^,C'8iny-.^^4^ 


oder: 


^  bekommen  also: 

«.so    -f  ?a 

Die  9,  liegen  somit  in  der  Geraden  a-b^c^.  Ist  ^p»pt^  die  Har- 
monikaie des  Punktes  F  =  pa\  so  ist  a\ei  =  a*pa» 

Prqjiciren  wir  die  Figur  AA^^iiy  so  erhalten  wir  für  den  Schwer- 
poBkt  8  des  «rspraDglichen  Ihreiecks  ABC  einen  beliebigen  Punkt 
PSfrn»  Dann  trifft  AP  die  ifC  in  l*«,  der  Projedion  der  Mitte  von 
BCt  dem  Punkte       Die  Harmonikale  von  8,  die  Gerade: 

wird  die  Uarmonikale  von  P.   Diese  trifft  die  BC  in  Ha.    Da  iS» 
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in  der  ursprüuglichen  Figur  die  Mitte  der  Strecke  war,  so  siud 
jetzt  die  Punkte  ^j^j  bezüglich  PaHa  harmonisdi  cot^ogirt  Wird 
\XY  durch  ZT  harmonisch  geteilt,  ao  ist: 

y      <a  (g«    +     I)  ~  2xa  ya  ^ 

wenn 

Es  ist  dann: 


=  0 

1* 

TS 

Iii 

Z  = 

=  0 

1  =  i!P*  +  opc, 

= 

—  <yc 

Man  erhmt: 

Die  ^,  liegen  in  der  Geraden  ^Cj|)»^|»e^«  Biese  wird  also  auf 
lolgcudc  Weise  construirt: 

Bio  Oeraden  o,,  AP  treffen  die  BC  in  P«.  i7a  sei  harmo- 
nisch zn  P«  hezOglich  BC.  Ferner  trenne  0}  die  P«I^  hinnoniach 
von  Ai.  Die  Ha  bilden  die  Gerado  —  Ffir  pa'^l  wird 

^^P*W""Vf    «Ai«  -Ci  die  Punkte  P«iZi  filr  den  Fall 

P5  J=  1.  Dann  halbirt  AJ^  den  Winkel  A.  Da  uU«  senkrecht 
zu  ATa  ist  nnd  ^]9(|  die  Strecke  JaU  harmonisch  teilt,  so  wird  aach 
der  Winkel  A^A^i  durch  AJm  halbirt  Ist  also  die  Gerade  %  ge- 
geben, so  hat  man  folgende  Gonstmetion  der  Geraden  b^ci : 

Die  Halbiruugslinie  des  Winkels  A  treffe  die  HC  in  Ja.  Die 
Halbirungslinie  des  Aussenwinkuls  von  A  schneide  die  Gegenseite  in 
Ja.  Wenn  nun  die  Gerade  die  BC  in  -1,  trifft,  so  trage  mau  den 
Winkel  A^AJa  auf  der  andern  Seite  von  AJ,i  auf,  so  dass  der  ueue 
Schenkel  die  UC  iu  schneidet  Die  Si^  liegen  dann  in  der  Ge- 
raden Ä,C|. 

Wien,  Jnni  .1877. 
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XV. 

Heber  Interpolation. 

Von 

Neil. 


Die  LOtmig  telir  vieler  Probleme  dor  Mathematik,  Mechanik, 
ArtTOMBle  und  GeodAsie  Itat  nch  in  hohem  Grade  durch  Aawen- 
Ing  von  Tafeln  erleiehtem,  in  welchen  die  Zahlenwerte  gewisser 
taetioaen  Ar  eine  Anzahl  numerischer  Worte  der  Yerftnderiichen 
ssBQ^eben  sind.  Nun  ist  es  nötig,  ans  den  Zahlen  der  Tafel  die 
Werte  dtf  Fanction  auch  f&r  solche  Werte  der  Yariabelcn  oder  des 
iigumerts  der  Function  abzuleiten,  welche  in  der  TafeL  nicht  ent* 
hsUen  sind.  Die  hieriu  ndtige  Rechnung  nennt  man  das  Interpoliren. 
Bis  Fonueln,  welche  man  zu  diesem  Zwecke  entwickelt  hat,  lassen 

Gesuchte  in  aller  nur  wflnschenswerten  Schärfe  finden. 

In  den  Tafeln,  in  welirhcn  die  Fuuctionswertc  zusamracugostellt 
werden,  Uisst  mau  die  Arfiumentc  stets  nach  gleich  grossen  luter- 
Tallen  fortschreiten-,  zeigen  dann  auch  die  Functionen  gleiche  oder 
doch  beinahe  gleiche  Diöcreuzeu,  so  gestalten  sich  die  Interpolations- 
reohnungen  am  einfachsten,  indem  dann  gewisse  Aeudeningcn  des 
Arguments  proportionale  Aenderungen  der  Function  zur  Folge  haben. 
Bei  den  Tafeln  der  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  trigonome- 
trifichcn  Functionen,  welche  tagtäglich  gebraucht  werden,  ist  diese 
Anordnung,  und  zwar  mit  vollem  Rechte,  getroffen.  Nun  gibt  es 
ausser  den  genannten ,  noch  eine  sehr  grosse  Anzahl  anderer  Func- 
tionen, von  welchen  Tafeln  zu  besitzen,  für  den  Mathematiker  von 
pt)S8em  Interesse  wäre.  Wollte  man  auch  diese  Tafeln  so  ein- 
richten ,  dasa  bei  den  luterpolationsrechnungen  nur  die  ersten 
Düereazen  der  Functionen  in  Betracht  kftmen,  so  mflsste  man  den- 

tdbei  meist  dne  betrichtlicho  Ausdehnung  geben.  Die  sehr  grosse 
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Arbeit  der  Berechnmig  solch'  aimgedebliter  Tafeln»  so  wie  die  bedea- 
tenden  Dmckkoeten  solcher  Tolnminöser  Werke  wflrden  dann  aber 
in  gar  keinem  Verhältnisse  m  dem  Zwecke  stehen.  Hier  moss  sich 
der  Rechner  schon  gefeUen  lassen,  aas  den  Tafeln  von  geringerem 
Umfeng)  die  Fnnctionswerte  mit  BerAcksichtignng  der  höheren  Pif- 
ferensen  an  entnehmen. 

Bi'i  der  Anlage  solcher  Tafeln  ist  vor  allem  zu  cutschciden,  anf 
wie  viele  Decimalstellen  dio  Functionswerte  angegeben  werden  sollen. 
Denn  dieselben  sind  (ganz  vereinzelte  Fälle  ausgenommen)  stets  Irra- 
tionalzahlen,  welche  die  betreffende  Function  um  so  genauer  dar- 
stellen, auf  eine  je  grössere  Zahl  von  Stellen  sie  berechnet  sind. 
Doch  wird  man  hier  nicht  weitergehen,  als  der  vorgeschriebene  Grad 
von  Genauigkeit  unbedingt  verlangt.  Dann  hat  man  noch  festzusetzen, 
nach  welchem  Intervall  mau  die  Argumente  will  fortschreiten  lassen. 
Je  grösser  man  das  Intervall  nimmt,  um  so  weniger  uuifuugreich  wird 
die  Tafel,  aber  auch  um  so  umständlicher  werden  beim  Gebrauch 
deräclbeu  die  IntcrpolationsrechnuDgen. 

Durch  diese  Arbeit  soll  nnn  gezeigt  werden,  dass  bei  zweckmässig 
eingerichtetem  InterpolatioDsapparat  die  Tafeln  vieler  Functionen  nur 
eine  geringe  Ausdehnung  erfordern  und  doch  jeder  Wert  der  Function 
sich  .ohne  aUzn  weitlia^  Bechnnng  daraus  entnehmen  Usst 


§2. 

Wir  wollen  zunächst  ein  von  der  bisher  üldichen  Interpolations- 
methode verschiedenes  Verfahren  entwickeln,  bei  welchem  statt  der 
Differenzen  der  Functionswerte  gewisse  andere  Zahlen  zur  Anwendung 
kommen  und  wobei  sich  ausserdem  die  Logarithmentafel  mit  Vorteil 
gebrauchen  l&sst 


»  Ap)  ^6  Function  fargend  einer  Yariabelen  p  nnd  stelle  jr 
einen  Zuwachs  von  p  vor,  so  hat  man  nach  dem  Taylor^schen  Satie: 

-  /(j»)+/'(j>).y+i./"(j»)y*+ir(i»)  .y» 

wenn 

V.  8.  f.  gesetzt  wird. 

Geht  man  nicht  tiber  die  dritte  Potenz  von  y  hinaus,  indem  mau 
voraussetzt,  dass  die  Reihe  so  convergent  sei,  dass  die  vierten  und 
höheren  Potenzen  keinen  merklichen  Kinthiss  mehr  ausüben,  so  kann 
man  den  obigen  Ausdruck  auch  in  folgender  Form  anschreiben: 
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Setzt  man  daria 
so  wird 

/(i'4-y)  =/(;')  +  [i  +  a+«y)*ricy 

Durch  die  Benutzung  der  gewöhnlichen  Logarithmentafel  unter  Ilin- 
zuziehnng  der  Tafel  *)  der  Logarithmen  für  Summe  und  Differenz 
lässt  sich  das  zweite  Glied  zur  Scchten  ziemlich  leicht  berechnen. 

Die  AnirendlNurkoit  dieses  Yerfahrens  soll  Bau  in  mehreren  FiQen 
eriintert  werden. 

I  3. 

In  einer  Abhandlung  Aber  die  Wnrfbowegung  im  widor- 
itehenden  Mittel  in  diesem  Archiv,  TheiiXLYI,  Kr.  XX.  kommt 
Asadradc  ^or,  welclier  dort  die  Lambdafonetion  genannt  whrd, 

ist 

Nach  §  2.  findet  sich 

Für  den  besonderen  Fall  p  =  0  wird 

a     00,   6  —»  0,  c  =»  2; 

daftr  ist  aber  anch 

daher 

Die  folgende  Tafel  cutlullt  die  Werte  der  Lamdafunction  auf  6 
Dcciinalstellen.  Zugleich  sind  überall  die  zugehörigen  Werte  von 
loga,  log/v  und  logc  angegeben. 

*)  Die  vom  V'erfasser  bearbeitete  Tafel  der  füiifstclli|xcn  Logarithmen, 
dritte  Auflege,  Darmstadt,  VerlHg  von  J.  T.  Diehl  1670  eoth&lt  unter  andern 
tiw  TaftI  der  LogaritboMa  Ar  SamiiM  and  DifferenSf  in  welcher  man  sn  irgend 
cmm  log«  den  angeharigen  log(l-|>x)  angegeben  findet,  welche  daher  Ar 
^  <Ai(s  Reebnnng  aehr  bcqnem  lit 
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^0» +y)  =  ^{p) + II + (1 + 0y)«f Irr 


Ö.O'ÜJ 


"ÖD    f  —00  I0.3010H 

0.1  0.2003310.51850  .H.6<U65  0.303 Ift 


0.2 
0.3 
0.4 

0.5 
0.6 
0.7 
O.ö 
0.9 


0.40265, 0.204S2  .s.!tS21»7  O.oOl»: 


0.60888  0.00033 


l.O 

1.1 


1.U4088 

1.2G854 
1.50713 
1.75717 
2.01909 


2.29559 


U.l3866i0.3iy74 


0.880e5'9.85Q80  9.28657bJI8821 


löi 

0.1 


9.7^009.901080.04949 

9.61119  9.34358  0.36780 
9.50459  !».37(»88  0.38702 
9.40494  9.38722  0.40845 


9.31096 


9.22185 


9^558 


2.3 
0.4471612.4 


9.897940.46154 


2. 585C)1  9.13709  9.39r,07  0.47323 


l.2|2.8904.3,9.0563l|9.39076().49472 
1.3  3.21061|8.97918  9.38316i0.51591 
1.4!3.M668|8.90546l9.87881|0.58668|2 


8  s;;{i".i  i'.;_;ij:;is  o.ö^ui'T 


ib  8.H9898  8.88490 


l.G 
1.7 
1.8 
1.9 

2.0 
2.1 

■>  9 


2.5 
2.0 
2.7 
2.8 
.9 


4.26780  8.76731 
4.6:)374  8.70248 


9.36318jO 
9.35164  0 

9.33947  0 


5.05687,8.6402419.32688,0, 
5.47747{8.58042|9.31402!q. 


^5097 
57675 
59000 
61471 
632881 


5.91577>8.52288;9.3U108  0. 

0.3719(3  8.46740  9.28709  0. 
0-84620  8.41401  9.27498  0. 
7.33865  8.o6250,9.26205  0, 


7.84944.a81272 
8.378698.26460 


9.249280 


65051 

667Ü3 
08424 
70036 
71600 


9  23657 

8.92651 '8.21804'9!22408'0 
9.49299  8. 1721>6:9.21 178  0 
10.07823  8. 12927, 9.19968 'O, 
10.68280(8.066899.1877810 


781201 

47591 
70031 
77426 
78782 


II 


'.'.ITiii»;'  n  siii'i: 


FOr  2)  »  0  benutzt  man  dio  folgende  Formol; 

log^W  -  log(l  +  1^/2) +0,30103 +logy 
legi  =  9.22185—10 

Die  Tafel  enthält  die  Werte  von  ji{p)  nur  bis  zum  Argument  />  3. 
Grössere  Werte  kommen  in  der  Anwendung  selten  \or.  Sollte  dies 
dennoch  der  Fall  sein,  so  tindet  mau  im  §  10.  Methoden  angegeben, 
wodurch  diese  und  die  umgekehrte  Aufgabe  auf  verhältnissmAssig 
lachte  Weiflo  gelöst  werden  können. 

Dio  Lamdafanction  für  negative  Aignmonte  findet  sich  ebenfalls 
negativ,  d.  b.  es  ist  allgemein: 


S  4. 

Den  Gebrauch  der  in  dem  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Tafel 
wollen  wir  an  einigen  Beispielen  zeigen. 

1.   .^(0,729548)  soll  berechnet  werden. 

Hier  seUt  man  p  »  0.7  und  y  «  0.029548 
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■jlni    

lOga  ™ 

&47UDO 

logay  = 

7.97512 

log(l-f«^)  = 

Ü.(X>408 

-f-10g£r  == 

y.o<088 

o.47(Jöo 

* 

7.84549 

0.00304 

-flöge  = 

038702 

+logy  = 

8.47053 

loga072642  = 

8.86119 

yf(0.7)  =  1.5()713 
+  0.07264 

^(0.729548)  -  1.57977 

2.  ^(2,76348)  soll  bestimmt  trerdco. 
p  =  2.7,  y  =  0,06348 

loga  —  ai7296 

logy  a80264 

loga^  ^  G.97560 
log(l+a|r)  =  OAXXMl 
log»  =s  9.31178 
logy  ==:  8.80264 

l0giX-^il+ay)by)  =  0.00447 

+logc  =  a76031  ^2.7)  -  9.49299 

+logjr  =  8.80264  +  086938 

log0.369S3  —  9.56742  ^(2.76348  =  9.86232 

3.  Soll  auch  noch  ^(0.04352)  gosocbt  worden,  so  ist » =  0, 
p  »-  0.04352 

logy  =  8.63869 
]ogc>  —  7.27738 
logt =9.22185 

6.49923 

log(l-Hjr')  =  0.00014 
0.30103 
^.logy  =  8.63869 

log^Cy)  -  8,98986  folglich  wl(0.04352)  -  0^707 


Digitized  by  Google 


190  y^iii  Ueber  JnUr/ioiathm, 

Auch  die  umgekehrte  Aufgabe,  nämlich  zu  einem  gegebenen  A^m} 
das  zugehörige  x  zu  bestimmen,  kdnnen  wir  jetzt  Ideht  Utaen.  Wir 
erhalten  ans  unserer  Gleiehung 

Setzt  man  ^ip-\-y)  =  yiix)  und  versteht  unter  yi{p)  den  niicbst- 
lüeiAeren  in  Tafel  I.  stehenden  Wert  der  Lamdafunction,  so  ist,  wenn 

mi^Q  ^'^^^ — disl  nimmt,  y'  als  ein  erster  NiheruiigBirart  für 
p  zu  betrachten,  dies  gibt  uns 


Yemaehlässigt  man  hier  Torerst  das  Glied  gegen  1  und  setzt  y* 
statt  1/^  so  erhSlt  man  einen  genaueren  Wert  fOr  y,  den  wir  durch 

Wert  von  y  genau  erhalten.  Wir  liaben  daher  zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  die  folgenden  Qleiehnngon: 

_  A{x)  -  A{p) 
y- 


1+V 

y'  _ 

Sei  z.  B.  A{x)  »  6.20235,  so  gibt  die  Tafel  den  n&chst  kleineren  Wert 

-4(2.0)  —  6.91577 
^(;c)— ^(2.0)  »  0.33(i58 


— logc 


logV 


—  9.52709 

log(l+ay")  -  0.00107 

—  0.65051 

+logA  =  9.3l)10;3 

=  8.87658 

H-logy"  —  8.87Ü0Ö 

-9.a0108 

a,17219 

8.17761 

log(l+(l-faj^")  V)  =  0.00641 

=  O.OOG49 

logy'  =  8.87658 

i-&87009 

logy  =  8^87017 

—  8.52288 

Sf  -  0.07416 

logay"  =  7.39297  «  ^  P+V  *  2.07416 
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Abb.  FSnde  rieh  in  cUewin  Falle  logy  noch  betrftchtiich  yenchiedon 
Ton  logy,  so  wflrde  man  logy^  statt  logy  schreiben  nnd  die 

BcchDUDg  nach  der  Formel  y  =  i  [  (1  f  fqf^jÄjf*  widerholen. 
WcuQ  das  gegebene  Aix)  <^  0.20033,  so  findet  man 


Z.B.  »  0,08707 

log^»)  —  a99987  logy^  7.27740 

+logi  =  9.69897  +\ogk  —  9.29185 

logy'  =  8.63884  "^0.49925 

logy'>  =  7.27768  logi^+h"^  -  0.00014 

legt "  9.22185  log^=a68884 

6.49953  legi/  =  8.63870 

log(l+iy'')  =  0.00014  «  =  y  «  0.04352 
logy''— 8.63870 

Hier  stimmen  y"  nnd  y  vollständig  Qberein,  so  dass  die  letzte 

Wiederholnng  der  Becbnong  ganz  tlberflQssig  war. 


§6. 

Um  die  Anwendbarireit  nnaerer  Methode  des  Interpolirens  in 
rincm  anderen  Falle  zn  zrigen,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  eine 
Tafel  zu  constniiren ,  aus  welcher  man  den  natflrlichen  Logarithmen 
irgend  einer  Zahl  anf  6  DeeimalsteUen  genau  entnehmen  kann. 

Der  Taylor'schc  Lehrsatz  gibt  die  Beziehung: 
» lg    + y)  =  Igl, + ^ .  y  -  ^  .y «  +      .  y 3  -      .  y *  +  . . . 
oder,  weun  mau  nicht  Uber  die  dritte  Dimension  hinausgeht  und 


*)  Die  natörlichcn  Logarithmen  sollen  steU  darch  lg,  die  brigg'flcben  durch 
hf  bneiehnet  werden. 
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setzt: 


Wio  ans  dieser  Formel  zn  ersehen,  kommt  liier  wiederholt  die 
Au^be  Tor,  zn  einem  gegebenen  löge  (wo  stets  x<<l)  den  znge- 
bOrigen  Iog(l— s)  zn  bestimmen.  Termittelst  der  Tafel  für  Loga- 
rithmen der  Summe  nnd  Differenz  Iflsst  sich  wohl  diese  Anfsabe 
lösen,  denn  es  ist 


Wegen  des  wiederholten  Auftretens  derselben  wflrde  Jedoch  die 
jedesmalige  Umformung  allzu  umständlich  sein;  wir  geboi  daher  am 
Schlüsse  dieser  Abhandlung  eine  Tafel,  woraus  man  zn  iifend  einem 
gegebenen  log«  den  zugehörigen  log(l— 0}  ohne  weiters  entnehmen 
kann. 

Diese  Tafel  (V)  bedarf  keiner  besondereu  Erklärung",  da  sie  in 
ihrer  Einrichtung  mit  der  Mehrzahl  der  gebräuchlichen  Logarithmen- 
tafelu  übereinstimmt,  und  daher  nach  ihren  Ueberachriftcn  jedem 
SachverstUndigen  klar  sein  wird.  Nur  das  hat  man  zu  beachtcu. 
dass  bei  dem  wachsenden  Argument  .1  die  Functoneu  B  abnehmen. 
Die  Tafel  ist  als  absolut  vollständig  zu  betrachten;  denn  wenn 
logx>>  9.G9B97  — 10,  so  sucht  man  ihn  unter  Ji  auf  und  erhält  in 
dem  zugehörigen  A  den  log(l— «). 


Wir  lassen  nun  die  Tafel  der  natOrlichen  Logarithmen  folgen. 
Sie  enthalt  die  Logarithmen  einer  jeden  zweistdligen  Zahl  auf  6 
Dcdmalstcllen.  Die  Tafel  enthält  ferner  die  brigg'schen  Logarithmen 
der  Grossen  o,  h  nnd  so  dass  jetzt  die  in  §  6.  entwickelte  Fonnel 
nnmittelbar  angewandt  werden  kann. 


§  7. 
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IL  Tafel       natürllebeH  Lo^uitkmea« 


Ignat  (A»  +jr)  =    nat  /.  +  [1  —  (1  —a^)b^]ejf 


102.;3<l'2.>S5  8.82391[8.6P897  O.OlRHXil 
11  2  :^<i78r»5  8.782Ö2  8.6575H  5.05801 
122.484907  8.74473;8.61970  8.92082 
13  2.5(>4m9'8.70997  8.58503  8.88606 
142.6g9057:8.Ö7778:8-55284  8  85387 

15  2.708Ö50  8.(>47S2  8.5228«  8  8231»  1 
162.7725!^9  8.61070  8.40485  8.70588 
17;2.b3a213b.59;«0  8.46852,8.76055 
IS  2.«I0878'8.56864'8,44370{8.74473 
1.^  2.94448918  5451()!8.42022  8.72125 

20 2.9y5732!8.52288  8  39794  8.69897 

21  :l  044.-)22'8.5OlbO  8.37675  8  67778 

22  .J.uyiü42'8.48149  8.3565ü,8.657ö8 
3.18U94  a46218  aS8784^a68827 

24  a.l18064;8^70.a8187g'agl979 

'£>  3.218876  8.42697  8.30103  8.6020i 
2»;  3.258007  8.40894  8.28400  8.58:)03 
27  3.295837  8.30254  8.26761.8.56864 
2S3J82S05  8.37675  8.25181  8.55284 
293.367296  8.36151  ;8.23657  8.58760 


SO  3.401 107  8.:544j79  s.22185  8.52288 
3l3.4?^^.t<87  8.31455  8.20761  8.50864 
«3.465736,8.31876  8.19382  8.49485 
^3.496508  8.30539  8.18046  8.48149 
343.526961:8.29243  8.16749  8.26852 


p\  Vtga  I  l0g6  I  logr 


3.555348  8  28084  H.  1 5400  8.45593 
:'-6:$.583510  ««.26761  8.14267  8,44370 
31 3.61Un8  8.25571  8.13077  8.43180 
3.6:37506  8.24413  8.1 1910  8.42022 
3.66858218.28284  8.10791:840894 

4  J  i.«jssö70  8'22185  8.00601  8.30704 
41  3.713572  8.21 1 12  H.OStjlO  8.38722 
42,3.737670  8.20066  8.07572  8.37675 
433.76120018.19044  8.065508.36653 
443.784190  8.18046  8.055528.36655 
45  3.aK5662  8. 17u70  8.«  »457«J  S.:;  t(;7l • 
4Ö3S2SH41  8.16115  8.03621  8  3:3724 
0.850148  8.15181,8.02687 ,8.32790 
48:3.871201,8142678.017788.81876 
49^891820  8.13871  8.0087718.80980 


50:3.912023  8.12404  8.00000)8.30103 
51 :3.931826  8.116:^  7.09140  8.20243 
523.951244.8  10701,7.98297.8.28400 
53  a970292}a09968  7.9746918.27572 
54:3.9889841809048  7.966581^26761 

55  4.007:3:3:3  8.08:355  7.05861  8.25064 
564.025352  8.07572  7.95078  8.25181 
57,4.043051  8.06803  7.94310  8.24413 
S84.060443|8.06048  7.9355418.23657 
594.077537  8.05306  7-92812'8.23915 

604.094845iaO4576i7.92682!8.22185 


]gp       loga    log6  löge 


6014.09434518  04576  7.92082  8.22185 

61  4.110874  8.0:3858  7.01364  8.21467 

62  4.127134'8.03152  7:00658  8.20761 

63  4.148135  8.02457,7.80963  8.20066 
6'l!4.158883!8.01773,7.89279;8.19382 

65  4. 174387 i8!01 100  7.88606! 8. 18709 


66 
67 
68 
69 


4.18965518.00436  7.87943  8,18046 


4.204693 
4.219508 
4.234107 


7.99783  7.87290 


7.99140 
7.98506 


7.86646 
7.86012 


8.17393 
8.16749 

8.16115 


70,4.24X405  7.07881  j7.85387  8.15490 
7 1 ' 4.262680  7.07265  7.8477 1  '8. 14874 


2  4.276666,7.96658 


7.84164 


7.83566 
7.82974 


8.14267 


8.18668 
ai3077 


73.4.290459i7.96059 
74J4.304O65  7^5468 

75  4.317488  7.94885'|7.82801  8.12494 

76  4.830733  7.04310  7.81816.8.11919 

77  4.343805  7.03742  7.8124818.11351 

78  4.8d6709;7.98181  7.80688|8.10791 

79  4.369448!7.92628i7.8ül34!8.10237 


8014.382027  7.02082  7.79588  8  09(j!»l 
81'4  394440  7.91542  7.79048  8.09151 
82  4.40671917.91009  7.78516  8.08619 


8:3 
84 


4.418841.7.90483  7.77989  8.08092 
4.43U817i7.89968i7.77469l8.07572 


Isp      loga    'log6  log« 


85 
86 


4.442651  7.89449  7.76955  8.07058 
4.454347 !7.88941  7.76447  8.06550 

87  4.465908  7.884:59|7.75945  8.06048 

88  4.477387,7.87943  7.75449  8.05552 
89|4.488686|7J7462|7.74958  805061 

90  4.499810  7.86967  7.74 17:i  8.04576 
Ol  4.510860  7.86487  7.7:^903  8.04006 


7.86012  7.73518,8.03621 
7.7804918.08162 
7.72584  8.02687 


92  4.521789 

93  4  532599  7.85548 
i>4!4.543205  7.85078 

t  :».-,3877!7.84610,7.72l25  8.02228 
96  4.564:U8i7.84164i7.71670  8.01773 
07  4.574711  7.Ö3714  7.71220  8  01323 
98  4.584967  7.88268  7.7077418.00877 
99:4.5961207.82827  7.7083318.00436 
I0O:4.60517O|7.82891|7.69897,8.0000Ö 


Ignat 


f» 
»» 
ff 
f» 
>t 


1000=6.907755 
10000=0.210340 
100000=11.512925 
1000000=13.815511 
10000000=16.118(J96 
100000000=18.420681 
1000000000=20.723266 


1- 
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NtUi  IMter  IiUerpotatio»* 


Die  lutcrpolatioD  fUr  solche  zweistellige  Zahlen,  dcoeu  noch  ein 
Decimalbnicli  angehängt  ist,  liisst  sich  jetzt  leicht  ausführen,  wobei 
man  zweckmässig  nach  folgeudom  Schema  verfährt  Zur  bcaaeroa 
Ucbcrsicht  iBt  dabei  gesetzt  wordco: 

ay  =  «',   (1  — «'%  =  i',  (1-Z;>y  —  <?' 
Schema. 

loga  —  log(l^)  — 

+logy  —  -Hogtf 

loga'^i  +>ogy  — 

lOg(l-a')—  lOgc'  — 

-|-log&  —  logj>  = 

+logjr  —  -h?'  = 


logb'^  log(p+y)  = 

Ifan  gebt  mit  loga'  in  die  durch  A  bezeichnete  Spalte  unserer  Tafel  T. 
ein,  entnimmt  das  zugehörige  i/,  welches  =log(i — a')  ist  Gans 
ebenso  erhält  man  log  (1—6'). 

Vertaust  ht  mau  in  der  §  G.  entwickelten  Formel  y  mit  — so 
geht  sio  über  in: 

Dieselbe  findet  sich  auch  im  Fuss  der  Tafel  II.  aiigegtbeu  und 
liefert  dann  eine  grössere  Genauigkeit  als  die  erstere,  wenn  der  der 
zweistelligen  Zahl  angehängte  Bruch  ^  ^  ist  Die  Rechnung  wird 
ganz  nach  dem  gleichen  Schema  ausgeführt,  man  schreibe  nur  ) 
statt  (1— a'},  ebenso  (l-j-^  )  statt  ii—lf')\  auch  hat  man  schliess- 
lich e*  von  logp  zu  sobtrahiren. 

Ist  die  Zahl,  zu  welcher  der  Ignat  gesacht  werden  soll,  nicht 
zweistellig,  so  multipUcire  oder  dividirc  man  dieselbe  mit  dcrjen^en 
Potenz  von  lO,  so  dass  eine  zweistellige  Zahl  entsteht,  z.  B. 

lg  0.069378  «  Ig69.878  —  lg  1000 
igi>78432    —  lg57.8432+lglÜUA) 

Die  Logarithmen  mehrerer  aufeinander  folgender  Potenaen  von 
10  sind  am  Schlüsse  der  Taf.  II.  angegeben. 


§  8. 

IHircb  mehrere  Beispiele  wollen  wir  den  Gebranch  der  Tafel  IL 
erlftntem. 
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1.  Ig36.29  8oU  gosucht  werden. 

Mau  scUt    =  3G,    =  0.29 

loga  =r  8.26761  log(l— 6')  -  9.99824 

+]ogy  -  9.46240  +]oge  =  8.44370 

loga'  -  7.730()1  Mm  "  9.46240 

logU— a')      y."JD70Ü  logc'=»  7.90434 

+log&  »  8.14267  log/}  »  3.683519 

+l0gy  »  9.46240  H-«'=0.< 


log&'  »  7.60273  Ig36.29  =  3.591542 

Auf  8  Decimalstelleii  genau  ist  ]g36.29  =  3.5916  4222,  daber 
obiges  Resultat  noch  in  der  6.  Stelle  richtig. 

2.  lg  15.89  soll  gesucht  werden. 

Man  setzt  j»  — 16  nnd  y»0.89  und  erhalt  loga' —  8.69721, 
]og&'»  8.45474  und  log  c  »  8.76075,  c' »  0,057644,  Igp  =  2.708050, 
folglich  lg  15.89  =  2.765694. 

Auf  8  Decimaleu  ist  lgl5.89  =  2.7656  8998,  daher  unser  Resultat 
um  4  Einheiten  der  6.  Stelle  zu  gross.  Da  nun  aber  1.5.89 IG— U.ll, 
so  sct/.o  /)  =  IG,  y  =  0.11  und  benutze  die  im  Fuss  von  Tafel  II. 
stehcudc  Formel,  so  erhält  man  loga' =  7.G6118,  legi'—  7.53823, 
log c' =  7.8387G ,  o'-- 0,(H:)Gt;99,  lg/)  =  L>.772r)89,  daher  lg  15.89 — 
2.766690,  wulches  Kcsultat  uoch  iu  dur  0.  Stello  richtig  ist 

Pie  Ursache,  warum  das  letzte  Resultat  genauer,  ist  leicht  ein- 
aniaelien.  Denn'  die  dieser  Rechnung  zu  Grunde  liegende  Reihe  (§  6) 

coDVcrgirt,  wenn  y  sich  der  Einheit  nfthert,  nicht  rasch  geuag,  um 
dss  6lied  nüt  jr"  zu  vernachlässigen,  wie  hier  geschehen  ist  Da- 
gegen ist  nach  der  zweiten  Formel  y  am  so  kleiner  zu  nehmen,  je 
wOTiger  der  der  zweistelUgen  Zahl  angchfingte  Dedmalbmch  von  1 
verschieden  ist 

3.  lg  10.5  ist  zu  bestimmen. 

Hier  wäre  es  i^oicbgültig,  ob  man  nach  der  ersten  oder  zweiten 
Formel  rechnet,  weil  in  beiden  Fallen  y  »  0.5  zu  setzen  ist  ]>och 
wird  dio  zweite  Formel  etwas  mehr  Genauigkeit  gewfthren,  weil  fOr 
=  11,  die  Werte  von  a,  b  und  e  etwas  kleiner  sind  als  Ar  p— 10. 
Wir  setzen  daber 

la* 
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Iftlh  ütbtr  luterpolalkm. 


p  — 11,   y  — 0.6 


log«  —  8.782^ 
+logy  —  9.69697 

loga'=  8.48149 
log(l+a')  =  0.01296 
+\Qgb  —  a657^ 
+logy  -  9.69897 

\Qgh'  —  8.36951 


log(l+*') 
+10go 

lOgc' 

Igp 

lg  10.5 


-(xoioa6 

—  8.9&861 

—  9.69897 

—  «.ÜG7G3 

—  2.397895 

—  a(M6519 

=  2.351376 


Auf  8  Stellen  ist  lglO.5  -  2.3513  7526,  also  der  Fehler  gldeh 
f  Einheiten  der  6.  Bedmalstelle.  Diess  ist  indes  uch  der  nn- 
günstigste  FaD,  der  flberhnnpt  eintreten  kann,  wdl  iBr  solche  Zahlen, 
wie  11.5  oder  12.5  n.  s.  f.,  wo  y  —  i  zn  nehmen  ist,  die  Werte  von 
Qyh^c  stets  abnehmen,  ffir  andere  Zahlen  dagegen  immer  y  kleiner 
als  i  gesetzt  werden  kann. 

Es  lasst  sich  daher  behaupten,  dass  durch  die  Tafel  II.,  obwohl 
sie  nur  den  Kaum  einer  Seite  in  Anspnich  nimmt,  die  Aufgabe  ge- 
löst ist,  den  natürlichen  Logaritbmon  irgend  einer  Zahl  durch  eine 
leichte  R<»chnung  auf  0  Deeimalstellen  zu  bestimmen,  wobei  im  un- 
günstigsten Falle  die  letzte  Stelle  höchstens  um  eine  Einheit  unsicher 
sein  wird.  Nach  der  gewöhnlichen  Methode  des  luterpolirens  hätte 
man,  um  ein  gleiches  Resultat  zu  erzielen,  die  5  ersten  Differenzen 
in  Rechnung  ziehen  mUssen,  was  jedenfalls  viel  nmst&ndUcher  gewesen 
w&re. 


§  6. 

Die  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe:  Zu  einem  gegeben  Igx 
die  zugehörige  Zahl  x  zu  bestimmen,  bietet  nun  auch  keine  Schwierig- 
keit. Man  addirt  oder  subtrahirt  lg  10",  wo  n  so  zu  wühlen  ist,  dass 
die  solcher  Weise  entstehende  Zahl  zwischen  den  Grenzen  2.302585 
und  4,605170  enthalten  ist.  Setzt  man  dann  lgx  4:lgl0"  =  lg(/)-f-y) 
and  versteht  unter  lg/)  den  nächst  kleineren  Wert  der  Tafel,  so  er- 
hält man  Jetit  (siehe  S  5.)  die  snccessiven  K&hernngswerte  von  % 
wie  folgt: 


'     1  — V 

''^l— (1— ay'W 
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Nßil:  üther  Interpolation.  297 

«l'+y)-lg|»  -         -  A      =  y  und  (1- y)V'-  tf, 
80  wird  X  j 

Die  Reclmmig  JAsst  sich  zweckmässig  nach  folgendem  Schema  aas- 

fahrea: 


log/'-. 

— igp  =° 

+loga  = 

logy — 

log«  — 

log(l-y)  « 

 lOgC  = 

+log6  « 

logy'  — 

+logy"  - 

logd  — 

logy*  — 

log(l-/?)  - 

log(l-d)  = 

log/'  - 

loglfss 

Man  könnte  auch  lgx±lglO«  =  Ig(;,-^)  setzen,  und  würdo 
dum  unter  lg/»  den  nächst  grösseren  Wert  der  Tafel  verstehen,  dann 
hätte  man 


Hier  setzt  mau  a  =  Igp  -  ]g(p  —  y)         schreibt  (l-hr) 
(1  — y),  ebenso  und     +     statt  (1-/5),  (1— im  ihi^ 

ist  die  Reehuang  ganz  nach  dem  gleichen  Schema  misrnfüiiiiiL  mt 
maa  bat  schliesslich: 
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N*ll:  Uther  Jnitrpoiation, 


Beispiel. 

lglOO  = 

logl5  = 
o  = 
log«  = 

—log«  ' 

logy'  - 

+\ogl>  ■■ 

logd-« 
logy^' 


7.870sr>() 

2.765690 
2.7( 


=  0.057640 
=  8.76072 

-  8.82391 

=  9.93681 

=  8.52288 

-  8.451)69 

-  9.98730 

-  9.94951 


log/' 
-J-loga 

logy 
log(l-y) 

-flogi 

log<J 
logy' 
log(l-d) 

logp 

y 

P+9 


— 

9.94951 

8.64782 

8.59733 

9.98247 

a52288 

= 

9.94951 

8.45486 

9.93681 

9.98744 

9.94937 

0.88996 

15.8S:t9( 

-  1588.996 


Rechnen  wir  Uassclbe  Beispiel  anch  nach  der  zweiten  Methode: 

logl6  =  2.772689  logy  —  7.66124 

—\og{p—y)      2.765690  logd  =  7.52839 

~  logy  =  9.0414:) 

y  =  0.110015 
p^y  =  15.889985 
X  - 1588.9985 


«  — a006899 
logy'=  9.04291 
logj}  —  7.52786 
logy''  »  9.04145 


Dieses  Resoltat  ist  genauer  als  das  erstore,  wcU  hier  y  betrftcht- 
lieh  kleiner  ansfiel  als  dort 


§10. 

Bio  io  §  3.  mitgcteilto  Tafel  gibt  die  Worte  der  Lamdafimction 
nur  bis  zu  dem  Argumente  ;>  =  3.  Für  grössere  Werte  vou  ent- 
wickelt man  Aip)  am  zweckmässigsteu  in  eine  nach  fallenden  Po- 
tenzen Ton  f  fortschreitende  lieibc,  Kach  dem  früheren  ist: 

HA{p)  -  2yHVrfjp  -  2|»|/l+^i<'l» 

(    ,    1        1     ,    JL3         1.3.5  ) 

Wird  integrirt  und  die  Constaute  durch  C  bezeichnet,  so  ist 


Digitized  by  Google 


iN'e//;  Uctter  JnlcrpoiaUou. 
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Udi  den  Wert  von  C  za  bostünmen,  haben  wir  auch 

Die  Vcrgleichung  mit  der  obigeu  Reihe  gibt 

<^  =  i+lg2  -  05+0.6931 4718  =  1.1931  4718 
Die  obigo  Reibo  schreiben  wir  jetzt  in  folgender  Fürm  au : 

Ap)  =  1.193U7+;,»+l«;,+  [1  -  (1  -        ^]  J, 
Setzt  mau  darin  «  ^  /'j,  /J  =     y  =  i,  so  wird 


hier  ist 


log«  =  9.61979,   log/J  =  9.89794,   log y  =- 9.09691 


Cm  dio  Anwendnng  dieser  Formel  xn  erlftnternf  nehmen  wir  p  »7. 
Die  Tafel  II.  gibt  Ig7 —  lg  70— lg 10 =1.945910 


log«  —  9.01979 

-f  log^,  8.30980 

■ 

7.92959 

log(l~^^  —9.99629 
+log<3  -  9.39794 
+logi,  -  8.90980 

7.70403 


+logy  =  9.09691 

-f  log^,  =  8.30980 
logO.0025881  »  7.40451 
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200  N^f^i  Interpolation» 

1.19S147 

=  49.0 
+lgp  =  1.945Ü10 
+  0.002538 

A{7)  =  52.141595 
Ist  bei  der  amgekehrten  Aufgabe  das  gegebene  12,  so 

kommt  es  zunächst  darauf  an,  eiuou  Näherungswert  f ür  z  zu  be- 
Btlmmcu. 

In  der  Reihe  A(se)  »  «*+ 1.193  ...  +lg«+^^8      -  flbenteigt 

das  Glied  x-  die  Summe  der  folgenden  Glieder  beträchtlich,  so  dtss 
yZi{x)  schon  als  eiu  Nälierungswert  von  x  betrachtet  werden  könnte; 
doch  erhalten  wir  sogleich  einen  etwas  genaueren  Wert,  wenn  wir 

schreiben  x  =  V^i(x)— 1.193  «.  — Igx  und  dabei  Jg3  für  Igx  setzen, 
da  dies  der  kleinste  hier  vorkommende  Wert  von  r  ist.  Bezeichnet 
man  die  sncceniTen  ü&heningswerte  von  x  durch     m'\  c*,  so  findet 

sich  hiemach:   

s'  —  y^(a;>— 2.905 

-1.198147  —  Igx' 

«*-  |/^r)-1198147-lgr''-  [l-(l-^,)^J^, 

wird  hier  meistens  nur  wenig  von  x"  verschieden  sein,  und  ist 
dann  als  der  richtige  Wert  von  x  zn  betrachten.  Im  anderen  Falle 
würde  man  in  der  letzten  Formel  an  die  Stelle  von  setien  nnd 
die  Rechnnng  wiederholen. 

Sei  a.  B.  A»)  *  73  J78644 

x'  =  \  70.609  =  8.4;    lg8.4  =  2.128232 

ff".-  y  69.^2265  —  a357d 
]gj^  kann  man  mitteilt  Tafel  IL  bestimmen«  oder  man  milt^Kdit 
mit  S3Q65851. 

logw=  9.«1979  logFi    /i^^U  1  -  9.99016 

4.-8wl568S 


  +log7  —  9.09691 

log^l  —  J»t)  =  i>.99734  logOuQOl7832  =  7J^il9 
440iP  =  9.39794 

7.55110 
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1.193147 
+lg*"  =  2.123196 
+  0.C01783 

^318126 
78.173644 

69.8ÖÖÖ18 
c*"-  8.35796 

Dieser  Wert  von  x**  ist  so  wenig  von  x"  verschieden,  dass  wir 
hier  x  ->  x'*  nehmen  können. 


«  11. 

Zum  Schlüsse  soll  noch  gezeigt  werden,  wie  mittelst  einer  Tafel 
Ton  sehr  geringem  Umfang,  das  als  Gammafuuction  bezeichnete  Euler- 
S4  he  Integral  für  jede  Zahl  leicht  berechnet  werden  kann.  Dasselbe 
ist  deünirt  dorch: 


r(n)=.  ^jB»»-V-^--y^[^l0g^J 


In  seinen  Exercices  de  calcnl  integral  entwickelt  Legendre  fol- 
gende Bdbe  zur  Berechniuig  dieser  Fonction: 

logr(l     n)  —  log  (1  +  n)  +  B^n+Btn*  -  B^n^-\'B^n^  —  B^n^ 

Bie  Bedeatung  der  Coeffidenten  B  gebt  am  den  folgenden  Gleichnngen 
lierror: 

i/j  =  M{1  -  K) ,     B,  =  ^M(S^  - 1) ,         =  i^^C-Sa  - 1), 

B^  =  iMiS^—l),,, 

Dabei  ist: 

M  -0.4342944819 

K  —  Oi^7721 56649  (Constante  des  Intograllogaritlmms) 

^  j_ 
^  ^     "T      '  3*  •  4*"*"  • " 

^  ^  r»  "f*  ä»  "f*  ^  "1"  i^"!"  •  •  • 


1»^3»^3»^4» 
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A'e//;  Leber  Interpolation. 


Die  ZahlenwertG  der  B  sind  Legendro: 

ifi  =  ai8361  21KI37  6840  =  0.00125  53^20  86 

=  0.14004  56532  118  B^  =  OjOÜ051  80064  42 

J7s  ==:  a029S5  07326  917  =  a00022  13466  62 

^4  =  0.00693  81315  34  Bj,  =0.00009  69148  80 

B^  —  0.00320  75040  58  i/,o  =  0.00004  31930  49 

=O.U(KJ01  95112  17 
^„  =  0.00000  09061  69 

=  OXXXXX)  40995  17 
i»,4  =  0.00000 18999  80 

=0.0000008856  20 

Setzt  mau  in  obiger  Reihe  l-j-»  =^7»,  so  gebt  sie,  weun  mau  uoch 
Karze  halber  loglXp)  durch /^;))  bezeichnet,  über  iu: 

tkp)  — logf»+Ä|fp-  i)+^(i»-i)«--0j(j»~i)'+Ä4(p-i)* 

Durch  wiederholte  Differentiation  findet  sich: 

^'(^)  ^^M^ji^^  2B^(p - 1)  -  3/?3(|)  -  l)^+4.B,(p  - 1)3 

—  5i^5(;)-l)*+... 


+  30i/6(/,-l)^  — 


23/ 


r(  j>)  y  -  6Äs+24B4(j»-  1)  -eOÄftCj»-  1)«+ 120Ä«(p  - 1)» 

—  210Z^,(jj  - 1)*  +  ... 
Vermittelst  dieser  Reihen  erhält  man  die  folgende 

Mel  der  IMffBventlnIqnotlenteB  der  Chrnmataetlon. 


/'(p) 


./•"(;>) 


rip) 


1.0 

1.1 

1.2 
1.3 
1.4 

1.5 

1.0 
1.7 


).2:)«)(>  8158 
—0.1840  3443 
—0.1255  2843 
—0.0734  7867 
-^.0866  5897 
+0.0158  4739 
J-0.0517  4171 
-f-0.u905  7119 
l.Ö  1  4-0.1237  7020 
1.9  40*1^  8882 
2.0  -H>1^  1290 


-fU.714  3858 


-  -0.622 
- -0.550 
- -0.492 
- -0.445 
- -0.405 
--0.372 
- -0.344 
- -0.320 
--a298 
-^0280 


4739 
4149 
GOOO 
3067 
9794 
H122 
4966 
0638 
7825 
0918 


—1.044  093 
— O.S()8  421 
—0.641  903 
-0.520  486 
— a429  573 
—0.359  942 
—0.305  558 
—0.262  353 
—0.227  512 
— ai99042 
— ai7ö5(H 
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Die  Beradmimg  dieser  Zahlenwcrto  würde  übrigous,  wenn  p  sich  der 
ZiU  2  Dftheit,  sehr  beschwerlich  sein,  weil  in  diesem  Falle  die  obigen 
Bribei  langsam  convcrgircn.  Es  genügt  indessen,  diese  Werte  von 
f  —  IX)  bh  p  ~  1.5  zu  kennen,  weil  die  folgenden  sich  tlaraus  ab- 
leites  lasseo.  Denn  nach  der  Theorie  der  Gammafuuctioü  bestehen 
folgeiidp  Gleichuugcu: 

Vertauscht  man  in  der  letzteren  Formel  — «  mit  0  und  maltiplidri 
«e  mit  der  erelen,  so  wird 

'  Blasse 
Ii  dino  1+^  =    gesetzt,  so  geht  «ie  über  in: 

Wird  diese  Gleichung  logarithmirt  und  dann  wiederholt  differcntürt, 
sü  erhält  man  folgende  Ausdrücke : 

r(3-p)  

Setzt  man  z.  B.  />  =  1.1,  so  wird  3— jv  — 1.9  und  (p—l)»  «  arclö*. 
Diftr  findeo  eicii  folgende  Werte: 

/'(l  9;  =0.3387  23247  +  ni.l) 

/''(1.9)  =  0.9212  5610  -/"(l.l) 
/"'(l.a)     0.609  3786 

p  =  1.5  wird  auch  3— j>  =  1.5;  (|»— 1) »  —  arcOO*^.  Dadurch 
werden  in  der  ersten  nnd  dritten  Gleichnng  die  Werte  zu  beiden 
Seiten  des  Gleichbeitszeichens  identisch  gleich.  Die  zweite  Gleichung 
gibt  dagegen: 

daher 

/"(1.5)  =  lJ/(«*~-8)  =  6i/,— ii/  (siehe  unten). 
Seilt  man  in  den  3  Gleichungen  p  »» 1,  so  erhält  man: 

/  '(2)  00  —  00 

/•(2)-2Af+/-'(l)+oo-oo 


* 
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Dtt  AatecfaeD  der  waluren  Werte  dieser  nnbeetioiiiiteii  Avidrttcke 
nadi  den  bekennten  Begeln  ftthrt  sn  f<dgenden  Besaiteten: 

^(2)  =-  3f-f /'(l) 

Diese  Werte  lassen  sich  noch  vereinfachen ,  denn  die  in  diesem  Para- 
graph angefüUirten  Beihen  fttr  /"(p),  /"{p)^  f^{p)  gehen,  wenn  man 
darin  p  =3 1  selsty  in  die  folgeiiden  einftebeii  Ansdrilcke  Aber: 

/'(l)=:-lf+Ät 

Werden  dieselben  oben  eingesetzt,  so  erhält  man 

Nnn  ist  bekanntlich 

i«»  =  l+^,+^,+],+...==^   und  MS,^M+2B^ 
daher 

iMn*  -  2MSt  —  2Af+4^s 

wodurch  endlich 

/'(2)  -  2i^, 
f  13. 

Ein  Blick  auf  die  Tafel  der  luimoriscben  Werte  der  Differential- 
quotientcn  der  Gainmalunction  (§  11)  zeigt,  dass  der  erste  derselben 
anfänglich  negativ  ist,  zwischen  p  =  lA  und  1.5  durch  Null  geht, 
nnd  dann  positiv  wird.  Daher  erreicht  die  Function,  weil  der  zweite 
DifTerentialquotient  zugleich  positiv  ist,  innerhalb  der  augeführten 
Grenzen  ein  Minimum.  Legendre  findet,  dass  dieses  statthabe  bei 
dem  Werte 

p  — 1.4613  21451 

und  das  Minimum  selbst 

r(p)  =  0.88560  31944 

Wir  lassen  Jetzt  die  Tafel  znr  Berechnung  der  Gammafimction 
folgen.  In  derselben  sind  die  Werte  dieser  Fnnctioii  nnr  Ton  p^l 
bis  j9 » 2  enthalten,  was  ToDstftndig  genfigt  mn  IXp)  für  Jedei 
andere  p  leicht  abanleiteo. 

Die  Grössen  a,  c  sind  mittelst  der  in  §  11.  mitgeteilten  Ta- 
belle für  /'{p),  f"{p),  f^ip)  berechnet  worden  (siehe  §  2.). 
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^         Der  Umstand,  dass  der  erste  DMferentialqaotieiit  Inneilialb  der 
Grenzen  der  Tafel  sein  Zeichen  ändert,  liat  aucb  ^e  entBpieebende 
Modification  des  Interpolationsvcrfahrcns  zar  Folge,  wie  dies  bei 
beiden  Teilen  der  Tafel  im  Kopf  nnd  Fuss  derselben  angegeben  ist 
m.  Tafel  der  legaiftbrnlsehen  Werte 
der  Oaaunafanetlen. 


togn[p+»)=iogi\i»)— [1- 

logHi») 

ioga 

log6 

logc 

1.0 

0.000  0000 

9.68769 

0.15378 

9.39912 

1.1 

9.978  3407 

9.63640 

0.32819 

9.26490 

1.2 

9.962  9225 

9.5896G 

0.34092 

9.09874 

1^ 

9.953  0203 

'  9.51079 

0.52530 

8.86616 

1.4 

9.948  0528 

i  9.5072G 

0.92179 

8.42584 

1.461t>äl  1  9.947  2392  |  (MiuiDialwert) 

loglTp-jr)  =  logITj»>+[l+(l+<v)*ricy 

logAp+y)  =  logIXp)+[l+(l  -ay)«f]«|f 

p 

loglTp) 

Ioga 

log& 

log« 

1.5 

9.947  ö44y  1 

'9.470611 

1.10752 

8.19996 

1.6 

9.951  lOSO 

9.48648  1 

0.53214 

8.73882 

1.7 

9.958  3912 

9.40458 

0.27916 

8.95699 

1.8 

9.9G9  1287 

9.37465 

().ni')9 

9.09262 

1.9 

9.983  0693 

9.34647 

9.984^S7 

9.18946 

2.0 

0.000  CKXK) 

9.31987 

9.88237 

9.26390 

logil[f»-y)  =  log/Xi»)-[l- 

-(l+4qr)^]ey 

Um  die  Gammafunction  für  ausserhalb  der  Tafel  liegende  Algtt- 
mente  zu  borecbnen,  kann  mau  folgende  Formeln  benutzen: 

Gammafnnction  fiftr  positive  Zablen 

ft  bedeutet  einen  ecbten  Bmcb 
m  iigend  eine  ganse  positire  ZaU 


JT2+f*) 

/T3+^»)  = 

(i+^)(2-f^*)n(i+^t) 

* 

• 

* 

(i+f^)(2+/tt) ...  (^-i+^)r(i+|A) 

Für  ti  = 

0  folgt  daraus 

i.2.d..(M— 1) 
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Gammafanction  für  negative  Zahlen 


n  1     ^     j_  ^^-'^^ 


<i-<t),i(i+^)(24-,»)(a+|i) 

(1— ^)f*Cl+M)  -  ("»-ff*  j 


Die  Worte  tob  logiU+M)  ond  von  log  21(2— fi)  werden  aas 
Tafel  IlL  cntuommen.  % 


§  18. 


Die  Vorschrifken  des  vorigen  Paragraphs  sollen  wieder  dnrch 
einige  Beispiele  erlftntcrt  werden. 

1.  Gesucht  wird  loglTLOeS).  Hier  setzt  man  |»  =  1,  y  a068 

loga  y.G87G9 


log(l— ajr) 

4-iogÄ 
4-iogi^ 

log(l-(l-«y)Ay) 
+loge 

logO.0154494 


+logy  —  8.83251 

81)2020 
9.98537 

0.15378 

8.83251 


8.97166 
9.95728 
9.39912 

8.83251 

^.18801 


i:ixE 


logitl) 0.000 

—  0.015  4494 

logr\1.068)  »  9.984  Ö506 


Auf  Ü  DeciinalL'u  genau  ist  logJ\1.0G8)  =  9.984  .')r)2  D8ö ,  daher 
das  obige  Resultat  um  21  Eiuheiteu  der  7tea  Decimalc  fehlerhaft. 

Setzt  man  nun  aber  p  — 1.1,  y  =  0.032,  und  rechnet  nach  der 
im  Fuss  des  ersten  Teils  der  Tafel  III.  angegebenen  Formel,  so  wird 
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loga  —  9.63640 
+logy  —  a50öl5 

log«y  =  8.14155 
log(l+ay)  =  0.00598 
+\0Qb  0.22810 
4-logy  =  8.50515 

8.78983 

log(l+(l+<iy)ÄSf)  =  0.02320 

-f-logr  =  9.2G490  logAl.1)  =  9-978  3107 

+logy  —  8M)blb  +  0.006  2123 

IogO.0063123  —  7.79325  lQgIll.068)  =  9.984  5530 

Da  dieses  Resultat  noch  in  der  siebenti'n  Stelle  richtig  ist,  so 
Ttinl  man  stets  diejeuigo  der  beiden  Formciu  aDwcnden,  für  welche 
üis  jf  am  kk'iusteu  wird. 

3.  Es  toll  logi\1.4dU)  bestimmt  wcrdcu. 

Nich  der  Formel  im  Kopf  vom  ersten  Tcä  der  Tafel  III.  ist 

l>  — 1.4,  y  — a069 
^     „       „      „  Fuss  vom  zweiten  Teil  der  Tafel  III.  ist 

p  -»  1.5,  y  —  0.011 

Legt  man  die  letzteren  Werte  zn  OnrndOf  so  findet  sich 
]€gni^)=  9.947  3953,  was  bis  auf  1  Einheit  der  siebenten  Stolle 
richtig  ist 

3.  log  I\7 .31374)  soU  berechnet  werden. 

Nach  den  Formeln  des  §  11.  ist  zu  setzen  m  -  7.     =  0.31374, 

IXm+t^)  =  (l+#»)(2+|*)(3+l»)(4+fi)(5+,i)(6+|»)./l:i+|») 

l-j-j»      1.31374  «  daher  p  =  1.3  und  y  =  0.01374 

logiTl+l»)  -  9.952  0570 
log(l+fi)  -  0.118  5094 

log(2-f  ^i)  —  0.864  8145 
log(3-f /i)  0.520  318-1 
log(4-|-;t)  =  0.634  8539 
log{b-\-n)  «  0.725  4003 
tog(6+*»)  =  0.800  2867 
logA7.31374)  -  ail5  7402 
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NßUi  ÜAtr  hUtrpolatimu 


§  14 

Was  nun  die  umgekehrte  Aufgabe  betrifft  ,  zu  einem  gegebenen 
I\t)  das  zugehörige  x  zu  bestimmen,  so  hat  man  zunächst  zu  unter- 
suchen, ob  es  hier  nur  eiue  oder  mehrere  Lösungen  gibt.  Liegt 
Fix)  zwischen  den  Grenzen  0.886G  und  1.0  oder  \ogI\x)  zwischen 
9.947...— 10  und  0.0,  so  zeigt  ein  Blick  auf  Tafel  III.,  dass  es  2  Werte 
von  X  gibt,  welche  sich  auch  (siehe  §  b.)  leicht  bestimmea  lassen. 

Um  auch  So  anderen  FftUen  darüber  in's  Klare  za  kommen, 
stellen  wir  nns  die  Aufgabe,  die  Cnnre  za  constmiren,  deren  Glei- 
chmig  ist:  y  —  IXx). 

Nach  den  Fomeln  dos  §  11.  findet  man  leicht  folgende  Werte: 


X 

y 

X 

.  X 

y 

0.0 

CO 

2 

1.0  1 

6 

120 

0.5 

1.7724 

3 

2.0 

7 

720 

LO 

1.0 

A 

6.0 

8 

5040 

1.4616 

0.8856 

5 

24.0 

9 

4032Ü 

Die  Gonre  (s.  Fig.)  erstreckt  sich  anf  der  positiven  Seite  der 
Ordinatcnaxe  mit  3  Aesten  NCBj  NDF  in's  Unendliche;  fttr  den 
ersten  derselben  ist  diese  Axe  eine  Asjmptote.  Der  Absdsse 
AM=siM^  entspricht  die  Onünate  MN=OM„.^  welche  des 
kflrzesten  Abstand  der  Cnnro  Ton  der  Absdssenaxe  angibt  Fttr 
negatiTe  Werte  von  c  sind  die  y  teils  negativ  nnd  teils  positiv  und 
zwar  von  0  bis  ^1  stets  negativ;  von  —1  bis  —2  immer  positlT 
n.  s.  f.  Fflr  Jede  ganzzahlige  negative  Abscisse  ist  y  ==  co  d.  h.  die 
Gnrve  besteht  anf  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  ans  einer 
unbegrenzten  Zahl  von  Zweigen,  welche  durch  Asymptoten  getrennt 
sind,  die  in  den  Abständen  —1,  —2,  —8, ...  der  F-Axe  parsUel 
laufen.  Die  Scheitel  N\  2\r,  N'^^  ...  dieser  aufeinanderfolgendes 
Zweige  nfthem  dch  fortwährend  der  Absdssenaxe,  denn  es  Ist 

Jf'A'  =  -S.ö4«.,   jr'iV"=2.31...,  Jtf'Ä^  — —  089-., 
M^N'^^a.U.^j   Af^iÄT^— —  0.06. 

Hieraus  ersieht  mau,  dass  jedem  positiven  y,  welches  >  0.8856  zwei 
positive  Werte  des  x  entsprechen,  wovon  der  kleinere  zwischen  0  nnd 
1.46...,  der  andere  zwischen  1.46...  und  x  liegt.  Ausserdem  gibt  e.'' 
daftU"  noch  eine  unbegrenzte  Zahl  negativer  Werte.  Negativen  Wertoa 
des  y  entsprechen  dagegen  nur  negative  Abscissen,  ebenCalis  ia  im- 
begrenzter  Zahl 
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Wir  beschrftoken  uns  hier  daranf,  zu  einem  gegebenen  I\x)  die 
Itciilcu  j)ositiven  x  zu  bestimmen.  Hier  sind  vor  allem  genäherte 
Werte  zu  suchen  und  dieselben  dann  noch  zu  vorbessern.  Da  indes 
die  Ermittelung  derselben  sehr  zeitraubende  Versuchsrechnungen  er- 
forderu  würde,  so  teilen  wir  liier  ciuo  abgekürzte  Tafel  mit,  die  sehr 
nscb  zam  Ziele  führt. 

IT.  Tafel  lun  Aufliiebeii  der  Nlberngswerte  «let  or, 
wenn  logf^x)  gegeben  Ist. 


c 


o.ooor4.o<> 

0.0002,3.70 
lll0OO3;3.52 
O.OOC4  3.40 

(i.'üut»,>  :i.:{u 
O.OUO»;  3.22 

ftoüo;  3.1Ö 

O.OCOO  3  05' 
iLOUlO  3.00 


:io 
18 
12 
10 

8 
6 
6 

5 


Ö.Ol  2.00 
Ü.U2  l.tiO 
0.03  1..V2 
0.04  1.39 

U.dö  1.2!) 
O.Oü  1.21 
0.07  1.14 
0.081.08 
0.09[L03 

( Uü  0.9b 


"^.001  3  00 
1 0.002  2.70 

O.UUl  2.40 
O.OOö  2.3U 
0.00«j  2.22 
0Cnj7  2.1.'> 
0.ix»s  2.01» 
0A^2.O4 


30 
18 

r. 

10 

8 
7 

0 


i 


V 


31 
17 
13 
10 

8 

(> 
5 


0.1  0.9J* 
0.2  O.OU 

o.;;  <»..i8 
0.4  o.:?,') 

0.50.25 
0.60.17 

0.70.11 
0.8  0.07 
O.y  0A>3 

T.oojöb 


32 
18 
13 
10 
.s 
(i 
4 
A 


c 


1.0:0.000 

1.1  0.!>7S 

1.2  0.lMi3 
1.3i).9:)3 
1.49.948 

L5  9.91« 

1.6  9.9r,l 

1.7  9.95« 
1.89.969 
1.9  9.983 

2.0  0^^000 
2.10.020 
2.20.042 

2.3  0.067 

2.4  0.094 

2.r>  0.124 
2.(i  0.155 

2.7  0.189 

2.8  0.224 

2.9  0.2»32 
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8.64.238;;| 

8.7  4.329' 

8.8  4.420,;^5 

8.9  4^513|^,;; 
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9.2,4.792i^*^ 
9.3  4.887  ^ 


9.414.981 

9  5  .'i  077 
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96 

);)077„. 
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9.H|5.365 
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Sei  7..  B.  logr(x)  =  3.115  9572,  so  liefert  uns  diese  Tafel,  indem 
iiiuii  auf  die  trewöhnlithe  Weise  iuterpolirt,  für  x  die  beiden  Nähe- 
ruDgswerte:  U.U0077  und  7.314. 


Den  ersten  kOnnen  wir  leicht  genauer  erhalten.  Denn  bezeichnet 
Bian  die  saccesBlTen  Nfthemngsworte  durch  a\      o^, so  gibt  uns 


Im  Zähler 


£0  +  ^) 

Mtzen  wir  ff'  an  die  Stelle  von  fi,  wfthreod  der  Nenner  das  gegebene 


die  Gleichung        =  den  Wert  /t 


«lifiui. 
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Nelti  üeber  JuHrpoltttiM. 


I\z)  ist,  daher  x"  —  -^U^r— .  und  cbcuso       =>  ^^i^f  - ;  der 

i  ^af ;  i  («j 

letztere  Wert  wird  meist  schon  geuan  sein,  so  dass  wir  ihn  x 

setzen  können. 

liehineii  wir  danach  x'  =  0.00077,  so  gibt  Tafel  III. 

logr(1.00077)  = 

daher  0.000765715.  Dio  fernere  Rechnung  liefert  x  =  Om  )765717, 
welcher  Wert,  wie  man  sieht,  Ton  «"  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 
Wie  der  andere  Wert  von  x  genauer  gefunden  werden  kann,  soU  im 
folgenden  Paragraphen  gezeigt  werden. 


§  15. 

Die  Gkichnng  I\m+ii) « (i+|«)(2+,i)...(m-l+|i)rtl+,»)  -r(x) 
gübe,  wenn  der  Wert  von  x  =  7.314  genau  wftre,  m=7  und  fi  =0.314. 
Die  ganze  Zahl  m  is*.  hier  richtig  bestimmt,  das  n  dagegen  bedarf 
noch  einer  Correction,  welche  durch  ^/a  bezeichnet  werden  soll,  so 
dass  dann  also  x  «  m-|-fi4-^^- 

Nimmt  man  von  obiger  Gleichung  die  Logarithmen  und  beachtet, 

dass 

logIKl+|i)  =-log(l+rt+Äif» -  ^af»*+^4l**  -  - 

so  erhält  man- 

logn«+rt  « log(2+f0  +  log(3  +  f»)+...  +  log(m— l  +  /i)  +  B,f. 

Da  in  unserem  Falle  fi  nur  näherungsweise  bekannt  ist,  so  scUt 
man  jetst 

cIlogfl[m+fA)  ^  log/Tx)  — logrtm  -\- fi) 

und  schreibt  Jti  statt  dfk 

loglTa-)  — logHw-j-fi) 


Die  Reihe  im  Nenner  schreiben  wir  in  folgender  Weise 
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und  setzen  zur  AbkQnimg 

«1  =  3^3, 
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fr 


5^6, 


«4 


7B; 


Die  Losung  der  Aufgabe  ist  daher  durch  folgende  Gleichungen  ge- 
geben: 

A«+ 1*)  =  (1 + f*)l2 + n) ...  (i»  - 1 + ^)  AI 


Dabei  ist 


+««<«'(/'»—(»)+••• 


log  3/ 

9.G37784 

U.lb3G13 

lügaj 

A 

3.19184 

lOgffs 

8.20514 

0. 

2.22931 

logir^ 

7^5943 

2.07719 

lOgCT; 

6.94063 

A 

21)3016 

6.3.3168 

2.01204 

log«,^ 

2.00538 

In  onserem  Beispiel  i8t  m-«7,  fiss  0.314,  log  Hm -j-^)  =  3.1159572, 
logHa?)  —  ICgrXm+ii)  -  —0.0002170 


3/:(2  4-u) 

=  U.187G81 

ß 

=  0.183613 

=  0.131048 

-  0.079298 

Jf:(4+,i) 

=  0.100671 

»0.000951 

-Är:(5-|-M) 

=  0.081726 

=•0.000020 

=  0.068782 

0.009908 

0.263882 

^'^^^-^S- -^-^26026 

,i  4- z/fi  =  0.31373974 
X  =  7.3137397 

Hier  bflttc  man  «»7.3137400  finden  sollen  (siehe  Beispiel  3.  §  12.). 
Der  Fehler  O.0000003  ist  so  klein,  dass  er  nicht  in  Betracht  kommt. 
Wenn  in  einem  solchen  Falle  der  echte  Bruch  f»  nur  wenig  kleiner 
ist,  als  1,  so  convergirt  die  Reihe  f«)+(%fi*(/>»— !»)+... 

sehr  langsam,  und  mQsstcn  deshalb  viele  Glieder  derselben  berechnet 
werden.  Mau  kann  sich  diese  Rechnung  erleichtem,  indem  man  fOr 
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m  einen  um  1  grcissorcn  Wert  uimmt  und  für  (i  seiuc  Ergänzung  za 
1  setzt;  in  —  fi  ist  jetzt  dieselbe  Zahl,  die  vorher  durch  m-|-f*  he- 
zeiclinet  wurde,  also  ist  in  den  vorigen  Formeln  fi  loit  — |i  zu  ver- 
tauschen. Die  erste  Gleichung  wird  daher 

IT«-,»)  -  (l-rt(2-fi)(3-,e)...(iii-l-,i)JTl-.rt 

III  —  Ii)  lässt  sich  nicht  dircct  aus  Tafel  HI.  berechnen,  daher  setzen 
wir  in  der  Formel 

IXfi)^]  m+li)  (tiohe  I  11.) 
(1  — |a)  an  die  Stelle  von     und  erhalten 

dies  oben  eingesetzt  gibt: 

Am  -  Ii)  »  (2  -    (3  - 14) . ..  (m  -  1  -    n2  - 1*) 
Die  anderen  Formeln  gehen  Aber  in : 

^  logiKm  —  |i)  —  logfTg)  

<r     m — (ft  +  ^M) 

Beispiel.  log/Tx)  -  0.70G9847.  Die  Tafel  IV.  gibt  uns  den 
NAbemngswert  fOr  x  zu  3.867.  Anstatt  also  jetzt  m  ^  3  und  ^  =  0.867 
sn  nehmen,  machen  wir  m«»4  nnd  ,i "—0.133,  so  dass  also 
«»— |tt  =.  3.867.  Es  findet  sich  danach  J\m-/»)  =  1.867.  2.867 r(1.8G7>; 
logUm— Ii)  =  0.7067004 ;  logX\m-,i)  —  logA«)  = — 0.0002843 

Af :  (o _  ^)  =  0.28262  a^n  (ß,  +  ft)  «  0.03880 

M:  (3  — f*)  =  0.15148  a^ti^ß^-^n)  —  0.00009 

ß  -=  0.18361  «ö*»'^tffi+H)  ===  0.00000 

ojosiä 

0.0002843  _  ^-oöf-r.q-^. 
^f»  »  —  (X^Ö82 — =  ~"  O.UUOao  1  o ,        X  =  «>.ou4  0d4U. 

Zur  Erzielung  gleicher  Genauigkeit  hätte  man  bei  Anwendung 
der  früheren  Eorineln  mindestens  die  doppelte  Anzahl  der  Glieder 
jener  Keiho  bcreeiiiieu  müssen. 
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V.  Tafel 

iea  LtguilluMB  tob  (1—»)  m  Ibite,  wem  der 
L«g«rithae  tob  m  gegefeea  Iii;, 

als  Aubaog  zu  dem  Aufsätze  über  luterpolatioa. 


Anmerkang. 

I>ea  Zahlen  A  and  B  ist  die  negative  Kenaiifibr  — 10  «nsoblngen. 


lttgx=zAt  log(l~x)=:B 
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loiT'  =  log(l— *)  =  A 
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43.0  43.5  i4.0i44.ö,45.0  45.5140.0  46.5,47.0  47.5  48.0,48.5  49.0  49.5  50.0  50.5  5 
.t, .  ^1.-^.1..       .1...  ,  r-,  r.  .^  ^     2l58.8'59.4'6O.0;0O.0  9 

65.1  05.8  »'.«'..r)  07.2  07.9  68.6!69.3  70.0  70.7  0 


"  51.6!0:S.2f  OZ.0|O9.4l 

,  00.2  60.9  61.6  G2.3  03.0  63.7'64.4 


08.4  09.0  70.4  71.2  72.0  72.8  73.0  74.4  75.2  70.0  70.8 


77.8  78.3  79.2  80.1i8l.0  8l.9|82.8|83.7  84.6i85.5i86.4|87.3.b8.2i89.1)90.0.'^^^ 


77.6  78.4  79/2  wo.o  HO.H  H 
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MiteeiUn, 


XVI. 

Miscellen. 


1. 

Note  iber  co^Ja^rtc  Tuirent«** 

Der  Zweck  naelifolgeiider  IVote  ist  n  beweisen: 

a)  dass  die  Summo  der  KrQmmungsradien  zweier  cod- 
jagirten  NormaUcbnitte  einer  FlAche  constnnt  ist,  and 

b)  dass  je  zwei  conjugirte  Tangeuten  einer  Fläclie  die 
Richtungen  zweier  conjngirtcn  Durchmesser  der  betref- 
fenden Puuktiiuio  besitzen. 

Mit  Zngmndelegnng  Jener  Beici^aangen,  wolcbo  Hoppe  in  seinei 

^Principien  der  FUcbcntheohe  *  eiugefabrt  bat,  moss,  wenn  i-  » ar- 

das  RidrtnngsfcriAltniss  nnd  f  den  Krtnmmngsmdins  eines  belieliigen 
NomulschnittPs  bedenten,  sein 

Belieben  sieb  k'  ond  i>'  in  derselben  Weise  nnf  jenen  NomuUscbnitt, 
dessen  Tangente  zur  Tsngente  des  frtberen  coäjngbt  ist,  so  findet 
beinuintUcb  die  Gtekbnng  statt 

1>nnnn 

weft  tsnwr,  wie  leid^  in 


i 
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£+2F*+ö*«  =  {F-\-Gh){k—k') 

and 

E+^Fk'-i-Qk'^  «  (F-\'Gk'){k''-'k), 

so  mnss  sein 

^'^^      k—k'\    F-i-Gk  F-^Gk'  ) 

2fF—€G  +  ß[Fa-\-k')  -I-  Gkk'} 

Nach  Substitation  des  Wertes 

Fik+k')  +  Gkk'  =s  —  £ 

kommt 

Bezcichueii  p,  und  Oo  die  HauptkrUmmungsraüicu,  so  gelten  bekannt- 
lich die  GlcicLun^(u 

1    ,  1  eG—2/F-^gE 

und 

1  EG—F* 


9i 

Setzen  wir  dicso  Werte  ein,  so  erhalteu  wir 

d  h.  die  Su  nunc  der  Krümm u  11  f?sra dien  zweier  conjugirten 
Noniialsi  hiiitto  ist  gleich  der  Summe  der  entsprechen- 
den Hauptkrümmungsradien,  also  für  einen  Punkt  der  Fläche 
constant.  —  Der  unter  b)  angeführte  Satz  ist  eine  einfache  F(3lgc  des 
eben  bewiesenen  Satzes.  Unter  Punktlinie  verstehen  wir  nämlich  die 
Dupin'scbe  ^Indicatrice'',  deren  Gleichung  lautet: 

wo 

a  -  Edu*+2FBttBv+Gdv\ 

ia  welcher  Form  sie  bloss  eine  andere  Ansdmeksweiso  des  Ealer*schen 
Satzes  bildet,  wobei  d  die  doppdte  constanto  Entfernung  der  Schnitt- 
ebene voo  der  Derahmngsebene  bedeutet*). 

Die  Qoadrato  ihrer  Axen  sind 


*}  Siebe  mcinea  Aaf««tz  ftbcr  Punktlittivo  in  dicfcr  Zdtidirift. 
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MüetUem, 


Nim  ist  bekamit,  dass 

a,äi  =  edu^+2/BuBv+gdv\ 

folglich 

^  =  T- 

c^«  ifit  ein  beliebiger  lialbmcsscr  der  PunkÜinie.  NVcan  also 
80  mufls  Bdn 

d.h.  die  Sammo  der  Quadrate  jeucr  Radion  der  Punkt* 
liaiOy  welche  zweien  conjugirtcn  NormaUchnitten  ent- 
Bproehen.  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Axcn, 
hiso  constant  Das  ist  aber  die  bekannte  Kigcuschaft  zweier  couja- 
giiten  Halbmesser  einer  Linie  2.  Gndes,  folglich  stimmen  die  Rieh- 
tangen  zweier  conjugirten  Tangenten  ndt  denen  zweier  conjugirten 
Dorchmesser  der  Pnnlrtlinie  llberein. 

Königgrftz,  am  24.  Aprü  1877.  F.  Hoza. 


3. 

Ort  der  Punkte  constunter  lierlilirungsschnen  in  Besag  aaf 

einen  Kegelschnitt*). 

# 

Mit  dieser  An^bo  beschäftigten  sich  die  Herren  Gruner!*) 
vnd  Schlö  milch'};  die  Enveloppe  der  Sehnen  constantcr  Lftngc,  dio 
Polarreci|»rolce  erwähnten  Ortes  entwickelte  und  antersnchte  Herr 
Dr.  Ed.  Wcyr*)  vermittelst  der  Linienceordinaton.  Bio  AnflösuDg« 
welche  ich  hier  mitteile,  ist  ganz  einfach.  Hit  Zuhilfenahme  eines 
eindeutigen  Parameters^)  «,  können  wir  die  Gleichung  des  Kegel» 
Schnittes 


1)  Erschien  in  Stndnirka*!  „Casopis  nMtbcomtiky  a  (ysiky",  Pr«^, 
Bd.  VI.  pg.  139. 

9)  Graneit  «Archiv  fBr  Mmh.  und  Phyi.«    Dd.  47. 

S)  ScbUtanilrb  «aMischrift  Ar  Math,  und  Phyi.«    Jahrg.  XIV.  pg.  15a. 

4)  ibi.l.    Jnhr^.  XVII.  pg.  ir,4. 

5)  Siehe  Dr.  Em.  Wovr  ^ktizelusc«-kai-h  a  jiih  kruzieh  zakriveooftki* 
(Kegelschnitte  nnd  deroii  KrQnimungükrcisc)  in  StudniTkn-s  Ciis<>j»is  m.ith.  m. 
fys.  Bil.  II.  i'g.  65.,  sowie  dcMielben  Abhandlung  Qber  Kegciscbnittet  SitsuDgab. 
d.  k-  bOhm.  Qiscllich.  d.  Wiuenarb.  18,10  1872.  Trug. 
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darch  nachstehendes  Gleichnngspaar  ersetzen 


2p» 


m 


wo 


somit  ist  auch  die  geometrische  Deutung  des  Parameters  ersichtlich. 
Ans  einem  Puukte  A  können  wir  zwei  Tangenten  ziehen.  Die  Para- 
meter der  Berührungspunkte  «j ,  «s  erhalten  wir  aus  dvr  Gleichung 
der  Tangente,  welche  wir  zn  diesem  Behafo  entwickeln  wollen.  Die 

Gleichm^  der  Secante  als  Terbmduigslinie  zweier  Cnrven- 
punkte  ist 


X 

9 

1  1 

2p 

1 

1 

0   1  Ui+Ui 


(3) 


Für  U|  »  u,  »  u  geht  die  Gleichnng  der  Secante  in  die  der  Tan- 
gente im  Pnnicte  u  über,  in 


Gleichnng  gibt  nns  eine  Belation  zwischen  dem  Parameter 
des  Berflhmngspunktcs  nnd  der  Coordlnaten  eines  beliebigen  Punktes 
nof  der  Tangente  an.  Nehmen  wir  nun  den  Punkt  Aix^y)  auf  der 
Tangente  ab  fest  als  gegeben  an,  so  k(hinen  wir  aus  der  Gl.  (4)  die 
Pnrameter  der  Berflbmngspunirte  finden  als  deren  Wurzeln  nach  «. 

Ordnen  wir  demnach  die  Gleichung  (4)  nach  den  Potenzen  von 
u,  80  erhalten  wir  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  A  und  den 
Parametern  der  Bertthraugspnnkte  uj,     nachstehende  Helaüonen: 


(6) 


wo  u, ,  sich  wie  erw&hnt  als  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  nach  u 
ergeben. 

Mit  Hilfe  des  Gleichnngapaaies  (6)  kftnnen  wir  nur  unsere  Auf- 
gabe lösen.  Es  sei  die  gegebene  Lünge  der  BerOhmngssehne 
gleich    so  ist 


Digitized  by  Google 


222  J/mct/Jm. 

£s  ist  aber 

oder  wcun  wir  den  Z&bler  iu  Factorea  zcrlegeu  uud  die  Identität 

K+i4)«-4i.,t.,  (7) 

bonatzon 

(«i«f+!i)*-iiff(«i+«i) 
Aebnlicb  erhalten  wir 


nnd  mit  Hilfo  der  GL  (7) 

Ffllmm  wir  diese  Werte  for  (ti—t^)  und  (j/,  — y,)  ia  die  Gl.  (G) 
eiii,  80  erhalten  wir 

(8) 


wo  wir  der  KQrze  wegen  setzen 


Fttbren  wir  non  ans  den  Oleiehnugcn  (5)  die  Werte  für  u^ii^  und 
(«,-f  Uf)  In  die  Gldchnng  (8)  ciu,  womit  wir  anzeigen,  dass  «i|  und 
11,  die  Berabmogspanlrte  der  vom  Punitte  A  an  den  Kegelschnitt 
gelegten  Tangenten  sind,  nnd  dass  e  nach  Gl.  (6)  die  gegebene  con- 
stante  Läugo  der  BerQhmngssebne  ist,  so  erhalten  wir  f&r  den  Ort 
die  Gleichnng 

(9)  b«-4fi«+ap)ll»«+(«F+rt'l-  Wl*-  q 

oder  setzen  wir  kurz 

y'  —  qx-  —  2/JX 
Ä~  («« +!>)*  — 
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ÄL-i«J/»-0  (10) 

Ist  ODD  die  BerflhnnigBschiie  zwar  comtani  aber  onbestimmt,  lo 
crkaJtn  wir  eine  ganze  Schaar  solcher  Cnrvon.  welche  auammen  ein 
Cimiibiiehel  vierter  Ordnung  bilden,  welche  einen  gemeinschalt- 
fite  Do|iiMl|Rinkt  anf  der  X  Achie  haben  in  der  Entfernung 

9. 

VMB  ABfiugqnmklef  wo  a  die  halbe  grosse  Achse  des  gegebenen 
Kqpiiefaaittes  bedeutet 

Aqs  der  Form  der  Gleichung  des  Ortes  folgt,  dass  der  vcriangte 
Qit  die  Kegelschnitte 

11  dcD  Paukten  berfthrt,  in  welcher  dieselben  den  Kegelschnitt  H 
Khoeidcn,  was  wir  auch  analytisch  nachweisen  kAnnen.  Es  sei  IT 
1  fiL  einer  der  ?ier  Schnittpankte  der  Kegelschnitte 

d.  k  seine  Coordinaten  genflgen  ihren  Gleichnngen.  Bezeichnen  wir 
die  Gleichung  des  Ortes  (10)  kurz 

n  lit  die  BIcbtnngsconstantc  der  Tangcutc  eines  beliebigen  Punktes 
denetbea  gleich 


■a<l  ao  der  Curve  K  ist 


Der  Pidrt  B  liegt  nun  auch  auf  der  Ganre  /;  da  s^ne  Coordinaten 
den  Gleichungen 

if.O,  isr— 0 

yigai,  somit  aneh  der  Gleichung  (10)  nSndidi 

/ -0. 

Fihren  wir  die  Coonliuaton  dieses  runktes  in  die  Gleichung  (11), 
<o  erbalWu  wir,  uacbdem  wir  trülter  mit  L  gekürzt  babeu 
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''^  =-  —  ^^l, 
äx 

(1.  b.  die  Curvon  A'  und  F  Iiaben  im  Punkte  B  eine  gcmcinscliaft- 
liche  Taugeute.  Achuliclies  ergibt  sich  für  die  Uurchschnittspuukte  der 
Curven 

wetche  anch,  wio  schon  erwfilmt  wurde,  Punkte  der  Gnnre  d.  L 
des  gesachten  Ortes  sind.  K.  Zabradnik. 


3. 

SuunlniBf  einer  Belhe. 

Beispielsweise  sei  von  einer  ■Nletliode  der  Sumniirung  Gebraurli 
gemacht,  die  sich  vielfach  auweudeu  lässt.    Die  gegcbeuc  Keihe  sei 

Iii-  2«^3»T^4*  • 

Nun  ist 


0 

daher,  wenn  man  a  =  b^h'\-\  setzt. 


0 

.9» 


0  0 

oder,  uacb  Substitution  e-"  =  r, 

« 

1 

2:       /  r-»a» 

0 

Aehulich  fiudct  man: 


im""" 


1 


K.  Hoppe. 
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Von 

Max  Greiner. 


In  dieser  Abhandlmig  sollen  insbcsouders  die  dem  Dreiecke  ein- 
aad  MibeschridyeBeii  Kreise  und  die  Eigenschaften  einiger  merkwQr- 
difer  Pnnkto  des  Dreiecks  eiser  nftbcrcn  Untersachang  anterzogcn 
werden,  unter  besonderer  Bezugnahme  anf  die  Sätze  Aber  Pol  und 
Polare  des  Dreiecks. 

Man  botracbto  nun,  um  den  vorkommcudon  Gleichungen  und 
Ausdrücken  eiuc  möglichst  einfache  Form  zu  geben,  die  Seiten  des 
Dreiecks  al^^  Tangenten  eines  aus  dem  Coordiuattiuaufaug  beschrie- 
benen Kreises,  so  werden,  wcmi: 

die  Gleichung  dieses  Kreises  ist,  und  jj,  y, ;  x^,  y._,;  a-;,,  y.^  »He  Coor- 
dinatcii  der  lierabrungspunkto  sind,  die  Gleichungen  der  Dreiecks- 
tdteo  die  folgenden: 

A  —  «Pi+^i— H  =»  0 

C  —  a-xy  -|- —  r"  0 
nobel  die  Bedingongsgloicbuugcn: 

^x- -  't'-\-yt'  -  «i'+ys*  -   (1) 

*tsltfipdf*n  I 
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Die  Gleicbtingen  der  Seiten  in  der  Normalfonn  sind  also: 


nod  die  der  AnssenwinkellialbireDdon  sind: 

B'^A+C^O  (2) 

C— ^H-B  — 0 

Diese  Ausscnwiukelhalbirendcii  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Fxkcn 
a\  b',  c  die  Mittelpunkte  der  dem  Dreiecke  anbeschriebenen  Kreise  ' 
sind-,  deren  Gleichuugcu  erhalten  werden,  wenn  man  bcrflcluichtigt, 
dass: 

V-ß*+ V^^*— 2iiM^?-2A,i,Ä6  =p  «  Fixyt) 

Oberhaupt  die  Gleichung  irgend  eines  Kcgclscbnitts  ist,  der  die  Seiten 
des  Dreiecks  (Fig.  1.)  berührt  (Pol  und  Polare  des  Dreiecks  (16», 
und  nun  die  Grossen  A^,  A^,     so  bestimmt,  dass  dieser  Kegelsdmitt 

bezaglich  die  Mittelpunkte  a\  h\  c*  erhält. 

Für  den  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  bat  man  aber  die  I 
Gleichungen: 

==»  0  und   iF\y)  =  0 

oder: 

Setzt  mau: 

—  A,^  — Aa^+AftC  iu? 
SO  folgen  durch  Addition  je  zweier  dieser  Gleichungen  die  Besiehiiogen: 

.  Ai^l  =^  A'(t'-f-/r) 

A,i^— ik'(«+to)  I 
AaC  «  *'(i*+i;) 

femer: 

A,y,tt+Aayto+^s<(^  —  0 

Berechnet  mau  hieraus  die  Grossen  Aju,  A^f,  AjH'  und  setzt  der 
Kürze  halber: 
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'«y»— «Uff  — 


<») 


SO  bat  man: 

At«»-*''^».  il.w-ifc>. 

Die  Werte  fbr  u ,  v,  tr,  in  die  Torigen  drei  QleichoDgen  eiogesetzt 
geben: 

woTam  sich  ergeben: 


Ps 

0 

0 

95 

A\ 

0 

0 

n 

«1 

0 

9t 

C  Ol 

99 

«1 

c 

oder: 

^1  =  Mii9iA  '-9i^  +  9äC)  (4) 

Hierdurch  sind  die  Grossen  ili,  If»  ^  bestimmt,  dass  A,  C 
<Bo  Br^idclcseoordinaten  fOr  den  Mittelpunkt  des  Kegdscbnittes 
{Fix,  y)  —  0)  sind. 

AVill  man  also  die  Gleichung  desjeuigen  Kreises,  der  die  Seite  A 
des  Dreiecks  ahc  direet  uiul  die  Seiten  Ji  uud  C  in  ihren  Verlän- 
gcrnngen  berührt,  so  hat  man  in  die  Gieicljuogen  (4)  statt  der  Grössen 
-^l,  iA  C  die  Drcicckscoordinatcii  des  Punktes  a'  ciuzulühreu.  isuu 
ist  aber: 

Bo-'—O,    Ca''  =  0 

folglich: 
deshalb: 
nnd  somit: 


(4a) 


Aa'  =  Aa'^     Ba'  =  —  Aa' ,      Ca'  ==  —  Aa' 

^  — f*'fs(Pi  +  ei~Pi)  

Ebenso  ergeben  sich  die  Werte  von  A,,  A«,  A.,  für  die  beiden 
andcra  dem  Dreiecke  aiibeschriebcncu  Kreise,  luid  mau  erhält,  indem 
man: 

Pl-f  P2-fp3  =  <^0 
Pl  +  Pl  — P*  —  tff 
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setzt,  als  GlcicUuugcu  jcacr  drei  Kreise  die  folgeudeu: 

(6) 

—  2a^a.jg2g^IiC  =  0 

Verbindet  man  nun  diejenigen  Pankto,  in  welchen  jeder  der  drei 
Kreise  a\  b*y  e*  die  vorlängcrton  Droiecksseiten  bcralurt,  so  entsteht 
ein  Dreieck  A*\  Jü",  C\  dessen  Eigenschaften  nun  nfthcr  zn  unter* 
suchen  sind. 

Die  Seite  A"  kann  man  sich  auch  als  Polare  der  Ecke  a  bczQg- 
lieh  des  Kreises  a*  aufgcfasst  denken  nnd  erhftlt  somit  deren  Glei* 
chuDg,  wenn  man  sich  ans  der  Gleichung: 

jenes  Kreises  die  Gleichung  seiner  Polaren  bezüglich  eines  Ponktes 
0  ableitet: 

und  als  Punkt  0  die  Ecke  a  des  Dreiecks  ABC  wfthlt,  woftlr: 

B^^O  nnd  6;,  =  0 

ist. 

Auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  die  Gleichungen  fOr  B"  nnd  C\ 
so  dass  mau  hat: 

/r=diM  +  <^oPf^+*iftC=0  (7) 

Zufolge  (5)  hat  mau  auch: 

A"  ^  ö^{Q,A-\-Qji^-Q,C)-2Q,o,,{l}-\-V)  =  0 

Da  aber  nach  (3): 
so  folgt: 

A"  2^e»(^+C)-rV-0  I 

ebenso:  1 

 2p,e3(.l+C)-rV-0         •  •  •   •  C^) 


(8) 


0  • 

0  • 
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Zufolgo  der  Glciclaingon  (2)  ergibt  sich  nuu,  dass  die  Geraden 
-1",  C"  be/üLjlii  li  jiarallel  siud  mit  .1',  J{\  C\  was  auch  un- 
mittelbar hervorgeht,  weiiii  inau  berücksichtigt,  dass  die  Kreispolaren 
-•1",  B'\  C"  der  Ecken  c  des  gegcbcaca  Dreiecks  scukrccht 
stehen  auf  den  Geraden  aa\  cc\ 

Daher  der  Satz: 

Das  Dreieck  Ä"B"C"  ist  ähnlich  und  inmliehliogend  mit  dem 
Dreiecke  A'B'C"  der  Aussenwiukelhalbirendeu  des  gegebenen  Drei- 
ecks (10) 

Die  CoordiDatoa  der  Eckpunkte  a'\  b'%  e"  des  Dreiecks  A"B^*C'' 
taegehent  sich  durch  AoflOsnng  jo  zweier  der  drei  Gleichungen  (7)  nach 
Ay       C  und  sind  bestimmt  durch  dio  Verhältnisse: 

Aa' :  Ba' :  Ca"  =  —  2()a93(?a  +  Pa) :  Qs^Q^'  +  Qt'  —  9»-) :  Qi^iii^  —     "f  Pa^ 
^UQ  ist  aber  mit  KUcksicht  auf  (1) 

und  zufolge  der  Gleichungen  (8)  hat  man: 

— — PsC-'sC'iPi-'aPf+'sPa)— y»(yiPi— 

Bezeichnet  man  nun  x/,xu  -\-y)-y;i       ^^'M      hat  mau: 
r»(-p*«+P,*+Ps»)  ^HH^n 

und  ebenso: 

»•■(Pi-  -  ?/4-e3")  =  —  -4)i9.!-i3   (11) 

Mithin  gehen  obige  Verhftltnisse  über  in: 

^•:^ii«:C«*  »■  :  £»»i  2t*m 

u4*-:i^».:CV-  -  11^^/^^'^^^^ iS^   (12) 

A    .n  .r        y  .1?   V(Pi  +  P«) 
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Flir  die  Vcrbindungslinieu  der  Eckpunkte  0,  e  des  Dreiecks 
ABC  mit  den  Eckpuuktcn  a\  b'\  o"  des  Dreiecks  Ä"H^'C"  hat  um 
die  Gleichangcn: 

av  — yia-  —  0 

oder: 

BS^^  —  CZj.  =  0 

Da  aber  diese  Oleichnngcn  die  Höhen  des  Urdreiecfcs  ABC  dar- 
stellen, so  folgt  der  Satz:  • 

Die  Vorbiudungsliiiion  cutsprecbender  Ecken  der  Dreiecke  ABC 
and  A"B"C"  troffen  sicli  in  einem  und  demselben  Punkte  und  zwar 
in  dem  Höhenschnittpanlite  des  Urdreiecks  ABC,  .   (13) 


Die  ähnlichen  und  ähulichlicgcnden  Dreiecke  A'B'C'  und  A"B"C* 
besitzen  einen  Aehulichkeitspunkt  iu  welchem  sich  die  VerbindiingB* 
linien  ihrer  entsprechenden  Ecken  schneiden. 

Die  Gleichungen  dieser  Verbiuduni^slinicu  a'a",  c'c"  sind  nun: 
Zufolge  (9)  und  (2)  iiat  man  aber: 

B"  2p, p3Z;'-rV  -0 

C"  =. — 2fiP,C' -  r  V- 0 

Da  nun 

Ba*'  =  0   nnd   Cf'  =  0 

so  sind: 

r«V   und   Ca  "— —  r»V 

ebenso  sind: 

Ab'"==  C6/'  =  -rV 

SO  dass  die  Gleichongcn  von  a'a'\  h'h*\       ttbergehen  in: 

C"— A"-0 
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woraus  zugleich  ersiclitlich  ist,  dass  die  Goraden  a'a\  b'b'\  e'c"  sich 
is  einem  und  demselben  Punkte  treffen. 

Ifit  Hfllfe  der  Gleidiangen  (9)  nehmen  aber  obige  GleichoDgcu 
die  Formen  an: 

QDd  da  diesen  drei  Glcichangen  durch  die  Coordinaten  des  Aohnlich- 
keitspauktes  Q  gonOgt  worden  mnss,  so  hat  man : 

oder  mit  Rackricht  anf  (2) 

-^«  +  -^?  ==*  Apj 

woraus  fo]gt: 

A^iB^xCq     (Tittffttf)   (14) 

Verbiudct  man  den  SchuittpuuUl  der  Geraden  a  a'  und  der  ent- 
sprechenden Dreiecksseite  A  mit  der  Gegenecke  a  des  Dreiecks  ABC^ 
so  ist  die  Glciciiung  dieser  Verbiudungslinic  einerseits: 

Die  Gleidiang  vou  aa  ist  nach  Obigem: 
oder: 

Die  Glctehnng  der  gesuchten  Linie  ist  also  anderseits: 

und  somit  mose  sein: 
also: 

£s  ist  also  die  Gleichung  der  Ycrbindnngslinie  des  Punktes  a  mit 
dem  Schsittpnnkto  von  a'd*  und  A 

d.  h.  die  der  SeitenhalbirnngstransTersale  des  Dreiecks  ABC. 
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Daraus  ergibt  sich  der  SaU: 

Dio  YerbiodiingsliDien  entsprechender  Ecken  der  Dreiecke  A'B'if 
und  A^B^C  gehen  dordi  die  Mitten  des  Urdreiccks  und  treffen  sich 
in  einem  and  demselben  Punkte  Q, 


Ki  richtet  man  über  den  Seiten  eines  Dreiecks  Quadrate  und  vcr- 
lüugiTt  die  den  Drcierkssciten  parallelen  Quadratseiteu  bis  sie  sich 
schneiden,  so  entsteht  ein  dem  gegebenen  Dreiecke  ähnliches  und 
mit  ihm  iilinlichliegcudcs  Dreieck.  Der  Aehnlichkeitspnnkt  beider 
Dreiecke  heisst  der  Grebe*sche  Ponkt 

Da  man  aber  von  den  Quadraten 

entweder:  alle  drei  nach  Aussen ; 

oder:      je  zwei  nach  Aussen  und  das  dritte  nach  Innen; 

oder:      je  eines  nach  Aussen  und  die  beiden  andern  nach  Innen; 

oder:       alle  drei  nach  Innen 

errichten  kann,  so  werden  im  Allgemeinen  acht  Grebe'sche  Punkte 
entstehen  können. 

Sind  «8,  «3  dio  Längen  der  Dreiecksseiteu,  derca  Gleichungen 
in  der  Normalform  sind: 


so  haben  die  zu  den  Dreieckseiten  parallelen  Quadratseiten  die  Glei- 
chungen: 

A'"  -  A  ±  r«i  —  0 

Die  Verhindungsliiiieu  der  Ecken  a,  />,  c  und  A*",  c**  der 
Dreiecke  ABC  und  A'"IS'"C'^  schneiden  sich  im  Grcbe'scheu  Punkte  G, 

Fflr  dio  Gleichung  der  Verbindungslinie  at^  hat  man  nun  i^ner- 
soits: 

AC— 0 

und  anderseits: 

;4(i?±r*,)-f  v(C±r^)-0 

so  dass: 

-B—  W  =  pi{ß±r»t)+v(C±      =  0 

folglich : 
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l-A==,(lT^)+.(l4:^) 


1*^ 

'5, 

i  — 

• 
• 

1, 

IT*. 

1  +  ?* 

"T  r 

1, 

^  r 

IT- 

H 

Somit  ist  die  Glcichnng  von  aa"': 

B^C 


cbewo  TOD  itf* 


fir  die  Coordinaten  ihres  gemeiDSchaftlichen  SchnittpaDktcs  G  bat 
■II  demnach: 

voraas  hcrvorgelit,  dass  man  denselben  Grebe'scbca  Punkt  erhält, 
ob  man  die  drei  Quadrate  nach  Annen  oder  nach  Innen  errichtet. 

Würde  mau  dieselbe  RechnuDg  für  den  Fall  durch  fuhren,  dass: 

M  erhielte  man  ffir  die  Coordinaten  des  Grebe'schen  Panktes: 

Ii  fidlen  somit  von  den  acht  Grebe'schen  Punkten  Je  zwd  in  einen 
asininien,  so  dass  man  blos  einen  inneren  nnd  drei  äussere  Grebe- 
Khe  Punkte  erliftit  (Fig.  8.),  deren  CoordinatenrerbUtnisse  die  fol- 
Sesden  ^d: 

Ag  iBf  iCg  ««i:«t:^ 

Ag^iBg^iCg,  — — «i:«,:*a 

Km  bat  man  aber  f&r  die  Lftnge  «i  der  Dreiecksseite  de: 
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Die  Coordinaten  n  mid  91,  ferner  r«  und  y«  ergeben  sicfa  ans  den 
Gleichnogon: 


und 


80  dass: 


^2 


afe=  -(yf— yi) 
yc  =-^(«i--«t) 


r* 


Zufolge  der  Gleicbaogen  (8)  hat  maa: 

r* 


somit  ist: 
und  ebenso: 


jfytV+'iV) 


(16) 


»8  = 


folglich ; 


^,,:B,,:C,,  —  —  (»i:^,:p3  ^^^^^ 

Die  Gleichnng  der  Yerbindnngslime  der  Punkte  Gi  nnd  ist: 


oder: 


C 

P3 

Pl 

+^ 

P2 

=  0 

-0 


ebenso  sind  die  Gloichangen  von  G^G^  und  G^G^x 

=0 

C^i  Ps 


9%^  9% 


OB) 
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d.  h.  Die  ftnaaerea  6rebe*8cben  Punkte  bflden  einlDreieck,  dessen 
Seiten  durch  die  Ecken  des  Urdroiecks  gehen  .  .  .*  (19) 

Die  Glcichuug  der  VerbiDduDgaliuio  der  Punkte  G  und  ist: 

=  0 


oder: 


A,     B,  C 


Ebenso  sind  die  Gleichungen  GG^  und  GG^: 


^1  Cs 


(20) 


d.  h.   Die  Verbindungslinie  des  inneren  Grebe'schen  Punktes  mit 
je  einem  ftnsseren  gebt  durch  dio  entsprechende  Ecke  des  Urdrei- 
 (21) 

Aua  den  Gleichungen  (18)  und  (20)  folgt  der  Satz: 

Die  in  einer  Ecke  des  Dreiecks  zusammenstossefiden  Verbindungs- 
linien der  4  Grebe'schen  Punkte  trennen  die  Dreiecksseiton  hanno- 
loiaeh    .  ,  .  ,  ^22) 

Demzufolge  liegen  die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  der 
l^reiecke  ABC  und  GiG^G^  auf  einer  Geraden,  der  Polaren  des 
Punktes  G. 

Die  Gleidiong  des  dem  Dreiecke  ABC  umschriebenen  Kreises  ist: 
AB^^+ACOf+BC^i  -=  0 

woraus  folgt: 

Der  Polkegelschttitt  des  Grebe'schen  Punktos  ist  der  Umkreis  des 
Dreiecks  (23) 

« 

Die  Gleichmigen  (18)  stellen  aber  die  Tangenten  des  Umkreises 
in  den  Ecken  des  Dreiecks  dar,  wodurch  sich  folgende  oinfoche  Con- 
stracdon  der  Grebe'schen  Punkte  ergibt: 

Zieht  man  in  den  Koken  des  Dreiecks  an  den  Umkreis  die  Tan« 
genien,  so.ecbneiden  sich  dieselben  in  den  drei  äusseren  Grebe'schen 
Ponkten;  ilire  Yerlinduiigslinien  mit  den  ents]^reehenden  Ecken  des 
Drejeda  liefern  ala  Schnitt  den  inneren  Grebe'schen  Punkt, 
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Da  die  in  den  Ecken  des  Dreiecks  au  den  Umkreis  gezogenen 
Tao,f;(Miton  die  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten  in  drei  Punkten 
einer  Geraden  J'ig)  sclmeiden,  welches  die  Dreieckspolarc  des  Grcbc- 
schen  Punktes  ist,  so  stellt  die  Verhinduii^islinio  des  Umkreiscentruiil« 
mit  dem  Grebe'scben  Punkte  scukrecht  auf  der  Geraden  F(g), 

Die  Dreleckspolareii  sümiDtlichcr  Pnnkte  des  UmhreiBes  gehen 
durch  den  Grebe'schen  Punkt;  nnd  die  Dreieckspolaren  sftmmtUcher 
Punkte  der  Geraden  IKg)  umhflllen  einen  Kegelschnitt,  der  die  Seilen 
des  Dreiecks  in  ihren  Schnittpunkten  mit  GO^^  GGf,  GG^  berfihrt 


Da  der  ^littelpunkt  J  des  dem  Dreiecke  cinbcschriebcnen  Kreises 
mit  dem  Coordiuatonanfang  zusammenfiült,  so  hat  man  für  seine 
Coordiuaten: 

^.:jtf,:C,  =  1:1:1  (24) 

Die  Seiten  A  und  A\  B  mA  B*y  C  nnd  C  der  Dreiecke  ABC 
und  A'B'C*  schneiden  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  welche 
die  Linie  der  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  der  drei  dem  Dreiecke 
anheschriehenen  Kreise  ist 

Ihre  Gleichung  ist  einerseits: 

A  +  X{ü+C)==0 

imd  andersseits: 
folglich: 

Wäre  Punkt  0  ihr  Deiockspol,  so  mflssto  ihre  Gleichung  zusammen- 
fallen mit  der  Gleichung: 

AB^C^+BA^C^+CA^B^  «  0 

was  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn: 

A^iB^iC^^UUl 

d.  b.  Der  Pol  der  Linie  der  äusseren  Aebnliebkeitspuukto  für 
die  drei  dem  Dreiecke  aubescbriebeneu  Kreise  ist  das  lukrcis- 
centrum  ,  (25) 

Der  dem  Inkreiscentrum  entsprechende  Polkegelschnitt  hat  die 
Gleichung: 

AB+BC+CA  =  0 

Für  dessen  Mittelpunkt  bat  mau  die  Gleichungen: 
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^lCx,  +  a-3)  +  i/(af,-f  ^•3)+C'(^,-f  X,)  =  0 

uod  somit  für  dosseu  Coordioateu: 

Mit  KuL-klicbt  auf  Glcicliung  (14)  fulgt  somit: 

Der  Polkegdsduiitt  des  Inkreisoentniiiis  geht  durah  die  Edcen 
des  Droiecks  ABC^  berOhrt  die  «Seiten  des  Dreiecks  A'B'C  der 
Aiusoawinkelhalbircndeo  und  hat  den  Aehnüchkeitspnnkt  Q  der  Drei- 
ecke A'B'C  nnd  ^"^'C  zum  Mittelpunkte  (26) 

Der  dem  Inkreisceatrum  cutsprccheudo  Umhiilluugskegelschuitt 
bat  die  Gleichung: 

A^+Bl^+  C* — ^AB — 9AC — 2BC  —  0 

Derselbe  berührt  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  in  den  Schnittpunktcu 
der  Winkclbaibircudca. 

Die  CoordinaCon  aeinee  Mitt^pnnktes  E  ergeben  sich  ans  den 
Gleichmigen: 

•^(—  yi  +y« + ys) + ^tQ/i     + +  (^''(i/i + — y»)  =  0 
so  dass: 

A^iB»:C,  -  (Pt+«.):(^i+«8)j(ei+ft)  W 

Bildet  man  uuu  die  Determinante: 


Ci  1 

1, 

1, 

1 

1 

\A^ 

SO  gebt  dieselbe  dnrch  Addition  der  Elemente  der  beiden  letzten 
Horizontalrcihen  Aber  in: 

oder  uacli  Unterdrückung  das  Factors 

1,  1,  1 
1,     1,  1 
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Diese  Determinante  ist  aber  identisch  gleich  Null,  woraus  her- 
vorgeht, (lass  die  Punkte  «/,  G  und  E  eioer  und  derselben  Geraden 
angehören. 

Die  Determinante: 


c. 

9» 

9t 

erhält  durch  Subtractiou  der  Elemente  der  beiden  ersten  Horizontal- 
reihen zwei  gleiche  Reihen  uud  ist  somit  identisch  Null,  weshalb  auch 
die  Punkte  <2,  E  nnd  G  einer  Geraden  angeboren. 

Sind  nun  -4^»  ""^^        ■'^i»       tlie  Coordiuaten  zweier 

Punkte  0  und  1,  so  hat  mau  für  dos  hierzu  harmouische  Punktepaar 
2,  3  die  Gleichungen: 


oder: 


vAf  ■=« 

Ms 

vCj  = 

Cq  » 

iC\ 

^s 

XAj^ 

kB, 

Dnrch  Elimination  der  Grösse  k  aus  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 
die  Bedingungsgleichung: 


^8  i 


-"j;    .-«8,  l-«s, 

dafär,  dasB  die  Punktepaaro  0,1  nnd  2,3  harmoniscb  sind. 


.(28) 


Wählt  man  nun  als  Punktepaar  0,1  die  Punkte  G  uud  und 
als  Puuktepaar  2,3  die  Punkte  J  uud  Q,  so  wird  Gleichung  (28): 


Qu  Qi 
1,  li 


1.       1  I 


Qu  Qt 
1.  1 


+ 


Qu  Qi 
fti+fSi  9\^^•9t 


Qu  P«;  Pj^  Ps  I  _  I  Pi<»  P2  t 
1,  1  1  Ipj+Ps,  Pi+Pal      IPa+Ps»  ^i+Pdi 


P27  Pi 
1»  1 

Pl)  Ps 
1,  1 


50 


d.  h.  Die  vier  Punkte  (i^  E,  J  uud  Q  liegen  auf  einer  uud  der- 
selben Geraden  und  siud  barmouisch  (2i^) 
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Bi  der  Pimkt  Q  der  AehnUdilcattsptiiikt  der  Dreiecke  A'B'C* 
wadÄ'JfC"  ist  nnd  da«  Inkreiscentram  J  zugleich  der  Höbcnschnitts* 
pnkt  im  Dreiecke  A'B'C  ist;  so  muss  der  Höhcnscbnittspankt  H** 
des  Dreiecks  JTtTC*'  auf  der  Yerbindangslinio  JQ  und  somit  also 
aof  der  Linie  der  vier  Pankte  (?,  £,     Q  liegen. 


Die  TeriiindQDgslinicii  der  BerOhniDgspnTikte  des  Inkreises  und 
drr  Dreiecksseiten  mit  den  gegcnttbcrliegeudeu  Ecken  des  Dreiecks 
babeu  die  Gleichungen: 

AB^-^BA^-^O 

Bis  nod  aber: 

^1  —  -öl  —  r*  —  2it 

'h  =  =  »•jX3  +  i^j»/3— r«—  r,5 
-ß»  =  Q  =  a-ia-a+i^j^s  — =  7'« 

MBit  werden  die  Glddrangen  obiger  Tcrbindiuigsliiiion: 

ATu-BT^^O 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  genannten  drei  Geraden  sich  in  einem 
aad  demselben  Punkte  treffen. 

Dessen  Codrdiuatcnverhältniss  wird  nun: 

AiJi:  6'  =  7^  J  ~-  •  7^ 

3P|,  r,» 

£s  ist  aber  zafolgc  der  Gleicbangcn  (llj: 


Jis  7 

Ii, — 


d.  k  Die  Ycrbindiuigsliiiien  der  BerQhrpnnkte  des  Inkreises  und 
dv  Dieiedmeilen  mit  den  gegenttboriiegeodeB  Ecken  des  Dreiecks 
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schuoid(;n  sich  in  eiuem  und  demselben  Paukte  Xr,  dessen  Coordinaten- 
verliültniss  ist: 

Die  Gloicbungcil  seiner  Dreieckspolure,  seines  entsi)recliendeii  Pol- 
kegelscbnittea  uud  Umbülluiigskegclscbuittes  sind  der  Ueibc  nach: 

PiL)  =  ^i9f^+  ^9zC^0 

tt{L)  —  ABo^a^9^Q^+AC(S^(S^Q^ü^-\-liCo.^G,^o^Q^  —  0  (31) 

Yorbindet  man  die  Schnit^nnkte  der  Dreiedueeiten     C"  und 
B"\  ebenso  A,  C  und  (7,  A";  und  ii,  if"  und      A"  und  be- 
zeichnet diese  Yerbindnngslinien  besttglich  mit  l;  V,  W  (Fig.  1.),  so 
bat  man  fftr  IT  die  identischen  Gleichangen: 

folglich : 


also: 


Ö1  =  <*Ö8 


Es  wird  also  die  Gleichnng  von  CT: 
ebenso: 

r=  Qi^üOiA+QfC^a^B+QtC^afC  «  Ü 

Für  die  Verbindunpslinie  der  S(  hnittpunte  von  II  und  Ay  uud  I' 
und     bat  mau  demuacb  die  iücutiäcbcu*  Gleicbuugcu : 

« 

+v-ß  =-  0 

woraus  folgt: 
also: 

wodurch  obige  Gleichung  ttbeigcbt  in: 
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Dieselbe  Gleicbung  ergibt  sich  aber  auch  für  die  Verbindungs- 
Hnio  der  Sciinittimuktc  von  U  mit  A  und  W  mit  6',  so  dass  unter 
Berücksichtigung  von  (31)  folgt: 

Va»  Oenden  ü;  V,  W  schndden  die  Dreiecksseiten  ^,  ^,  C  in 
drei  Punkten  ^er  Geraden  P(L)^  welche  die  Dreieckspolaro  des 
Paskles  £  ist  (32) 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (4)  statt  ^  i^,  C  die  Coordinaten 
te  Inlocisceatmms  ein,  wodurck: 

«cxileD;  so  iölgt  für  die  Gleichung  des  Inkreises: 

--^QiQiOiOiBC  -=0  (33) 

nad  nüt  Racksicht  auf  (31): 

dem  Pnnkte  L  entsprechende  UmhOUangskegelscbnitt  ist  der 
einbeschriebene  Kreis  (34) 


Mjui  verbinde  nun  den  Berahrungspunkt  des  Kreises  A\  (Fig.  2.) 
mad  die  Seite  A  mit  dem  gegeuttberliegenden  Eckpunkte  a  und  stelle 
die  Gleichung  dieser  Yerbindungslinie  fest. 

Die  Polaren  der  Ecken  b  und  e  des  Urdreiecks  bezüglich  des 
Kreisee  IT,  gehen  dnrch  den  Berübmngspmikt  des  Kreises  Ki  mit 
der  Seite  A.   Ist  non: 

die  Gleicliiing  des  Kreises  iT,,  wobei  nach  (4a) 

so  bat  man  für  die  Kreispolare  irgend  eines  Punktes  o  die  Gleichung: 

+Ä,C(-il,4,-A,Bo+AaCi)  -  0 

od  somit  sind  die  Gleichungen  der  Kreispolareu  der  Eckpunkte  b 
«nd  c-  indem  man  biefür  beziehungsweise: 

^—0,  Cl  =  0  nnd      — 0  B^^O 
msetien  bat  «;t,.i+^2,»I,C- 0 

fMILZL 
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und 

Jede  durch  den  Berührungspunkt  des  Kreiaes  mit  der  Seite  A 
gehende  Gerade  hat  alao  die  Gleichung: 

und  wenn  dieselbe  ausserdem  noch  durch  die  Ecke  a  gehen  soll,  so 

y  —  1  sein. 


Es  ist  also  die  Gleichung  der  Verbind iiugslinie  des  Beriüirungs- 
punktes  von  Kreis  A\  uud  Seite  .1  uiit  Eckpuukt  a 

Ebenso  hat  man  fiir  die  Verbindungslinien  ^der  Ecken  b  und  c  des 
Dreiecks  mit  den  auf  ibren  Gegenseiten  licgendon  Berührungspunkten 
der  aubeschriebeneu  Kreise  A,  und  Ag  die  Gleichungen: 

-  C  —  -  ^  =  0 

9^  0, 

Ans  diesen  Gleichnngen  folgt: 

Die  Verbindungslinien  der  Eckpunkte  des  Urdreiccks  mit  den  auf 
ihren  Gegenseiten  liegenden  Berührungspunkten  der  dem  Dreiecke 
aDbeschricheucu  Kreise  schueideu  sich  iu  einem  und  demselben  Punkte 
F  (35) 

Zugleich  hat  mau  für  dessen  Coordinaten: 

9i  99  9$ 

Die  Gleichung  seiner  Dreieckspolarcn  ist: 

AJJf.CF+BAFCF+CÄF.Br  -=  0 

oder: 

Die  Gleichung  jener  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  der  Brei- 
ecksseiten A  und  A" ;  B  und  B^  verbindet,  ist: 

9^aQA+Q^a^B+Q^atC-\-lA^  H{QiaiA-\-Qi(SQB  +  Q^aj^C)+  vJJ  =  ü 


i 
I 
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folglich: 

und  somit  oMge  Gleichung  flbezgeht  in : 

IMoaelbe  Gleichiing  irürde  sich  ergeben  filr  die  Linie,  weiclie  die 
Schaittpnnkte  der  Dreiecksseiten  A  und  A''\  C  nnd  C"  Terbindet, 
veihalb  folgt; 

Die  entspreclicnden  Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  Ä'B"C** 
schneiden  sich  in  drei  Poniiton  einer  Geraden,  nämlich  der  Polare 
des  Punktes  F  (36) 


Die  Mitten  a*^,  i*",  der  Dreiecksseiten  A,  B,  C  bilden  ein  mit 
dem  Urdreiecke  ähnliches  Dreieck,  dessen  Inkreiscentnun  der  Spieker- 
Bebe  Pnnkt  genannt  wird. 

Die  za  den  Seiten  A  und  B  gehörigen  Seitenhalbirungstrausver- 
saieu  hab€«n  die  GleicUaugeu: 

so  dass  die  Gleichong  der  Seite  6'**  des  Mitteudreiecks  a"'b'^c'"  wird: 
folgUch: 

—  ^% 

momoM  folgt: 

&  — — 

flomit : 


A"^  ^AQ^+B9t+CH  -  0 

Bringt  man  diese  Gleichnngen  mit  Rücksicht  auf  (8)  auf  die  Normal- 
fomion,  80  hat  man: 

IS* 
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^Pi— Bt,+  gg3  _  Q 

Die  Winkelhalbireiideii  des  DreiedcB  babea  somit  db 

Gleichiuigeii: 

— Pi^(P3+9i)  +  p2^(P:5  — ei)4-e3^(?3+Pi)  =  0 

Diese  Winkel halbireiulen  schuciden  sich  im  Spieker*8chen  Punkte  l*, 
dessen  Coordinatcuvcrlialtiiiss  ist: 

A  ,u    f         gt  +  Ps  .  Ps  +  f  1  .  Pl  +  Pf  /OTl 

AuiBuiCh^' — - — • — - —  •  —   

9i  9t  9% 

Denkt  man  sich  auch  noch  die  Ausst'invinkelhalbircnden  des  Drei- 
ecks (i*h'"c'"  gezogen,  so  entstehen  noch  drei  äussere  Spieker'sche 
Tunkte,  welche  die  Mittelpunkte  der  dem  Dreiecke  a"'U'"c'"  anbe- 
scbriebencu  Kreise  sind. 

Die  Innenwinkelbslbirenden  des  Dreiecks  «l^b"^  gehen  durch  die 
Mitten  der  Dreiecksseiten  A^  ü,  C  nnd  sind  parallel  mit  denen  des 
Urdreiecks;  stehen  also  eben&lls  senkrecht  auf  den  Seiten  des  Drei- 
ecks A'B^C\ 

Jede  Dreiecksseite  ist  aber  gemeinschaftliche  Tangente  von  je 
zwei  auf  derselben  Seite  dieser  Dreiecksseite  liegenden  Aussenbe- 
rflbrungskreisen ,  und  die  Mitte  dieser  Dreiecksseite  des  Urdreiecks 
ist  bekanntlich  von  den  Bertlhrungspunkten  jener  Kreise  gleich  weit 
entfernt;  woraus  nun  hervorgeht,  dass  die  lonenwinkelhalbirenden  des 
Dreiecks  a'^b^c"  zugleich  Poteuzlinien  von  je  zwei  der  Ansseabe- 
rOhrongskr^sen  k^^        sind.  Somit  folgt  der  SaU: 

Der  Spieker'sche  Funkt  ist  der  Potenzpunkt  der  drei  dem  Ur- 
dreiecke  aubeschhebeneu  Kreise  (ZS) 

Dnrch  ihnliche  Betrachtnngen  gelangt  man  auch  znm  Satxe: 

Jeder  Äussere  Spieker'sche  Punkt  ist  der  Potenzpunkt  für  den 
Inkrus  und  fflr  je  zwei  dem  Urdreiecke  anbeschricbenen  Kreise  (31)) 

Die  Gkidiingen  der  Sdtaümlhiningstrantfeiaalen  den  Urdiäeeki, 
dk  rieh  h^Eanntlich  im  S^wopukta  S  itwMBn  mAmfUUm^  sind: 
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woniu  sich  for  ß  ergiM: 


Bildet  man  nmi  die  Detemünaiite: 


1.1.1 
Ci  et  99 


•  •••••• 


.(40) 


oder: 


Cv 

Cj 

Bs, 

Cs 

9t 

Pi+P« 

1,  1 

1 

9%% 

P3 

1  1 

- ,  — .  ^ 

1 

[ 

1, 

1 

^1  9t 

9t 

man  durch  Addition  dtr  Elemente  der  beiden  ersten  Hori- 
aontalreihen  zwei  gleiche  Ileiiicu,  wcbhalb: 


^sO  ist 


Fflr  die  Detenninante: 


\Aj,  Bj,  Cj 
iilff,  Bs,  Ca 
MBr,  Cm 


1,  1,  1 

l  L  1 

9i  9t  9t 


Pl«  fti  «S 
1,   1,  1 


t  man  ebenfalls  durch  Addition  der  doppelten  Elemente  der  er- 
ysten  HorizontalreUie  zu  denen  der  letztem  zwei  gleiche  Reiben,  wes- 
sach: 

^'  =  0  ist 

d.  b.    Die  Punkte  J,      8^  F  liegen  auf  einer  und  derselben 


Betrachtet  man  nun  die  Punkte  J  nnd  U  als  Ponktepear  0,1 
die  Punkte  8  nnd  F  als  Ponktepaare  2,3,  so  bat  man  infolge 
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Au,  Bu 

+ 

As,  Bs  \ 

\Ar,  Bu 

Ar,  Br 

Af,  BfI  As,  Bs 

1,  1 

er4-(>3  Pi 

1,  1 

9i+9i 

* 

Pi+Ps 

9\ 

9f 

+ 

1  1 

• 

1 

9%  9% 

9t 

9m 

1 

9i  9» 

—  f 

es 

9u  Pi 
Pi+9iy  9t+9$ 

9u        P«       9t,  i 
9t+99y  ei+9s  1, 

fi)-« 

Somit  der  Satz: 

Das  Inkreisceiitiiiiii,  der  Spieker'sclie  Punkt,  der  Sdiwerpmikt 
und  der  Punkt  F  des  Urdreiecks  liegen  aif  einer  und  derselben  Ge- 
raden und  sind  harmonisch  (ii) 

Da  aber  der  Schwerpunkt  des  Urdreiccks  zugleich  der  Aehnlich- 
keitspnnkt  für  dieses  und  das  Dreieck  A'^B^  C"  ist,  ferner  J  und  ü 
homologe  Punkte  beider  Dreiecke  sind,  deren  Seiten  im  Verhältnisse 
1:2  stehen,  so  muss  auch  der  Schwerpunkt  S  die  Strecke  Jü  im 
YerhAltnisse  1:2  teilen. 


Weil  aber: 


fo  ist  aach: 


(JÜSF)  —  —  1 
J8,JF 

UF 


d.  h.  Der  Spieker'sche  Punkt  liegt  in  der  Mitte  zwischen  den 
Punkten  J  und  F, 

Ans  obigen  Gründen  ist  aber  aoeli  der  Badios  des  Spieker'schen 
Krelfes  halb  so  gross  wie  der  Inkreisradins,  woraus  folgt: 

Die  Punkte  S  uud  F  sind  die  Achnlichkeitspunkto  des  Inkreises 
und  Spieker'schen  Kreises  •  •  .  (42) 


Der  dem  Dreiecke  a"'b'"c'"  umschriebene  Kreis  wird  der  Nen»- 
puüktkreis  des  Urdreiecks  genannt,  dessen  Gleichung  nun  im  Folgen* 
den  festzustellen  ist. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  nfh^d"  haben  nach  Früherem  die  Glei- 
chungen; 
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Für  den  Aoadrack  '^1+''^^+^  ^  aber: 

Zufolge  der  Gleichiingeii  (8)  lässt  sich  also  dieser  Ansdnick  als 
eine  von  den  Tariablen  Grossen  x  und  y  nnabhängige  Grösse  dar- 
stellen, die  der  Kttrse  halber  mit  2w  besdchnet  werde. 

Die  Gleichung: 

Stent  also,  wie  aodi  ans  Satz  (33)  Aber  Pol  und  Polaro  des  Breiecks 
herfoiginge,  die  nnendlich  fcne  Gerade  der  Ebene  dar. 

Jeder  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  a"'b'"c"'  gehende  Kegel- 
adbmitt  hat  aber  die  Gleichung: 

-1  -  Aj) + BH>^'{ A,  +    -  A,)  +  C\^H-  A,  -  A,  +  A3) 

Dft  ftber  «nch: 

tp— J9^,  «0 
.d'"— »— -de»,  —  0 

00  bat  nu»  ftr  die  entere  Gleichung: 

der  dorch  diese  Gleichung  dargestellte  Kegelschnitt  ein  Kreis 


lljl^  müssen  die  Coefticientcu  der  Grössen  x-  und  y-  einander  gleich 
ind  der  Cocfficient  von  c.y  gleich  Kuli  sein,  weshalb  man  die  Glei- 
dimssen  erhAlt: 

sich  ergibt: 
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Entwickelt  und  yereinfacbt  man  diese  Determinante  und  yerfiUirt 
ebenso  iGUr  die  Grössen  ü«  nnd      so  folgt: 

Somit  hat  man  nach  (11): 

-ii+'i.-'i.  =  M-ex^-H-*.*-«')  -  ^^^^ 

Es  wird  also  die  Gleichung  des  Nennpunktkreises: 

^*(li^»+BHt£t^+C*9^£n+^Cii^r^+^iCii^'\'ADQ^r^  =  0   .  (43) 

Differontiirt  man  diese  Gloichnng  partiell  nach  x  nnd  jp,  so  erhält  man 

die  Gleichungen: 

^(2afi<»,2:,,+ar3(»,r«+af^r«)+-ö(2a;,(»,2:j8+af8Pjr«+a-jP5r«) 

+  C(2r,ff^-r«+afiV«+jrrfir«)  —  O 

aus  deucn  die  Coordinaten  des  Ncuupunktkreisccutxams  N  sich  er- 
geben. 

Schreibt  man  obige  Gleichungen  der  Karze  halber: 

80  bat  man: 
Nun  iat  aber: 

ebenso : 
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Die  Grössen  Oj,  j?},      erhält  man  ans  den  Grössen  (Yq,  ß^, 
mit  Ansserachtlassnng  des  Vorzeichens  dorch  Yertauschiuig  der  Grössen 
m  und  y,  da  aber  hiebei  die  Aasdrttcke  et«  f^t  h  ^  Vorzeichen 
Indern,  so  hat  man: 

Durch  zweckmässige  Umfomnng  erhält  man  nnn: 

Kon  hat  man  nach  Früheren  (übor  Pol  nnd  Polare  des  Dreiecks)  fttr 
den  Hdhenschnittpnnkt  H  des  Urdrcioeks: 

AEzBjiiCH  '  l  '   (46) 

-^18  -^J 

nnd  Air  den  Umkreismittelpttnkt  Jf  desselben  Dreiecks 
BQdei  man  nnn  die  Determinante: 


.1a-,  Ih\  Cs 

As,  Ba,  Cs 

9^st 

9i9z 

9iH 

eo  ist  ersiehtMcb,  dass  ^  5  0  ist,  worans  hervorgeht,  dass  die  Punkte 
If,  H  nnd  8  einer  Geraden  angehören. 

Früher  wurde  bewiesen,  dass  auch  die  Punkte  S  und  H  auf 
dner  und  derselben  Geraden  liegen  nnd: 

Da  aber  das  Ncunpuuktkreisccntrum  und  Umkreisceutrum  homo- 
loge Punkte  der  ähnlichen  Dreiecke  ABC  und  Ä"Bf"C"'  sind,  deren 
Aebnlicbkeitspnnkt  jS  ist,  so  ist  auch: 

SN 

MS  > 

£s  ergibt  sich  somit; 

Die  Ponkte  M,  S,  N  und  H  liegen  auf  einer  nnd  derselben  Ge- 
raden nnd  sind  hsrmoniich  (47) 
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Ferner  folgt: 

Der  8cliwer]^iiiikl  aad  dü*  H0h6iiwliiiittq>iiiikt  des  ürdreiecks, 
sind  Aehnlidikeilipiiiikte  des  Umkreisei  and  Neonpnnktkreises  .  (48) 


Die  Verbindun.2:sliuio  des  Kreismittelpunktcs  a'  mit  dem  Be- 
riUiruugspuuktc  1  der  Scito  A  uad  des  lakrcläCSi  bat  die  Gleichung: 

oder* 
oder: 
weshalb: 

Man  hat  somit  fta  diese  Gerade  die  Gleicbang: 

m  ri.  ==0 

und  ebenso  ilBr  die  Verbindnngslinien  der  Uittelimnkte  h*  and  mit 
den  Berfthrangsponkten  2  nnd  3: 

—  —  ^ 

woraas  hervorgeht: 

Die  Verbindungsliiuen  der  Mittelpunkte  der  dem  Urdreiecfc  aii- 
bescbricbcnen  Kreise  mit  den  Bertthrungspankten  des  Inkreises  und 
der  von  jenen  KreiscQ  direct  berührten  Droiecksseiten,  schneiden  sich 
in  einem  and  demselben  Punkte  D  (49) 

Für  desäcu  Cuordinatco  ergibt  sich: 

uij>'=ir„,  cy-ir« 

oder: 

Abi  BDI  Cd  =  (-  r„  +  r«)  '.{T^-T^,  +  r„) :  ( '^3  +  T^^  -  T,^) 
da  nnn: 


CT»    V    I         CT»    w    »  m   
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10  hift  man: 

^i):i^z,:C>,  =  ^:^;i   (60) 

Die  Verbindungsliuic  der  Ecke  a"  des  Dreiecks  Ä"B"C"  mit  dem 
aoi  der  Seite  ^  liegcndeu  Beralirpunkte  1  des  Tnin^^Kig  lu^t  die 
Gieichoog: 


Kia  ist  aber: 

WfMi  folgt,  da  wieder     =  r^,,  q  =  r,,  und     =  0  ist; 
j^.  _,     tfog>+<i^  _     4f|^  —  _  ^« 

ik»  geht  obige  Gleichaog  Uber  iu : 

Ebenso  folgt  für  die  Gleichungen  der  Verbindenden  der  Ecken  b" 
nd  e"  mit  des  lierührongspunkteu  2  and  3: 

El  ergibt  sich  also  der  Sats: 

VerWndungslinlen  der  Ecken  des  Dreiecks  A^B^C  mit  den 
Berührungspunkten  des  Inkreises  und  den  Seiten  des 
scliaeiden  sieh  in  einem  und  demselbcu  Punkte  K  ,  (51) 

Die  Gleichungen  Jener  Yerbindongslinien  sind  aber: 

—  eiMC^S+^l)+^t^(e|  — Pl)  +  P3tf3^(p8  +  Pl)  =  0 

Soani  folgt  für  die  CaaHlaalen  des  Punktes  K: 

9»^     e^c^   ^^^^ 
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Da  uacli  Früheren  die  Punkte  17,  J  und  S  einer  Geraden  ango- 
hörcD,  so  ist  die  Determinaote: 


. —  — j   

Pi  <•«  Ps 


1, 
1 


1, 
H 


1 
1 
H 


=  0 


Dividirt  man  nun  die  Elemente  der  ersten  Verticalreihe  mit  tfj,  die 
der  zweiten  mit  9^  and  die  der  dritten  mit  Oj,  so  folgt: 


Ad,  Bd,  Cz>:  =  0 
Al,  Bl,  Cl\ 


d.  h.  Die  Ponkte  D  and  L  li^cn  auf  einer  and  derseibon 
Geraden. 

Weil  aber  auch  die  Pnnlcte  T  einer  Geraden  angdiOreD, 
80  hat  maa: 

1,  1,  1 
III 

^1     9t  9t 


6j  üp 
9t     9t  9t 


Diese  Determinante  gebt  aber,  indem  man  mit  a^^  a^,  tfg,  die 
Elemente  der  ersten,  zweiten  nnd  dritten  Verticalreihe  dividirt  aber 
in: 

Aoi  Cd  I 

Al,   Bl,  Cl\^0 
As,  Bs,  Cs\ 

d.  h.  Die  Punkte  Dy  L  nnd  &  gehören  ebenfalls  einer  ond  der- 
selben Geraden  an: 

Betrachtet  man  nnn  die  Punkte  D  nnd  &  als  das  Ponktepaar 
0,1,  L  und  B  als  das  Pnnktepaar  2,3,  so  hat  man  nach  (28): 


1 

1 

Pi+Ps 

1 

1  i 

—  » 

+ 

1 

^x9\ 

1 

• 

1 

» 

9% 

1 

1 

9x 

1 

* 

1  1 
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1,  1 

« 

1^ 

«1 

• 

ffieraiis  folgt: 


1  1 


Die  Punkte  D,  L  uod  S  liegen  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden und  sind  liarmonisch  •  •  •  .  (53) 


Da  alle  Kreise  durch  die  uueudlich  fernen  Kreispunkte  hindurch* 
gehen,  deren  Verbindungslinie  nach  Früheron  die  Gleichung 

besitzt;  so  kann  man,  wenn  K'=0  und  K"'^0  die  Gleichungen 
iweier  Kreise  vorstellen,  stets  setzen: 

worin  aUdann: 

die  Gleicliuog  der  Potenzglicder  beider  Kreise  bedeuten  muss. 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  a,  /J,  y  und  fi  erhielte  man  nun 
allerdings  sechs  Gleichungen;  wovon  aber  zwei  nur  die  schon  vor- 
ausgesetzte Bediuguiip:  fiitlialten,  dass  A''— 0  und  ür"=0  Kreis- 
gleicbungen  sind,  so  dass  also  in  Wirkliclikoit  die  zu  suchenden 
Grössen  unzweideutig  bestimmt  werden  können. 

Nun  ist  nach  (33)  die  Gleichung  des  Inkreises: 

— 2JBCip^e^^  —  0 

und  uacli  Früheren  die  Gioichung  des  Umkreises: 

jcm  -  ^Bn+'^Oft+ßc^  -  0 

jgetzt  man  nun: 

Ä  +       =  (i«fi+Bft+api)(il«+  Dß+  Cy)  -  0 
SO  bat  maa  durch  Gleichsetzung  der  Coeffidenten  von  ä\  und 

£8  ist  Alto: 
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(64) 


die  Gleichung  der  Poteuzliuic  für  den  Umkreis  aud  Inkreis  des  Ur- 
dreiecks. 

Die  Linie  der  ftnaaeren  Aelmlichk^tspuskte  der  dem  Urdreiecke 
anbeschriebeiieii  Kreise  hat  bekanntlieli  die  Gleichnng: 

«nd  es  ist  Bau  leicht  su  zeigen,  .dass  diese  Gerade,  die  unendlich  ferne 
Gerado  und  die  Pot«izlinie  des  Umkreises  und  Inkreises  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden;  denn  die  Determinante: 

1,     1,  1 


9if 


et» 


CS 


V. 

1 

1 

1 

=-  Ii, 

~"t 

— • 

9i 

9t 

9s 

1, 

1, 

1 

geht  durch  Addition  der  —  fl^^^fachen  Elemente  der  lotsten  Hoii* 
sontaMhe  zu  denen  der  ersten  Reihe  Uber  in: 


em>  CiCs>  9i9$ 


1  1 

1 

9i  (H 

H 

1 

^50 

folglich: 

d.  h.  Die  Potenzlinio  des  Um-  und  Inkreises  ist  parallel  mit 
der  Linie  der  äusseren  Aehnlichkeitspunktc  der  dem  Urdreiecke  an- 
beschriebenen  Kreise  (55) 

Bestimmt  man  auf  Ähnliche  Weise  die  Gleichung  der  Potenilinie 
für  d0n  Umkreis  und  iQr  dnen  der  dem  Urdreiecke  anbeschriebenen 
Kreise,  indem  man  setzt: 

iTjf  f  iiTi  -  iA9i  +  Bg^+Cif^.{Aa+ßß+Cf)  -  0 

SO  erhllt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (€)  ftr: 

ß  -  hh^* 
f  —  ^Mi* 

und  somit  fOr  die  Gleichung  jener  PotenzUnie: 
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Ebenso  hat  man  fOr  die  Poteniliniea  der  Kreise  Km  und      Ku  und 
die  Gleichangcn: 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Gerade  ilic  uneudlich 
ferne  Gorade  und  die  Verbindungslinie  der  aof  den  Lreiecksseiten 
D  und  C  liegenden  Schnittpunkte  der  Innenwinkelbalbircudea  sich  in 
einem  und  demselben  Punkte  schneiden. 

Denn,  da  die  Gleiehnng  der  letzteren  Geraden: 

— 0 
ist,  und  die  Detcnuinaute 

Ml" 

-1,      1,  1 


V. 

1 

1 

1 

—  ■  '  > 

dl 

Ca 

1, 

1, 

1 

^oreli  Sabtraction  der  Oo^ftushen  Elemente  der  letzten  Horizontalreihe 
?oa  denen  dor  ersten  Reihe  übergeht  in 


k'. 


0,     (ei+Pi)P»,  (Pi+«a)p« 


1 
1, 


9t 

1, 


1 
1 


80  ergibt  aich  leicht,  daw: 

£s  ist  somit  die  Potenzliuie  P'  parallel  mit  der  Verbindungslinio 
der  auf  den  Seiten  B  nnd  C  liegenden  Schnittpunkte  der  Innenwinkel- 
balbirenden. 

Oder:  Die  Potenzlinien  für  den  Umkrds  nnd  je  einen  der  dem 
UidreiedBe  anbeflchridwncn  Xrdse  bilden  ein  Dreieck,  daa  fthnlich 
und  fthnlichKegend  ist  mit  dem  Dreiecke,  welches  von  den  Schnitt- 
jynnkten  der  Innenwinkelhalbirenden  nnd  Dreiecksseiten  gebildet 
wird.  (66) 

Da  aber  die  Potenzlinie  zweier  Kreise  auf  ihrer  Centrale  senk- 
recht steht,  so  ergibt  sich  zugleich  der  Satz: 

Errichtet  mau  von  den  Mittelpunkten  der  dem  Urdreiecko  an- 
beschriebenen Kreise  Senkrechte  auf  die  entsprechenden  Verbindungs- 
linien der  auf  den  Dreiecksseiten  liegenden  Schnittpunkte  der  Innen- 
winkelhalbirenden, 80  treffen  sich  dieselben  in  einem  und  demselben 
Ponkte,  dem  Mittelpunkte  des  Umkreises  (57) 
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Die  Gleichung  des  Keimpniiktkreises  ist: 

Setzt  man  nun: 
woran«  ddi  efgibt: 

/J«X-S,^  r-i^it 
80  hat  man  fllr  die  Gleichung  der  Potcuzliuie  dieser  beidea  Kreises 

d.  h.  Die  Potenzlinie  des  Umkreises  und  Kounpunktkroises  ist 
die  Hühenschnittspolare  des  Urdreiecks  und  steht  somit  senkrecht 
auf  der  Centrale  beider  Kreise.  ^ 

Setzt  man  nnn: 

Kj+ kKy  =  (Aq^  +  JiQ^  +  C^5).U« + Bfi+  Cy) 


woraus: 


so  folgt: 

und  somit: 


9t— 95  9i—9t  9i—9» 


so  dsss  also  die  Gleichung  der  Potenzlinie  für  den  Inkreis  und  Kean- 
punktkrds  wird : 

Qi—9i        9i-~\fi  9i—^i 

Verschafft  man  sich  nun  zur  Geraden  T  den  Inkreispol  indem  msm 
die  Grössen  A^  so  bestimmt,  dass  die  Gleichung 

der  Inkreispohuren  des  Punktes  o,  zusammeufdUt  mit  der  Gleichung 
der  Geraden  ST,  so  dass  also: 


Digitized  by  Google 


Grein  er:  Ueber  das  Dreieck,  257 

M  erhält  man  ftr  die  Coordinaten  des  PonkteB  o  die  B^dehnng: 

9i  ^ 

Würde  man  diese  Coordinatcn  in  die  Gloichiuig  der  Geraden  T 
einaetaen,  so  erliielte  man  nach  Unterdrflckang  eines  constanten  Fac- 
tors den  Ansdmck; 

—  Ca)  +  <^2(Pn  —     +  <^3(qi  —  es) 

Da  derselbe  aber  ideutisch  gleich  Null  ist,  so  folgt,  dass  der  Puukt  o 
der  Geraden  T  selbst  augeliürt  und  diese  somit  Tangente  des  In- 
kreises ist  £s  ergibt  sich  also  der  Satz: 

Der  lukicis  und  Neunpuiiktkreis  berührcu  sich,  und  ihre  gemein- 
schaftliche Tangente  hat  die  Gleichung:  7'  —  0  (GO; 

Nun  zeigt  sich  aber,  wenn  man  die  Coordinaten  des  nncndlich 
fernen  Ponktes  der  Dreieckspolaren  des  Punktes  L  durch  AnflOsnng 
der  Gleichungen: 

bealiiiinit,  woraus 

^.2^.c-?^:Ö=^:?3LZÖ  (ÖOa) 

9t         99         9s  ^  ' 

folgt»  dass  die  Dreieckspolaro  dieses  Punktes  die  Gleichung: 

r— 0  hat 

cL  h.  Die  gemeinschaftliche  Tangente  des  Inkreises  und  Nenn- 
panktkreises  ist  die  Dreieckspolare  des  unendlich  fernen  Punktes  der 
]>]:eieckspo]aren  von  X  (61) 

Nach  den  Sätzen  Aber  Pol  und  Polare  des  Dreiedu  folgt  zu- 
gleicli  noch: 

JHe  gemeinschaftliche  Tangente  des  Inkreises  und  Neunpunkt- 
kf^isea  ist  auch  Tangente  desjenigen  Kegelschnitti;s  <^(«),  der  die 
DrejeekMeften  in  ihren  Mitten  berahrt  und  den  Schwerpunkt  S  des 
UidreiecfcB  am  Hittelpunkte  hat  (62) 


Tkü  LXL 
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Barcbschneidct  mau  die  Seiten  eines  Dreiecks  mit  irgend  einer 

Geraden  in  den  Punkten  a,  /3,  y,  so  liegen  die  Mitten  der  Verbin- 
dungslinien nof,  cy  auf  einer  uud  derselben  Geraden,  die  mau  die 
Gauss'scho  Gerade  nennen  kann. 

Fasst  üttD  die  flchneidende  Getade  als  Dreledupolare  eines 
Pnnktes  0  anf,  so  hat  sie  die  Oleichang: 

Für  die  Linie  aa  liat  man  somit  die  identischen  Gleichungen : 

-Ö  +  ÄC  =  kA+^iAB^C^-^BA^C^-^  CAf^B^)  «  0 

folglich: 


und  somit  ist  die  Gloichong  ?on  aa: 

Denlct  man  sich  dnrch  den  Eckpunkt  e  des  Urdreiecks  eine  Pa- 
«rallele  zu  aa  und  hierzn  bezüglich  der  in  e  zasammenstosscDden 
Dreiecksseitea  die  vierte  harmonische  Gerade  gezogen,  so  schneidet 
letztere  die  Verbindungslinie  aa  in  deren  Mitte. 

Die  durch  die  Ecke  c  gehende  Gefade  hat  aber  znnftchst  die 
Gleichung: 

A+vB=zO 
t       '  • 

und  da  sie  parallel  zu  aa  sein  soll: 
folglich: 

Prgo— esQ> 

V  — 

Die  durch  die  Mitte  von  aa  uud  Ecke  c  gehende  Gerade  hat  somit 
die  Gleichung: 

A—vB'^^O 

oder: 

Die  VerbiuduogsUmo  bß  hat  die  Gleichung: 

ACo  +  GAo^'O 

Zieht  man  nun  durch  die  Ecke  a  eine  Gerade  parallel  za  hß  inH 
hierzu  hezttgtich  der  in  a  zusammenstossenden  Dreiecksaelten  die 
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vierte  harmonische  Gerade,  so  geht  letztere  ebenüftUs  durch  die  Mitte 
von  hß. 

Die  durch  die  Ecke  a  gehende  Gerado  hat  aber  zunächst  die 
Gleichong 

Jl+fC— 0 

und  damit  sie  parallel  mit  bß  sei,  muss : 
liolg^: 

Die  durch  die  Mitte  von  bß  gehende  Gerade  bat  alsu  die  Gleichung: 

Ä— fC  — 0 

oder: 

Bmmcb  hat  man  ftlr  die  Ganss'scho  Gerade  die  Gleichungen: 

Cs  hestvheu  also  die  Beziehungen: 

woraus  für  i  folgt: 

SeUt  man  diesen  Wert  flBr  A  in  obige  Gleichung  ein,  so  erhftlt  man 
für  die  Ganss'sche  Gerade  die  Gleichung: 

+Qp»(pi^o+et^-«iQ)=0  ...  .(63) 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Gerade  kann  man  nun  ebenso 
^ut  dem  Punkte  0,  als  wie  dessen  Drcieckspolare  r{0)  entsprechen 
lassen. 

Die  Gleichling  de^enigen  Kegelschnittes  ^(5),  der  die  Seiten 
dci  Ufdreiecks  in  ihren  Mitten  herOhrt  und  Schwerpunkt  8  des- 
seU»6B  nun  Hittelpnnkle  hat,  hat  bekanntlich  die  Gleichung: 
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Die  Pülnr(>  ili(^scs  üLcgdscliuitU'S  für  ü'gcnd  olueu  Punkt  0  bat  uuu 
dio  Gleichung: 

oder: 

Es  ergibt  sich  demnach: 

Bio  GaiiM*8che  Gerade  irgend  i^ncs  Punktes  0  filllt  mit  der 
Polaren  dieses  Punktes  bezQgUch  des  Kegelschnittes  0{ß)  m- 
sammen  (64) 

Mit  IKllfe  der  Sätze  über  Pol  uud  Polare  des  Dreiecks  gebt 

ferner  Ii  er  vor. 

Für  alle  Gauss'schcn  Geraden,  die  durch  den  Schwerpunlvt  dos 
ürdrciecks  geben,  liei;en  die  ents))reclu'nden  Punkte  im  ünendlichi'u 
und  ihre  cutsprecheuden  Geraden  sind  Tangenten  des  Kegelschnittes 
0{S).  Jedem  Punkte  des  Kegelschnittes  <t>{S)  kommt  als  Ganss'sche 
Gerade  dessen  Tangente  in  jenem  Punkte  zu.  Jeder  Tangente  des 
Kegelschnittes  entsiiricht  als  Gauss'sche  Gerade  ein  Durch- 

messer dieses  Kegelschnittes.  Dom  Scbweriunikte  S  des  Urdreiecks 
entspricht  als  Gauss'sche  Gerado  dio  unendlich  ferne  Gerade.    •  (65) 

Hieraus  gehen  ferner  die  Sätze  hervor: 

Jede  Taugeute  des  Kegelschnittes  <P(>s')  bildet  mit  dem  Urdrciecke 
ein  Vierseit,  dessen  Diagonalmitteu  mit  dem  Schwerpunkte  des  Ur- 
dreiecks anf  einer  und  derselben  Geraden  liegen. 

Die  Dreieckspolaro  irgend  eines  Punktes  0  bildet  mit  dem  Ur^ 
dreieeke  ein  Viersfdt,  dessen  Diagonalmitten  anf  der  Polare  dieses 
Punktes  bezüglich  des  Kegelschnittes  0{,S)  liegen  (66) 

Die  Coordinateu  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Dreiecks- 
polaren von  L  sind  nach  (60a)  bestimmt  durch  das  Verh&ltaisa: 

Qi  C'2  Ca 

Die  diesem  Punkte  entsprechende  Ganss'sche  Gerade  hat  also  die 
Gleichung: 

Nun  ist  aber  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  Schwerpunktes 
und  des  Inkreisoentnims: 

.1,  c  I 

Ctffa»    PiPa»    9i0'2    =  0 
1,       1,  11 
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oier: 

üiter  Bertdoichtigung  von  (Gl)  ergibt  sich  somit: 

Die  gemeiüBchaftlicbr  Taugoutc  des  lukreiscs  uiul  Keuupuukt- 
kreises  bildet  mit  dem  Urdreiecko  ein  Viorseit,  dessen  Diagonal- 
■ittei  auf  der  Linie  der  Punkte     8^      F  liegen.  (67) 

Die  dem  lokreisccutrom  cutsprechcndo  Gauss'schc  Gerade  bat 
die  Gieicbong: 

Sadi  (31)  nnd  (64)  ergibt  rieh  also: 

Die  Polare  tlos  Inkreisccutruins  bezüglich  des  Kegelschnittes 
fiUl  lasaounen  mit  der  Drcieckspolare  des  Panktes  L.   ....  (68) 

Da  femer  die  Dreieckspolare  des  Inkrelseentmms  die  Gerade 
kt  iosseren  Aebnlichkeitspankto  der  dem  Urdreiecke  anbeschriebonen 
Irrae  ist,  so  folgt  ferner  der  Satz: 

Verlängert  man  die  Anssen\vinkclhalbirenden  des  Urdrciecks  bis 
n  den  Schnittpunkten  mit  deu  Gegenseiten,  so  Hegen  die  Mitten  der 
Strecken,  die  zwischen  jenen  Schnittpnnkten  und  den  Gegenecken  des 
Draecks  liegen,  auf  der  Drcieckspolare  des  Punktes  L  (69) 

Dom  Grebe'scheu  Tunkte  entspricht  als  Gauss'schc  Gerade  eine 
Linie,  deren  Gleichung  ist: 

'W-fi«+«i*+fs*)+^(^i*-^t*+^*)  +  Ci?8fei*+^*«^      -  0 

d.  h.  Die  Gauss'sdie  (Gerade  des  Gfrebe'schen  Panktes  ftllt  zu- 
annen  mit  der  Höhenschnittspolare  (70) 

Die  Polare  des  Grebc'schen  Punktes  bezQglich  des  Kegeiscbnittes 
^  ist  die  Hdhenschnittspolare  (71) 

Ferner  folgt  aus  deu  Eigeuschaltcu  des  Grcbe*schcu  Punktes : 

Veriingert  man  die  in  den  Eckpunkten  des  Urdreiecks  an  den 
Unkreis  gesogenen  Tangenten  bis  zu  den  Schnittpunkten  mit  den 
Gcgensriten  des  Dreiecks,  so.  liegen  die  Mitten  der  Strecken  dieser 
Tangenten,  die  zwischen  jenen  Schnittpunkten  und  den  Ecken  des 
Meeks  liegen,  auf  der  Höhenschnittspolare  des  Dreiecks. .  .  .  (72) 

Bezeichnet  mau  mit  vu,  m.,  (Fig.  4.)  die  Mitten  dieser  auf 
«ien  Tartgeuteu  des  Umkreises  liegenden  Strecken  und  beschreibt  aus 
<h£iea  Punkten  mj,  m,,      iüreise,  welche  diese  Strecken  zu  Durch* 
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messcrn  haben,  so  besitzen  diese  drei  Kreise  eine  und  dieselbe  gemein- 
schaftliche Sehne,  da  ihre  Durchmesser  die  Diagonalen  eines  voll- 
ständigen Vierseits  sind. 

Diese  gemeinschaftliche  Sehne  steht  aber  senkrecht  auf  der  Ge« 
raden  m^m^m^^  welche  nach  (72)  die  llöheuschnittspolare  des  Ur- 
drciecks  ist.  Die  Vcrliinduiigslinien  des  Umkreiscentrnms  mit  dei 
Eeken  des  Urdreiecks  sind  aber  zugleich  Tangenten  der  Kreise  m], 
fi4,  m,,  die  alle  von  gleicher  Länge,  nrmilich  gleich  dem  Radius  des 
Umkreises,  sind.  Da  nun  ferner  die  Verbindungslinie  MS  senkrecht 
auf  der  Höhenschnittqiiolare  steht,  so  folgt  nach  (58)  der  Satz; 

Die  drei  Kreise  m,,  m^,  m^^  welche  die  Tanpentcnlängen  zu  Durch- 
messern haben,  schneiden  sowohl  den  Umkreis  als  auch  Neunpunkt- 
kreis rechtwinklig,  und  haben  alle  drei  zur  gemeinschaftlichen  Sebue 
die  Linie  der  Punkte  .U,  .V,  iS,  //  und  zum  Potenzpuuktc  den  Mittel- 
punkt des  Umkreises  (73) 


Sind  die  CoordinatenTerhflltaisse  zweier  Punkte  die  folgenden: 


A^iB^iCfi  —  « :  ^  :  y 
1.1.1 

—  .  2.— 

«  y 

so  nennt  man  bekanntlich  diese  Punkte  rcciproko  Punkte.  Die  Glei- 
chungen der  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  der  Ecke  a  des 
Urdreiecks  sind  aber: 

oder  in  der  Kormalform: 

 Bß—cy  • 

V(^F^)0-+(i^^y)* 

oder: 

j         ^  ■-     0    und     j  ^  0 

Die  Abstände  des  Inkreiscentrunis,  dessen  Coordinaten  x  =  0,  y  =  0 
sind,  von  diesen  beiden  Ecktransversaleu  ergeben  sich  somit  als 
gleich  lang,  und  mau  hat  demnach: 

Pie  YerbindvngBlinieii  zweier  reciproker  Punkte  mit  deo  Ecken 


-0 
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des  Urdreiccka  scbliessen  mit  den  Winkelhalbirenden  je  zwei  gleiche 
Winkel  ein.  (74) 

Ans  dm  bisher  anf^tdltea  CooidinalenTerbBltiiimen  verschie- 
dener merkwflrdiger  Pmkte  folgt  mm^  dass  folgende  Punkte  reciprok 
«ind: 

Der  Schwerpunkt  uud  der  Grebo'sche  Punkt  j 

Das  Uinkreisccntruni  uud  der  llöheuschuittspuukt    >     .  .  (75) 

Der  Punkt  Q  uud  D  ) 

Der  Polkegelsebuitt  des  Inkreiscentnima  besitzt  die  Gleicfamig: 

AB+AC+BC=0 

Dcraelbe  hat  die  Aussenwinkelbalbircnden  des  Urdrciecks  zu  Tan- 
genten, also  die  Innenwinkelhalbirenden  zn  Normalen;  da  aber  die 
Brennstnihlen  für  die  Ecken  des  Urdreiecks  mit  den  Normalen  gleiche 
Winkel  bilden  and  diese  das  Inkreiscentmm  enthalten,  so  folgt: 

Die  Brennpunkte  des  zum  Inkreisceutrum  gchürigcu  Polkegel- 
seknittes  sind  reciproke  Paukte  (76) 

Begcnsburg  im  Februar  lb77. 
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xvm. 

Fortrücken  der  Bahnscheitel  eines  PendeLs  von 
geringer  Elongation.   Mit  Bezugnahme  auf  daa 

Foucault'sche  Pendel. 


Von 

R.  Hoppo. 


Die  RicfatuDg  der  Schwerloaft  sei  Axe  der  die  LSage  eines 
um  einen  Pnnkt  frei  beweglichen  einftchen  Pendds  =  c;  dniui  and 
die  Gleichnngen  der  lebendigen  Knft  und  der  constanten  Projection 
der  FlidMogeschwindi^^t: 

 —  2g{z  —  h) 


oder,  wenn  man 


setst: 

Klimiuirt  mau  einifiln  cqt  und  Bt,  so  erhalt  man: 

-=  -  — ^  — —  .  (2) 

•j  OtCX 
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Seien  a  nnd  ß  das  Maximum  und  Minimum  von  2,  entsprechend 
also  dem  tiefsten  und  höchsten  Punkte,  welchen  das  Pendel  erreicht; 
dann  verschwindet  die  Grösse  unter  der  Wurzel  für  beide  Werte, 
uad  man  hat: 

_ _     -  ^  =  («  -  z)  {z  -ß)iz+ Y)  (4) 
woraiu  für  s  e: 

^  «  (c-«)(c-ft(c+y)  «  (c+a)(ü+ft  (y-c)  (5) 

mithin,  wie  aus  letzterem  Werte  zu  ersehen: 

r>o 

Wir  betrachten  nun  e^a  imd  e—ß  als  nnendlicli  Uein  1.  Qrd- 
DDDg.  Zwiachen  bäden  miirt  c—m.  Dann  bat  man: 


(6) 


«0  t  ab  nnendlicfa  klein  neben  eodlicbcn  nnd  nnendlich  groflsen  Ter- 
wn  niefat  in  Becbnnng  kommen  soU.  Fahrt  man  in  (3)  die  Werte 

(4)  (6),  Air         den  ersten  Wert  (5)  ein  und  setzt  zur  Abkürzung 

einstweilen 


(7) 


10  kommt: 


Nun  iät 


(8) 


.  1  i/y+f  i— h  A+ - 1] 


e 


1.1  y+' 

—  »T"e— »  i/r+f  1 


wo  der  nnondlich  kleine  Rest  i'  durch  Substitution  von  r  für  «  im 
endlichen  Tenne  outstanden  ist.  Jetzt  geht  Gl.  (8)  Uber  in 
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wo  auch  t|  uueudlicb  klein.  YerscUwiuäet  nun  c  —  ßy  so  vcrschwiudct 
nach  61.  (5)  anch        daher  differirt        aneodUch  wenig  Ton  ^« 

und  man  erhält: 

Setzt  man  zur  Integration 
80  wird 

e—g  -=  (e— ^)co«>i(i+(<r~.a)8ia*^  (10) 

•  Mdz  =  2SV'V(c— a)(c— /J)  (11) 

daher 

=  i (C-/J)  co8^V'+ (c- «)ffi*ip  -f     + j  a  ^  j  V -  «)  (c-  W 
Dies  integrirt  giebt; 

9»  -  aretg ^tg   j/^)  +  (J^^  +fh^^) V{c-a){c-ß)  (12) 
Mit  Beschränkung  auf  den  ersten  Term  bat  mau  annähernd: 


9 

woraiis: 

u(c—ß)x^-\-  ßic—-  a)  )ß 
(c-/J)**+(c-a)y»~ 

(g-«)(c--<g)(««+»«) 

"  («-/J)««+(<»-«)y* 
oder,  da  «"H-y*  —  (c— a)(c+Ä)  ist: 

(c— ^)^»+(o— a)y«  =  (c— «)(ü— ft(o+»)  oder 

Lä88t  man  den  anendlich  kleinen  letzten  Tenn  rechts  weg,  ao  ist  die 
Bahn  eine  Ellipse,  deren  Halboien 

a  =  ilc{c—ß) ;     Ä  =-  y 2c(c  —  «)  (Ii) 
sind,  die  grtaere  in  der  Bichtong  der  y. 
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Nach   Gl.  (0),  in  welcher  man   beim  Uebcrgang  von  einem 
Quadranten   in  den   amlcrn  das  Vur/eichen  der  "Wurzel  wechseln 
lassen  moss,  erreicht  das  Pendel  zweimal  die  grösste  Höhe  (z  ==  «) 
und  Tiefe  (z  =  /S),  wenn  ^>  vier  (Quadranten  durchläuft.    Variirt  cp 
durch  4  Quadranten,  so  trifft  na*  h  Gl.  (1)  djis  Pendel  am  Knde  in 
dem  Meridian  ein,  von  dem  es  awsgeKangen  ist.   Vernachlässigt  man 
nun  in  Gl.  (12)  den  zweiten  Teil  der  Hechten,  so  vollenden  qp  und 
ihre  Quadranten  gleichzeitig,  die  (nahezu  elliptische)  Bahn  ist  also 
aaveränderlich.    Hei  Herücksichti^Ming  des  Restes,  welcher  genau 
periodisch  iu  t;;  ist,  weil       allein  von  z  abhängt,  bleibt  sich  die 
Bahn,  gerechnet  von  Mf     4A:R  bis  4(/i.-|- 1)K,  noch  immer  congrucnt, 
rotirt  aber   mit  unendlidi  kleiner  Geschwindigkeit  um  die  Verticale. 
Nach  Vollendung  der  so  begrenzten  Bahn  wird  das  horizontale  Vor- 
rücken derselben  gemessen  durch  den  Wert  von  <p  —     lUr  ^l»  =  411, 
dis  ist  mit  Veruachlässigung  von 


WO  E  den  Flftcheninbalt  der  nnilaiifeiieii  EllSpBe  ausdiUckt 

Diese  Grösse  ist  positiv,  daher  bewegen  sich  die  Bahnscheitel  im 
Sinne  des  Umlaufs.  Sic  ist  ferner  anabbängig  von  der  Schwerkraft 
OBd  von  der  Lauieneinheit 

Itt  die  kl^ne  Halbaxe  h  sehr  klein  gegen  a,  so  gcwftbrt  das  Pendel 
tafolge  nnoerea  Eigebniteea  eine  Encheinnng,  die  offenbar  mit  dem 
Elnflnia  der  Botation  der  Erde  eoncnrrirt  Letztere  bewirkt  bei 
einem  in  veiticaler  Ebene  schwingenden  Pendel  eine  Rotation  der 
Ebene^  die  in  34  Standen  höchstens  4R  betragt  Nehmen  wir  dieses 
Ifiiimnm,  das  nur  am  Pole  stattfindet,  an,  lassen  das  Pendel  hin 

and  aorflck  in  2  Secnnden  schwingen,  setzen  «  ~"  ^>  <uid  fragen: 

Wie  gross  mnss  (  sein,  damit  die  Bahn  ohne  Erdrotation  ebenso 
sehndl  rotirt?  Gl.  (15)  ergiebt: 


oder  nach  (14) 


(16) 


2.4R 
24.60.60 


4     10  0 


woraus 


b 


e 


1 

3240 


Da  ein  solches  Pendel  nahezu  1  iNIeter  laug  ist,  so  brauchte  es  nur 
am  J  Millimeter  aus  der  Ebene  abzuweichen,  um  die  ganze  Wirkung 
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der  Erdrotation  zn  neutralisiron ,  bzhw.  zn  verdoppeln.  Hieraas  ist 
ersichtlich,  dass  der  Foucault'scho  Pcndelversuch  sich  nicht  mit  rohes 
Mitteln  anstoUen  lässt  ohne  betrftchtUchen  Täuschungen  ausgesetzt  za 
fldn,  vnd  dass  bei  Yersachen,  welche  die  Rotationsgeschwiudigkeit 
genauer  coutatiren  sollen,  die  grOsste  Sorgfalt  anf  Herstdlong  ebener 
Bowegnng  Terwandt  werden  nrass. 

Von  der  Formel  (2)  ist  Ms  jetzt  kein  Gebrauch  gemacht  Führt 
man  den  Wert  (4)  ein,  so  kommt,  mit  Anwendung  von  (7)  (11) 


oder,  da 


Vy+c    y2c\       2c  /  y2c 
ist* 

wo  die  verschiedenen  c  Unendlichkleinc  höherer  Ordnnng  als  der 
nächst  vorbei:geheude  Term  sind.  Nach  (5)  ist  aber  die  Grösse 

gloiohfalis  uiK  udlich  klein  höherer  Ordnnng,  verschmilzt  also  mit 
Jetzt  wird  nach  (10) 

and  nach  (U) 

a.  -   J  (i + "'«>»'*+^«^'»+,,) 

IntCfn-irt  man  von  1^  —  0  bis  ^«=-4K,  so  erhalt  man  mit  Vernach- 
lässigung von  t^:  . 

'-"»U'+It") 

al^  Ausdruck  der  Dauer  einer  vollen  Schwingnug. 
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Zur  Bcrechnang  der  Läuge  der  Bahn  bat  man  aus  der  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft: 

und  zwajr  ist,  wie  nch  aus  (4)  Iftr  f  =  0  mit  Anwendiittg  von  (5) 
ergiebt, 

■ttkiB  e  Hanptwert  von  A,  und  t— A  nnendlieh  kletn.  Daher  ist 

y* — A  kdner  BefhenemlividEdimg  mit  steigender  Ordnung  der  Un- 
cwnicUdemen  and  rationalen  Tennen  fthig.  Eine  Behandlung  des 
Integrals  naeli  andrer  Methode  aber  wtkrde  an  dieser  Stdle  kein 
Interesse  haben. 
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XIX. 

Erste  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen 

unabhängig  vom  Differentialbegriff  entwickelt. 

Von 

R.  Hoppe. 


Besouders  in  Hinsicht  auf  das  Fourier'sche  Theorem  ist  eine 
Grundlegung  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  unabhängig  vom 
Differentialbegriff  wichtig.  Kiue  licarbcitung  der  Principien  in  diesem 
Sinne  hat  J.  Thomae  in  der  Separatschrift:  Einleitung  in  die  Theorie 
der  bestimmten  Integrale''  —  geliefert.  Motive  denselben  Gegeustand 
auf's  neue  zu  behaiukln  sind  mir  die  folgenden.  Krstens  fitlirt  seine 
Darstellung  des  Integrals  als  Grenzwert  der  Summe  übcrHüssigc  Ele- 
mente in  die  Kechnuug  ein  und  ist  daher  nicht  die  einfachst  mög- 
liche. Zweitens  wird  mitten  iu  der  Reihe  seiner  Sätze  der  Üift'ereu- 
tialbegritf  unnötigerweise  zugezogen  und  verdunkelt  deu  logischen 
Connex.  Maucho  audro  Abweicbuugoo,  dio  ich  voruebme,  siod  sccan- 
d&ror  JSatar. 

Gegenstand  des  Gegenivftrtigen  werden  ansschlieBslich  einfache, 
reelle  Integrale  sein.  Differentiale  werden  erst  da  eintreten,  wo 
die  Differentiation  selbst  in  Frage  steht,  und  bei  der  Frage  der  Gon- 

vergeuz. 

§,1.  Interpolation  loser  licihen.  Einmalige  lutcrpolatioa 
einer  losen,  d.  h.  nicht  gesetzm&ssigen,  Beihe  reeller  Grossen 
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wollen  wir  nennen  die  Einaehaltang  eines  neoen  Gliedes  >•  »-i  nnd 
<Crk  iwiscben  2  beliebige  snooessive  Glieder  n-h  Unter  Inter- 
polation Bchlecbthin  verstehen  wir  dann  eine  bestimmte  Snocession 
mehrerer  einmaligen  Interpolationen  nach  beliebigen  Gliedern. 

Znr  BezcichauDg  ist  es  notwendig  die  Anzahl  der  Glieder  an- 
zugeben ^  wir  schreiben  darum  die  Keihe: 

NM  n 

denn  naeh  einmaliger  Interpolation  wachsen  die  Orduuugsz&hlou  des 
hintern  Teils  der  Reihe,  und  man  bat: 

»  =  «  (*<*) 

Xk  =  xk-i    {h  ^  k) 

Eine  leichte  Hetrachtuug  ergiebt,  dass  durch  geeignete  Inter- 
polation, z.  B.  weiiu  iiuui  alle  n  Differenzen,  dann  alle       dann  alle 
4n,  etc.  Differenzen  der  suec  essiven  Glieder  durch  die  Einschaltungen 
nach  gleichem  Zahlcnvcrbältniss  teilt,  unendlich  klein  gemacht  werden 
können  (was  otiViibar  nicht  bei  jeder  in's  unendliche  fortgesetzten 
lüterpolsitiou  der  Fall  ist). 

Das  Anfangs-  und  Endglied  der  Reihe  bleibt  von  aller  Inter- 
polatioii  Qnberfibrt.   Sei  demnach  bei  Variation  von  n  constant 

st^     «5  X«  —  b. 

§^  2.  Grenzwert  der  Summe  vou  Producten  der  suc- 
cessiven  Differenzen  einer  i nterpolirte n  Reihe  multipli- 
cirt  mit  den  den  Gliedern  entsprechenden  Werten  einer 
Function.  Die  Reihe  (1)  werde  in  solcher  Weise  unendlichmal 
interpolirt,   dass   die  Differenzen  der  successiven  Glieder  unendlich 

klein  werden.    Sei  q;x  eiue  mit  x  beständig  wachsende,  eindeutige 

Function.   Danu  läsät  sich  beweisen,  dass 

Sn^'  £^fpxk(xk — xk^i)  ,  (2) 

Dgir  n  tx>  einen  Grenzwert  hat,  der  von  der  möglichen  Verschieden- 
heil  der  Interpolation  unabhängig  ist 

Bctrachteu  wir  neben  obiger  Summe  auch  die  folgende 

k—n   M         II  M 
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und  lassen,  durch  Einschaltung  Tor  a-*,  «  nm  1  wachsen;  dann 
bleiben  alle  Glieder  beider  Bdhensnmmen  unterändert  bin  anf  eins, 
welches  in  2  Glieder  fibergeht,  und  man  erhält  nach  Snbtmction: 

fH>l«-}-l    nfl  M^l     Nfl  Nfl 

8m^\ — Äi  =  fpth  (ar* — ar»-i )  +  90**^1        — «) 

«  «  «• 

—  tprh{rk — arA-i) 

M^i  ii-l-l  M-l-i         «|i  Mfi  1141 
MUH 

Oder,  weil 
ist: 

N-l-l  H  +  1     «f^l  M^^l 

tt-l-l         t.fl         »>|I  Nfl 

Tn^i  —  Th  —  (9«—  qrxA-i;     f  1  —  iTik)  0 

folglich  nimmt,  bei  wachsendem  «,  8m  ab,  3«  an.  Ansserdem  ist 
und  man  erhalt: 

Tx  <  2-«  < . .  <  ^T,.  < <  5»-!  <  ...  <S^  (S) 

d.  h.  iS;i  bleibt  bei  beständigem  Abnehmen  stets  >  7*i,  nnd  T»  bei 
beständigem  Wachsen  stets  •<4i  beide  haben  also  Grenzwerte  ftr 
«1*00,  welche  mnächst  nnr  Ar  bestimmte  Interpotationsfolge  be- 
stimmt sind,  nnd  swar  ist 

lim&>  jedes  r»,  und  lim2;i<  jedes  iSi..  (4) 

n  m 

Bezeichnet  femer  d  die  grOsste  der  Differenzen  n — «i-i  in 
Gl.  (2),  ao  ist,  da  alle  Tenne  jener  Summe  positiv 


and,  da  nach  VorausbeUung  Um  J  =  0  ist,  auch 

]im(S;  — r«)  — 0  (5) 

fblgiich  jene  2  Grennrerte  von  «S»  und  Tm  einander  gleich. 

Es  Ueibl  n  beweise«,  dass  bei  jeder  Interpolation  dieselben 
OfSMWcite  resttltiren.  Nehmen  wir  nasser  der  Bdhe  (I)  die  Beihc 
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m 


(6) 


la  od  interpdiiren  de  auf  beUebnse  andere  Weise,  ao  dasa  die  Dif- 
£sRBieB  imeiidUcli  klein  werden.  Sei 

k-^m    m     III  wi 
k=l 

Duvh  Vereinigung  beider  Reiboi  entstellt  eine  dritte  Keibe 


(7) 


w.  lcho  die  Glieder  der  einen  und  andern  zugleich  enthält,  daher  durch 
luu^rpöiatiou  aus  jeder  von  beiden  hervorgehen  kann.   Sei  analog 

T^'  =  ^       9x4-1"  (;r»''  -1") 

Daau  ist  zunächst  nach  (4)  bei  jeder  Interpolationsfolge  und  tür  jeden 
Wert  von  m+n 

Ä»«H>s">r-+»  (8) 

Cnerwiesen  ist  aber  noch,  ob  .S"  dieselbe  Grösse  sein  kann,  wenn  die 
Reihe  (7)  einmal  aus  (1),  das  audrenial  aus  (G)  durch  Interpolation 
^  hervorgeht.  Dies  erhellt  folgeudermasscn.  Sei  li^  C,  ...  eine  in's 
unendliche  steigende  Reihe-,  wir  fixiren  successivc  Werte  von  m-j-n 
>J,       Zy,  •••  und  intorpoliren  die  Reihe  (7)  in  solcher  Folge, 

dass  sio  für  jeden  tixirteu  Wert  alle  Glieder  von  (1)  und  ((>}  ent- 
hilt,  was  durch  blosse  Iliuzufügung  der  neuen  Glieder  stets  möglich 
ilt  I>niui  geht,  für  beliebig  grosse  m  +  w,  iS„,f„"  durch  Interpolation 
ans  18^  und  aus  5»/  hcnor,  folglich  differiren  die  2  Werte  der  Con- 
'tan^en  S^'  nnendlich  wenig  von  der  einen  Yariabeln  Smkn\  sind  also 
eiiABder  gleich.  Dann  aber  ist  nach  (3> 

und  man  hat  nun  zufolge  (4)  and  (8): 
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'Jh  <C  ^  <C      }     ^'w'  *^  ^m' 

Sn>S'>Tn\  Sm'>S'>Tm' 

woraus  nach  Snbtraction  der  fibereinanderstehenden  Scalen: 
nnd  dann  nach  Addition: 

Die  ilnssern  Glieder  verschwinden  nach  (5)  ftr  unendlich  grosse  n 
und  m,  folglich  ist  das  Mittelglied  null,  und  mau  hat: 

was  ZQ  beweisen  war. 

§.  3.  Erweiterungen.  Der  Satz  von  §.  2.  war  an  die  Be- 
dingung geknüpft,  dass  ifx  mit  x  wftcbst  Wenn  statt  dessen  ^  bei 
wachsendem  «  abnimmt,  so  wflchst  — <px  mit  ar.  Wendet  man  dann 
den  Satz  anf — fpx  an,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  er  anch  von  tpx  gUt. 

Die  Boiho  (1)  enthielt  bisher  stets  dio  feststehenden  Glieder 

N  U 

x„.  Uebergeht  man  diese,  so  fallen  in  der  ReihODsnmme  der 
erste  und  letzte  Term  weg.  Da  alle  Termc  unendlich  Iclein  sind,  so 
bleibt  der  Grenzwert  S  uugeüudcrt   Giebt  es  nnn  eine  Reihe  tod 

Grösseu 

a  <  «,  <  o,  <  ...  <  * 

derart,  dass  cpx  von  t  a  bis  ,  von  da  bis  «o,  etc.  entweder  bo-  ' 
ständig  wächst  oder  bestündig  abnimnit,  sei  es  mit  Eiiiscliluss  oder 
Ausschluss  der  Grenzen,  und  man  wendet  den  Satz  von  §.  2.  auf  | 
jedes  dieser  Teilintervalle  einzeln  an,  so  erhält  man,  nach  Addition  i 
der  eutsurechendcn  Summen  ^'„,  wieder  die  ursprüngliche  Summe  ' 
und  deren  Grenzwert  i^t  dann  die  Summe  der  einzelnen  Grenzwerte  ; 
S.  rulglicl»  gilt  der  Satz  auch  von  einer  Fnuction  qpx,  dio  nur  in  | 
lauter  Intcrvallüu  von  einem  Werte  zum  andern  beständig  w&cbst 
oder  abnimmt 

Auch  die  Bedingung,  dass  dio  Reihender  x  bestftndig  w&dtst, 
I&sst  sich  beseitigen.  Kehrt  man  die  Reihe  (1)  um,  so  gebt  8m  in 
— 7«,  Tn  in  — Sh  ttber.  Bei  beständig  abnehmenden  x  bat  also  & 
gleichfalls  einen  Grenzwert  Wenn  jetzt  die  x  bald  zu-,  bald  ab- 
nehmen, so  kann  man  wie  oben  das  Intervall  von  a  bis  &  in  Teil- 
Intervalle  zerlegen,  in  deren  jedem  die  x  nur  in  einem  Sinne  variireo. 
Demnach  gilt  der  Satz  noch  für  dne  beliebige  Reihe  der  x,  wen 
sie  nur  anf  durchgehend  unendlich  kleine  Differenzen  interpdilit  wiri 
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Da  jeder  Term  der  Summe  (2)  uueudlicli  klein  ist ,  so  hat  eine 
AeDdcning  einer  eudiicheii  Anzahl  von  Functionswcrdeu  q)x  keinen 
Eiotiuss  auf  den  Grenzwert  *S'.  Eine  Aenderung  unendlich  vieler 
Fanctionswerte  hingegen  kann  den  Wert  von  S  ändern.  Unter  allen 
Umstinden  steht  es  uns  aber  frei,  wenn  die  x  bekannt  sind,  denen 
die  abzuändernden  (px  entsprechen,  so  zu  iiiterpoliren,  dass  kein 
5«j1c1ics  r  in  der  Reihe  vorkmnmt,  kurz  alle  jene  x  zu  vermeiden,  da 
iTjischen  ihnen,  auch  wenn  sie  einander  unendlich  nahe  kommen, 
immer  noch  Reihenglieder  angenommen  werden  können.  Hier  zeigt 
es  sich,  dass  es  Falle  geben  kann,  wo  ans  verschiedener  Interpolation 
verschiedener  Grenzwert  resultirt,  sofern  bei  Aufnahme  jener  x  in 
die  Reihe  sich  S  mit  gewissen  Fuüctioüswcrtcn  ändert,  bei  Ver- 
neidoi^  derselben  nicht 

ErflUlt  abo  die  Function  ipx  dio  Bedingung  des  Satzes  nicht, 
iArirt  sie  aber  Ton  einer  Fonotion  g^^x,  die  der  Bedingung  genügt, 
MriD  einxelnen  Werten,  seien  es  anch  nnendlich  viele,  so  gUt  der 
kä  noch  f&r  jede  Interpolation,  welcbo  die  entsprechenden  einzelnen 
t  aeidet. 

Derselbe  Fall  findet  z.  IJ.  statt,  wenn  <px  für  rationale  x  einen 
iodern  Lauf  hat  als  für  irrationale.  Die  rationalen  x  sind  unendlich 
fiele  Einzelwerto,  die  irrationalen  nicht.  Man  hat  dann  bei  Inter- 
polation mir  irrationale  Glieder  einzuschalten  und  die  Ansnahms- 
bestimmung  von  9«  fBr  rationale  x  zu  ignoriren  *). 

Fassen  wir  die  Ergebnisse  zusammen,  so  haben  wir  2  Sätze: 

L  Satz.  Dio  Summe 

t=:N     «II  II 

2:  (ipxkirk—Xk^i)  (9) 

k=l 

is  welcher  eine  eindeotige  Function  ist,  welche  in  lauter  Intern 
Tillen  TOD  einem  Werte  von  x  zum  andern,  sei  es  mit  Einsehluss 
oder  Aosscbltisa  dieser  Grenzen,  beständig  wllchst  oder  beständig  ah- 


*)  Thomac  hat  den  im  Vorstrhcntlcn  erklärten  Umstand  ganz  unberück- 
sichtigt gelassen.  Seine  Darstellung  kennt  den  Unterschied  zwischen  Intervall 
Mil  Einzelwert  und  djis  Vcrlutltcn  der  letztem  zum  Integral  gar  nicht;  viel- 
■ehr  gipl.t  sich  darin  die  irrtümliche  An.'schauung  kund,  als  ob  das  Inten'all 
ns  nnen  Ilich  vielen  Einzelwerten  bestände,  anendlich  viele  Punkte  eine  Linie 
unuicbten.  DenagcmlH  i«t  a«eh  Mino  BrOrternng  der  IrmtioiMlMhleB  im» 
ridoig,  indem  si«  tich  mit  den  Bationalxahlen  bei  ihm  in  du  Interrall  teilen. 
laMge  davon  erscheint  dai  Beraltat  Minor  Bebiindlang  Ton  Beitpiolon  der 
Wta  genMinton  Art  alt  wunderbare  Eigeniebaft  der  betreffenden  Functionen, 
nobd  er  co  bewenden  llatt 

18* 
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nimmt,  hat,  wenn  durch  fortgesetzte  Interpolation  die  BSmmtlichen 

Differenzen  x  -  xk-\  unendlich  klein  werden ,  einen  Grenzwert,  der 
von  der  möglichen  Verschiedenheit  der  Interpolation  unabhängig  ist 

II.  Satz.  Erfallt  die  Function  ipx  obige  Bedingung  zwar  nicht, 
differirt  sie  aber  von  einer  Function  9)|X,  welche  der  Bedingung  ge- 
ntlgt,  nur  in  einzelnen  Werten  von  »,  seien  es  auch  unendlich  viek, 
80  hat  die  Summe  (9.)  denselben  Grenzwert  wie 


N    «  M 

^  <ri(«»(an— «-i) 

wem  in  der  Beihe  der  «k  diejenigen  x  nicht  Torkommen,  für  welche 
^^^i^K  ist. 

Im  Falle  des  letztem  Satzes  ist  also  die  Unabhängigkeit  des 
Grenzwerts  vou  der  Interpolation  eine  beschränkte. 

§.  4.  Definition  des  bestimmten  Integrals.  Die  in  §.2. 
fonnulirte  GröBse  8  heizst  das  Integral  von  ^sdatim  Intervall  von 
a  bis  6  nnd  wird  geschrieben: 

ipxox  ^Xiok  £  ipxk{,irk—n^\)  (10) 

Diese  Gleichung  definirt  den  links  stehenden  Anzdruck,  und  die 
Definition  ist  gflltig  für  aUe  Functionen  97^,  welche  den  Bedingungen 
des  I.  oder  IL  Satzes  gentigen ,  die  Summe  nnd  deren  Variation  nit 
n  im  Sinne  dieser  Sätze  verstanden. 

§.5.  Form  dor  Abhängigkeit  des  Integrals  von  seinen 
Grenzen.  Da  die  rechte  Seite  der  GL  (10)  unabhängig  von  der 
Reibe  der  x  ausgenommen  deren  Anfangs-  und  Endglied  ist,  so  kasa 
das  Integral  nur  Function  von  a  nnd  b  sein.  Sei  also 

h 

tpxdx  I'XtiiO) 

a 

Eine  leichte  Betrachtung  ergiebt»  dass  gemftss  der  Definition 

b  e  e 

^ tpxdx-\-    r  fpxhx  =  fpxhb 
«  •  a 


(11) 


ist,  indem  die  zweite  Keiheiibumme  blosse  P'ortsetzung  der  ersten  ist. 
Daher  hat  man: 
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Betnehtet  msa  e,  von  dem  F(a^h)  nicht  abhftngt,  als  constant  imd 
•etat 

F{a,c)  /(a) 

80  wird 

F{fl,b)'~m-f{a)  .  (12) 

und  man  hat: 

in.  Satz.  Jedes  Integral  im  Intervall  Yon  a  Ms  &  Ist  die  Dlf- 
feraoz  zweier  Werte  derselben  Function  eDtsprechend  den  Argumenten 
«  nd  b. 

Diese  Function  fix)  möge  die  Integralfunction  von  q>xdx  hoissen. 
.Addiit  man  eine  Constantc  zu  ihr,  so  bleibt  die  Grosso  (12)  un- 
folglich  enthftlt  jede  Integralfiiuction  eine  wilikttrlicbe  Con- 
alfl  Addenden. 


Ans  der  Gleichung 

h 

9»aaf —/(*)— /(a)  (13) 


• 


fojgt  nun  leiciit  erstlich  Gl.  (11),  ferner  insbesondere: 


a  . 

^  q^xdx  =  0 
a 

h  a 

ipzdx  =  —  tpx 


GX 


§.6.  Mi ttelwer tsatz.  Sei  il  der  kleinste,  B  der  grOsste  Wert 
der  Fonctiou  ipx  zwischen  af  —  a  und  «  —  ft,^  und  a<Ch,  Wir  intcr- 

poiiren  die  Reihe  (1)  so,  dass^die  Bilferenzen  n — n^i  sftmmtlich 
poBtiT  werden.   Bann  ist 

lr=fi     n  NN 

k=H        H  NN 


Ast«  n  ^— **    **  H  k~H  H  H 

Xun  ist 
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k=:}t    n        n  n  n 

folglich,  indem  man  zum  Grenzwert  übergeht, 

fr 

a 

Besseichnet  Mtpx  einen  Mittelwert  der  Function,  d.  h.  eine  GrOne 
zwiflcheii  A  und      so  kann  man  das  Resultat  schreiben: 


(6— a)3f9ia;  (Ii) 


§.  7.  Stetigkeit  der  I n tegral fun ctioa.  Das  Integral  (lü) 
ist  stetige  Function  der  oboru  Grenze  6,  wenn 

b+t  b 

d  = J  tpxBx  —  ^ tpxdx  (16) 

a  a 

zq^eich  mit  e  unendlich  Uein  ist  Nach  (11),  dann  nach  (14)  ist 

^  = ^ (pxdx  =  iMtpx  (16) 

Ba  nun  Mcpx  zwischen  ])cstinimten  Grenzen  enthalten  ist,  so  ist  die 
Bedingung  der  Stetigkeit  erfüllt.  Führt  man  für  das  Integral  deu 
Ausdruck  f{h)  —,f{n)  ein,  und  schreibt  x  statt  so  crgiebt  sich,  dass 
j\x)  stetige  Function  von  x,  und  hieraus  wieder,  dass  das  Integral 
stetige  Function  von  a  und  6  ist 

IV.  Satz.  Bas  in  §.  4.  definirte  bestimmte  Integral  ist  stetige 
Function  beider  Grenzen. 

i  8.  Differentiation  der  Integrale.  Setzt  man  in  (15) 
96  für  c,  so  stellt  d  das  Differential  des  Integrals  partiell  nach  h  dar, 
und  man  hat  nach  (16): 

b 

db.^^J^  (pxdx  =  BbMdfim 

n 

und  zwar  bczeiclniet  .Vqpj-  einen  Mittelwert  der  Function  /.wischen 
X  =  />  und  X  --^  hArCh.  Ist  nun  tpx  stetig  bei  x  =  so  haben  alle 
solche  Mittelwerte  den  Grenzwert  <fb\  folglich  ist 

fr 


d 
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FIbrt  msa  den  Ausdruck  (13)  ein,  lud  schreibt  sb  statt  6,  so  kommt: 

 &  9^« 

oder,  memu  a  constant: 

/'(x)     ^  (wenn  9«  stetig)  (17) 

Denmacli  ist  ^\\e  F^mction  unter  dem  Iiitcgralzt'ichcu,  wolcra  sio 
stetig,  immer  die  D^hvatioa  der  lutQgralfimctiou,  und  mau  hat  all- 
gemein: 


n 

Tanirea  jetzt  a  und  b  gleichzeitig,  so  ist 

b 

d J^f'(x)dx=:f{b)Bb—/*(a)9a  oder 


Varürt  €px  mit  einer  Grösse  u,  aud  mau  setzt 


-57  =  ^1*5    "ST  -M^) 


so  hat  mau: 


g^J  —  ^  ==/j(^) 

« 

b  b 


m  a 

Variircn  a,  &  und  beliebige  in  tpx  enthaltene  (Mssen  «,  so  ist 
eebfieflslidi 

*  b 


c 
m 


i,  9.  Erweiterter  Hittelwertsatz.  Sei 
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und  ^u)  eine  Function,  die  einen  Bifferantinlqnotienten  ^'(«)  Int 
In  der  Beieichnnng  eines  bestimmten  Integrals  (10)  bedeuten  nna 
stets  die  Integnigrensen  o,  ^  den  Anfongs-  nnd  Endwert  deijemgen 
Ytriabeln,  Uer  «,  welche  Unter  dem  BUferentialzdcfaen  8  steht 
Schreibt  man  also  filr  sein  AeqoiTalent  ^'(«)dis  so  mOssen  sn 
die  Stelle  Ton  &  der  Anfangs-  nnd  Endwert  Ton  u  treten.  Yaiürt 
«  Ton  «  bis  /I,  so  Yariirt  m  von  bis  ^(ß.  llsn  hat  daher  ss 
setien  • 

dann  wird 


Nach  (18)  ist 


daher  nach  (14) 


^ tpx^K  =-  JWqpx ^fi>'{u)dm  oder 

Jetzt  wollen  wir  statt  der  Zeichen  «,  /l,  9^  schreiben  a,  ^, 
^  9;  dann  lautet  die  Formel: 

Die  Bedingung,  dass  \i){n)  eiueu  Differentialquotienten  hat,  ist  nach 
(17)  erfüllt,  wenn  i{n)  stetig  ist.  In  (19)  bedeotet  Mrp-tim  ein  Mittel 
zwischen  dem  kleinsten  und  grössten  Werte  von  (jpti«.  wenn  »i  «  von 
t^a  bis  variirt.  Wegen  Stetigkeit  von  t^-u  werden  diese  2  äusser- 
sten  Werte  auch  stets  erreicht,  wenn  u  von  o  bis  ß  variirt.  Daher 
ist  Mqn^H  auch  Mittelwert  für  letztere  Variation.  P.iuen  Grund  za 
besonderer  Vorsicht  bietet  dagegen  die  Setzung  einer  beliebigen  f'unc- 
tion  qsiu)  für  (pUm.  Wenn  nämlich  t^-i*  für  verschiedene  u  denselben 
W'ert  hat,  so  entspricht  denselben  auch  gleicher  Wert  von  qpt^«,  nicht 
aber  von  (f(n),  wodurch  sich  die  Substitution  verbietet.  Um  diesen 
Fehler  zu  meiden,  stellen  wir  für  die  Function  ti'u  die  zwar  oicht 
als  notwendig  erwiesene,  aber  zureichende  Bedingung,  dass  sie  durch- 
gängig in  einem  Sinne  variirt,  so  dass  jedem  t/.u  nur  ein  n  entspricht; 
diese  ist  gleichbedentend  mit  der,  dass  x(»)        Vorzeichen  nicht 
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JetBt  Uratel  die  Bedingung  der  Gttltigkcit  des  erweiterten 
MUetwertaaties  (20): 

2(«)  stetig  tmd  tob  unTerftnderlicheiii  YorseicheD«  (21) 

§.  10.  Convergcnz  der  Integrale  bei  uucudlich  gros- 
siu  Functions  werten.  Sei  qp(a-j-£)  —  oo  für  vorschwiudendes  e. 
iUt  alsdann  das  Integral 

» 

8t  ^ ^  ipxhx 

«Den  Grenzwert,  so  heilst  es  conveigent,  und  der  Grenswert  wird 


limA 


ainfiüls  lidsst  es  divefgent  und  kann  nur  als  Fonction  von  i 
%iitand  der  Beehnnng  sein. 

Um  die  Bedingnogen  der  Gonvcrgenz  anfimstellen,  setzen  wir: 

^  =  - ;    /ix  =  log/^ ;    i,*  —  log^i« ;    . . .  /hJt  log/»-ia; 

« 

m  l^,  ...  In^  L  Fonetionazeiehen,  u  eine  positive  Gonstanto  be- 
deitet  Eine  Differentiatiou  eigiebt: 

Lx  ^  


Beide  Fanctioncn  Terharren  positiv,  solange  das  positive  x  klein 

genng  bleibt,  da.ss  eine  /nnaligc  Logaritbmiruug  von  ^  noch  ein  posi- 

tives  Besnltat  giebt  Die  Grosse  h—a  habe  diese  geforderte  Kleinheit 

Wir  setzen  nun  iu  Gl.  (20)  einzeln 

X(«)  —  I»'(«— a);      )((«)  =  lii+i'(»— «) 

daan  ist  beidemal  x{x)  positiv  von  x  a-\-i  bis  x  ^  und  nuui 
kit  nach  (18)  bzhw. : 

h 


Wh+i(&— a)  — ^+lt 
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Zerlegt  man  also  ^  folgendennassen: 

80  erhält  mau  nach  Gl.  (20),  deren  Bedingung  (21)  erfüllt  ist,  bzhw.: 
h 


I 


» 


Hier  sind  die  Sabtrahenden  JA  unendlich  klein,  In^u  unendlich  gross, 
die  Minuenden  constant,  folglich  das  Integral  endlich,  wenn 

endUch  ist,  dagegen  unendlich  gross,  wenn 


nicht  nnendlich  klein  Ist. 


Nimmt  man  nun  an,  dass  q){a-\-t)  bei  versclnvindcuJem  i  von 
irgend  einem  t  an  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  wächst  der 
absolute  Wert  des  Integrals  beständig  bui  ahnehnuMukMu  f,  hat  also 
einen  Grenzwert,  wenn  er  endlich  ist  Im  erstgedachten  Falle  con- 
vcrgirt  demnach  das  Integral. 

Die  Hittelwerto  (22)  (23)  sind  endlich,  wenn  die  betreffenden 
Functionen  für  « •»  a-|-e  endlich  sind  oder  mit  «  verschwinden,  un- 
endlich gross,  wenn  es  die  Functionswerte  sind. 

Folglich  couvergirt  das  Integral,  wenn 

für  irgend  ein  n  und  irgend  ein  positives  «  mit  e  verschwindet,  und 
q>{a-{-i)  bei  verschwindendem  e  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt;  es 
divergirt,  wenn 

bei  verschwindendem  i  nicht  verschwindet 
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Der  Fan,  wo  entere  Grteae  endUch  Ist,  braucht  nicht  erwfthnt 
\     n  werden,  weil  sie  dann  Ar  ein  Uoineres  positives  a  immer  ver- 
sehwiadet 

Es  war  vorausgesetzt,  dass      genügend  klein  sei.    Dass  die 
Grösse  von  Z.  keinen  EinHuss  auf  die  Couvergcnz  hat,  erkennt  w^*» 
/    jedoch  leicht  durch  Zerlegung  des  IntenralU  nach  (11). 

^  Die  entscbcidendcu  GrOäseu  (24)  (20)  werden 

'  für  Ii  =  0:   q>{a-\-i)t^ «) « 

/     IV +«  1 
Dlrfi=l:    9>(a+«)«Uog-j     ,  9(ö+0«log- 

I     Flr^ebt  das  kleinere  n  iieine  Eutsdiciduug,  so  schreitet  man  zum 
Bäckst  grössern. 

Dm  Kiiterinm  der  Gonvergeuz  für  unendlich  grosse  Functions- 
I     werte  mn  der  obem  Grenze  ist  leicht  durch  Substitution  tob  b-^x 
md  das  rorige  zurückzufahren.  Es  tritt  bloss  q>ib  —  e)  an  die  SteiDe 

▼OD  ip{a  -f-O- 

Wird  00  fllr  »  =  c  i  f ,  wo  a  <;  r  <^  ä  ,  so  hat  man  das 

TaiernJl  a  bis  b  zu  zerlegen  in  die  Intervalle  a  bis  c  und  e  bis  b. 
In  (24)  und  (25)  ist  dann  9<e:h<)  ^tUr  9(a-|-f)  zu  setzen. 


f.  11.  -ConYergenz  der  Integrale  fttr  unendlich  grosses 
latervall.  Das  InterraU  kann  unendlich  gross  sein,  wenn  6  —  oo, 
wenn  as= — co  ist  und  wenn  beides  zugleich  stattfindet  Den  2.  Fall 
kaiiu  mau  auf  den  ersten  zurückfahren  durch  Substitution  — x  fttr  s, 
.]i  n  3.  Fall  auf  die  beiden  ersten  durch  Zerlegung  des  Intervalls. 
Laudclt  sich  also  allein  nm  den  ersten. 

Hat  das  Integral  (10)  f Or  6  ^  x  einen  Grenzwert,  so  heisst  es 
coQveigCBt,  Dod  der  Grenzwert  wird  geschrieben: 


0 

Sei  X  ^  los  j*       ^    ^<       *  positiv  unendlich  klein;  dann 

irird 


-  -f<P  (logi)  f  (log  -J)  f 

5i  «  < 
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Nach  i,  10.  coQvergirt  letzteres  lutegral«  weim 

(.«!) 


91 

oder,  da  tl^     1,  wenn 

nnendlich  klein  bt,  und  qp^Iog^^  bei  vcrschwiudendcm  c  sein  Vor- 

seichen  nicht  wechselt  Substitoirt  man  fOr  c  die  positive  Unendlich- 

_i 

kleine  e  so  ^clit  he  in  lk-\t  über.  Schreibt  man  zugleich  n-J-1 
fflr  »,  so  lautet  die  entscheidende  Grösse  (24)  für  Convcrgcnz: 

9(i)VM...Ä.«(W-  (26) 
Hieraos  geht  die  andere  Ar  er  «  0  hervor 

welche  die  Divergens  beweist^  wenn  sie  nidit  verschwindet 

12.  Quadratur.  Seien  a  =  x^),  j-j,  a-,, . ..  xh  =  ^  die  Abscissen, 
gixo,  <;px„  (fx^  ...  <pj„  die  Ordinalen  von  Punkten  7^,  P,,  .../» 
einer  ebenen  Curve  {A  mit  /',,  7/  mit  7*,,  identisch),  iSy,  A',, 
TV,,  ...An  deren  Projectionen  auf  die  x  Axe.  Indem  man  zwischen 
den  consecntivcn  Punkten  immer  neue  auf  der  Curve  annimmt,  lassen 
sich  die  Bogen  zwischen  diesen  unendlich  klein  machen.  Jedem 
Maximam  und  Minimum  der  Ordinate  entspreche  ein  Punkt  I\  .Er- 
gänzt man  nnn  die  Bechtecke 

^k^'k^^k~l  M-i  =  qrrt(x»~ri-i)  (28) 
Ak-l  A»X*  -»=  ViTk-l  (ar* — ar*-i)  (29) 

80  liegt  der  Bogen  IWt^i  stets  Innerhalb  des  Beehted»  iV£tA-il6-i, 
nm  welches  beide  Bechtecke  von  dnaader  diffnriren;  daher  differirt 
der  Streifen 

PkNkNk^iPk^i  (30) 

von  jedem  der  beiden  Rechtecke  um  woniger  als  beide  Rechtecke 
unter  sich.  Nimmt  man  nun  die  Summe  der  Differenzen  der  Recht- 
ecke (28)  und  (29),  jede  positiv  gerechnet,  so  ist  diese  bis  zu  jedem 
Maximum  oder  Minimum  nach  GL  (6)  unendlich  klein,  folglich,  wenn 
die  Anzahl  der  Maxima  nnd  Minima  endlich  ist,  von  Anfang  bis  Ende 
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unendlich  klein.  Die  Summe  der  Differenzen  von  (28)  und  (30), 
auch  positiv  gerechnet,  ist  kleiner,  also  auch  unendlich  klein.  Der 
absolotc  Wert  der  Differenz  der  Summen  von  (28)  und  (30)  ist  nie 
grösser,  also  auch  unendlich  klein.  Die  Summe  der  (28)  ist  8n  (61.  (2)), 
die  Somme  der  (^)  du  FlfichenstOck 

folglich  ist  Sn — F  unendlich  klein.  Da  hiernach  die  Variable  Sh 
oeodUch  wenig  von  den  Constonten  iS—  lim;S»  nnd  F  differirt,  so  ist 

k 

DiB  bestimmte  Integral  stettt  das  ebene  Fttcbonstflck  swiseben  dem 
Ctofenbogen,  den  Ordinaten  seiner  Endpnnkte  nnd  der  Abseissenaie 
dir,  wenn  gnt  die  Ordinate,  «  die  Absdsse  des  laufenden  Punktes, 
a  deren  Anfongs-,  b  deren  Endwert  Ist 
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Weber:  Zur  Tlieorit  der  magnetischen  Induciion, 


XX. 

Zur  Theorie  der  maguetischeu  Induction. 

Von 

Heim  Dr.  L.  Weber, 

AMtstonten  ani  phytikaliiclien  Institnt  in  KieL 


Die  allgemeine  Theorie  der  magnetischen  Induction,  wie  sie  zn- 
erst  von  Poissou  (M6ni.  de  Tlust  d.  Fr.  Tome  V  et  VI)  gegeben 
ist,  geht  von  folgender  Vorstellung  über  das  Wesen  des  Maguetisniu? 
aus.  Nach  der  Coulomb'schcn  Hypothese  hat  man  sich  den  magneti- 
schen Zustand  eines  Idiomagneten  sowol  wie  eines  inducirt  ma;.:ucti- 
sehen  Körpers  vorzustellen  als  bestehend  in  einer  räumlichen  Trenuuni: 
zweier  iinpoiidorabeler  Fhiula,  eines  nördlich  und  eines  südlich  n)a;iue- 
tischen  Fluiilums.  Wenn  man  in  Hczug  auf  die  Wirkungsweise  der- 
selben auch  dieselben  allgemeinen  Gesetze  anzunehmen  hat  wie  sie 
für  dit'  analogen  elektrischen  Fluida  gültig  sind,  so  ist  den  magneti- 
schen Fluidis  doch  die  charakteristische  Kigenschaft  zu  viudicircn. 
gebunden  zu  sein  an  sehr  kleine  Körj)erteulchcn,  dio  von  Poisaon  ils 
magnetischo  Elemonto  bezeichnet  werden. 

Es  wird  nlmlich  angenommen,  dass  die  beiden  in  einem  magne* 
tischen  Element  in  jederzeit  gleichen  Mengen  vorhandenen  Flnida  bei 
ihrer  Trennung  dodi  innerhalb  dos  Elementes  bleiben  nnd  sich  in 
unendlich  dttnnen  Schichten  Ober  die  Oberfläche  desselben  verbreiten. 
Ausserdem  geht  Poisson  von  der  Ansicht  aus,  dass  innerhalb  eim 
magnetischen  Elementes  die  Trennung  der  beiden  Fluida  entsprecheid 
der  Stiürke  der  inducirendcn  Kräfte  bis  zu  unbegrenzten  Hengeo 
möglich  sei.  Ein  magnetischer  Körper  hat  demnach  dieselben  Eigea- 
Schäften  wie  ein  Conglomeral  unendlich  kleiner,  unter  einander 
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isolirter  elektriscber  Couductoren.  Poisson  bezeicbnct  das  Vcrhältuiss 
di'S  von  den  niagnctischcn  Elementen  eiogenommenen  llaumes  zu  dem 
\  oliuueo  des  ganzen  Körpers  durch  die  Grösse  h  und  nimmt  an,  dass 
die  verschiedene  Magnetisirbarkeit  verschiedener  Substanzen  in  einer 
Tariabilitit  dieser  GrOsse  k  ihren  Aosdnick  finde. 

Denkt  man  sich  nun  einen  magnetisirbaren  Körper  'der  Einwirkung 
gegebener  äusserer  magnetischer  Massen  ausgesetzt,  so  führt  die  Vor- 
stellQiig  diT  unbegrenzten  3Ioiigc  der  in  einem  magnetischen  Ele- 
ment vorhandenen  Fluida  sofort  zu  der  Bemerkung,  dass  nach  statt- 
gehabter Induction  ein  Gleichgewicht  derjenigen  Kräfte  statttinden 
mnss,  Welche  auf  einen  Funkt  im  Innern  eines  magnetischeu  Elementes 
aii*?eübt  werden  1)  von  den  äusseren  inducirenden  magnetischen 
iUäoeu,  2)  von  dem  in  den  übrigen  Elementen  inducirten  Magnetis- 
mBs,  3)  von  den  getreuuteu  magnetischen  Teilen  des  Elementes  selbst. 
All  Bedingungsgleichungen  für  das  genauate  Gleichgewicht  findet 
P«iiiO&  (Mem.  Tome  V.  S.  291.) 

Bv  dv  BV 

i&  welchen  die  Glieder  ^  «  ^  die  Componentca  der  äusseren 
Xiifte;  X,  r;  ^  die  Componenten  der  Ton  den  flbrigen  magnetischen 

An     An  4it 

yjgmepten  anageabten  Krftfte  and  ^  o,        ^/  die  Componenten 

der  fon  dem  freien  Magnetismus  des  betrachteten  Elementes  ansge- 
(ttten  Kräfte  bedeuten.  Durch  die  EinfBhrung  einer  Function  Q, 
wdcbe  das  indndrte  Potential  des  ganzen  Körpers  darstellt,  wird 
an  den  Torigen  Glelehnngen  (s.  a.  a.  0.  8.  399.) 

3  ^ 

S7+är+ — 3 —  = 

Indem  sich  nun  durch  weitere  Betrachtungen  auf  Grund  der 
Theorie  der  elel£trischen  Induction  die  Werte  der  3  Functionen  a, 
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y  ergeben,  übersieht  man,  das«?  die  Aufstellung  der  obigen  Gleich- 
gewicbtabedingungen  in  der  Tat  ein  Mittel  gibt,  den  Wert  des  in- 
ducirten  Potentiales  Q  auszudrücken  durcli  das  gegebene  V.  Auf 
S.  294.  ergibt  sich  der  Wert  für  Q 


in  welchem  die  Ititcgration  Aber  den  ganzen  indocirten  Körper  zu  er- 
strecken ist;  Q  die  Entfernung  des  Volumolemcntes  {da-^(ly<idz{)  von 
demjenigen  Punkt  (zys)  bedeutet,  auf  welchen  sich  das  Potential  be> 
zieht,  und  ß,  y  als  die  DÜfercntialqaotienten  einer  Function  q>  zn 
betrachten  sin^  welche  wiederum  aus  dem  gegebenen  V  durch  Reihen- 
entwickelung  nach  den  ainus  und  cosinus  gewisser  Winkel  gebildet 
wird.  Eine  bemerkenswerte  Umgestaltung  erfährt  der  Ausdruck  für 
Q  auf  S.  303.,  indem  das  dreifache  Integral  der  obigen  Gleichong 
auf  folgendes  Oberfl&cbenintegml  redncirt  wird 


in  welchem  die  Richtmigswinkel  der  Oberflächennormale  des 

indncirtcn  Körpers  bedeuten.  Man  erfährt  darcb  diese  Form,  dass 
die  Wirkung  des  indneirteii  Magneüamas  sich  immer  ersetzen  lisst 
durch  diejenige  einer  gewissen  fingirten  einfachen  Oberflichenbelegwv 
des  Körpers. 


Die  weitere  Behandlung  der  in  dem  Ausdrucke  für  Q  auftreten- 
den Grössen  a,  j3,  y,  <p  ist  wt'der  von  Poissou  noch  von  Green, 
welcher  in  seinem  Kssay  on  the  aj)i)lication  of  mathematical  analysis 
to  the  theories  of  Klectricity  and  IMaguetism  (Crello  Journal  lid.  39. 
44.  47.)  dasselbe  Problem  in  ähnlicher  Weise  darlegt,  in  besonders 
ttbersichüicbeu  Formen  gegeben. 

Nach  einer  erbeblich  abweichenden  Methode  ist  nnn  in  neuerer 
Zeit  die  Formel  iRlr  das  indncirto  Potential  entwickelt  worden  von 
Beer  in  seiner  „Efadeitnng  in.  die  Elektrostatik  etc.**.  Oewisae  Ün- 
voUkommenheiten,  welche  ^h  in  dieser  Beer'schen  Abhandlang  be- 
finden, werden  es  gerechtfertigt  erscheinen  lassen,  anfs  Nene  eine 
DarstcUnng  dieser  Methode  an  geben. - 

Dieser  Zweck  wird  von  der  vorliegenden  Arbeit  zu  erreichen  ver- 
sucht. Der  §  1.  enthält  eine  Dar^tellung  der  Methode  der  successiven 
Inductiou,  welche  sich  sehr  eng  an  die  Beer'sche  Methode  anschliesst. 
Die  Richtigkeit  des  gewonneneu  Resultates  ergibt  sich  im  §  2.  dnrcb 
Yergleicbuug  mit  einem  Resultate  von  C.  Neumann,  der  in  seinem 


Q  *=  ^  /    ^  -    COSi  +  a    cos»  +  ^ 
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jü^st  endueBenen  Werke  nUntersachmigeii  ttber  das  Newton'sche 
Di  kgaiitlmuflche  Potential'^  auf  Grand  der  Poisson'schen  Ergebnisse 
«De  sehr  elegante  und  voUstSndige  Lösung  des  vorliegenden  Pro- 
UoKs  gegeben  hat  Der  f  3.  soll  die  Abweicbnngen  der  Beer^schen 

•  OmteUoog  von  derjeuigen  des  §  1.  aufdecken  und  begründen  und 
bt  daher  den  weiteren  Zweck  das  Yerständniss  der  ziemlich  schwie- 

I  ligei  Beer'icbeD  Darstellung  za  erleichtem.  Im  §  4.  endlich  soll  eine 
leChode  der  soceessiTen  Indnction  zur  Darstellung  kommen,  auf  welche 
kh  dirdi  Herrn  Professor  Dr.  C.  Neomann  aufmerksam  gemacht  bin. 


1.  Definitionen.  Steht  ein  niagnetisirbarer  Körper  51  unter 
^«ffl  Einflnss  von  unveränderlichen  äusseren  Kräften ,  so  wird  der- 
selbe einen  magnetischen  Zustand  annehmen,  welcher  rücksichtlich 
*öiiT  Wirkung  dehnirt  ist  durch  das  Potential  von  21  auf  einen 
viriab«jlon  Punkt  ryz.  Man  bezeichnet  dies  Potential  als  das  indu- 
irte  Potential  des  Körpers  %.  Der  mathematische  Ausdruck 
djflelben  ist  in  seiner  allgemeinsten  Form 


«cm  man  unter  fi  die  Menge  des  an  einem  Punkte  vorhandenen 
Mb  fflagnetiachen  Fluidums;  unter  r  die  Entfernung  dieses  Punktes 
I  voa  dem  miabelen  Punkt  («yar)  und  unter  t  den  Wert  ^1  versteht 
Im  wird  nun  immer  mdglich  sein,  den  obigen  Ausdruck  auf  die  Form 
a  liringen 


ii  welchem  die  Integration  Aber  den  ganzen  Baum  des  Körpers  K 
I  zu  entrecken  ist;  dx^dyid»^  em  unendlich  kleines  Yolumenelement 
lisdeatet-,  und  worin  W  als  ein  dem  Punkte  zukommen- 
der Functionswert  erschemt.  Die  dabei  zu  Grunde  zu  legende 
Tofitettnng  hat  ihr  Analogen  bei  der  Betrachtung  der  ponderabelen 
Xsterie.  In  fthnlicher  Weise  nämlich,  wie  man  sieh  die  Verteilung 
der  hl  Wirklichkeit  discontinuirlichen  Materie  eines  Körpers,  als 
;  coBlmairiiGh  vorstellen  kann,  sobald  es  sich  um  die  Aufstellung  ge- 
«tsser  Integrale  handelt,  wird  man  auch  für  die  nach  der  Poisson- 
kImb  Hypothese  als  in  Wirklichkeit  discontinuirlich  verteilten  mague- 
tiacken  Fluida  immer  eine  fingirte  continuirliche  magnetische  Durch- 
trSnlnmg  eines  Köri)ers  substituiren  können.  Die  bei  dieser  Vor- 
«♦:'liung  zu  überwindende  Schwierigkeit,  in  jedem  kleinsten  Teilchen 
die  gleichen  Mengeu  nördlichen  und  südlichen  Fluidums  zu  denken, 

Mlua.  19 
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und  doch  zugleich  eine  Verschiedenheit  von  dem  sogenannten  nea- 
tralcn  magnetischen  Zustand  zn  statuircn,  ist  von  derselben  Natur  wie 
die  analoge  bei  den  BOgenaiuiten  DoppeibelegangeiL  anftretende. 

Die  Function  TV  wird  uuu  im  Allgemoineu  abhängig  sein  von 
der  Lage  dos  Punktes  j-.vr,  dem  indncirenden  Potentiale,  der  Be- 
schaffenheit und  den  Dinu  iisionen  des  niagnetisirten  Körpers.  Lassoii 
wir  Alles  bis  auf  die  Dimensionen  des  Körpers  ungeäudert,  so  ist 
klar,  dass  bei  abnehmender  Grösse  desselben  sich  die  Function  \V 
im  Allgemeinen  ändern  und  sich  jedenfalls  einer  bestimmten  end- 
lichen Grösse  »r  nahern  muss.  wenn  man  die  Dimi'nsiouen  des  niagm  - 
tisirten  Körpers  bis  zu  endlicher  iüeiuheit  abnehmen  lässt  Aisdaim 
wird  zu  setzen  sein 

Diesen  Wert  w  bezeielineu  wir  als  das  inducirtc  Potential  eines  für 
sich  allein  gedachten  Körperelementes  oder  zur  Abkürzung  als  das 
direct  iiuhunru  lUetUiiU  ciues  Körperel cmentes.  Analog  würde 

U*= »= J*^ wdxitfyidM^ 


zu  bezeichueu  sciu  als  das  tiirect  imiuciru  roteiUiai  des  £ör* 
pers  9. 

Znsatt.  Die  obige  Definition  des  dinet  imdmeirtm  BoienÜaUi 
iit  nnabhingig  von  der  in  der  Einleitang  soszirten  Tontellvngvwdie 
Poisaon's  nnd  Yertrtglich  mit  der  Amp^re*8chen  Hypothese  Ober  du 
Weeen  des  Magnetismos. 

2.  £s  handelt  sich  zunächst  dämm,  einen  anaiUischen  Ausdruck 
für  das  dire^  intiucirte  I\ytentiai  eines  Körperelementes  zu  änden. 
Zu  dem  Zweck  haben  wir  folgende  Voraussetzungen  zu  machen.  Wir 
nehmen  erstens  in,  dass  dasselbe  in  Bezug  auf  Punkte  in  endüchfif 
Entfenug  Ton  derselben  Form  sei  wie  das  Potential  eines  perma- 
nenten  Magneten  in  Bezug  auf  »  ferne  Pnnkte.  Zweitens  setzen  wir 
das  nach  irgend  einer  Richtung  genommene  magnetische  Moment 
eines  ■nendlich  kleinen  Kfirperelenientos  proportional  der  nach  der- 
sdben  Bkhtang  genonunenen  Componente  d»  indndrenden  Kräfte 
nnd  im  Uehrigen  nnr  ahhlngig  Ton  der  Beachafienheit  des  indncirtai 

Das  Potential  «nes  permanenten  Magneten  hi  Being  nnf  einea 
Pankt  («ys)  ist  bekanntlich 

ir.cood 
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wem  3/  (ks  magnetische  Moment ,  R  die  Entfernung  des  Punktes 
vüQ  dein  Magneten  und  6  den  Winkel  zwischen  R  und  der 
magnetischen  Axe  des  Magneten  bedeutet.  Bezeichnet  man  einen  be- 
liebigen Punkt  des  Magneten  mit  x^iZi,  so  kann  man  vorstehenden 
Aosdnick  aach  schreiben 

im  nun  die  3  Grössen  A,  ß,  C  die^  magnetischen  Momente  des 
J^gneien  in  Beiog  anf  die  drei  Coordinatenazen  bedeuten. 

4.  Bezeichnen  wir  einen  beliebigen  Punkt  eines  sehr  kleinen 
uidacirt  magnetischen  Köri)ers  mit  (^riyiSj),  so  wird  der  ersten  Vor- 
iflssetzung  (2)  zufolge  sein  Potential  auf  einen  in  endlicher  Entfernung 
ü^geodcoi  Punkt  xi/z  von  der  Form  sein 

iorin  r*  =  (x — ar,)2+(y— — «,)*  ist  nnd  a,  c  die  magneti- 
Momente  des  kleinen  Körpers  in  Bezng  auf  die  drei  Coordi- 
bedemten.  Wir  wollen  nun  die  zweite  in  (2)  gemachte 
Tanossetzong  in  Anwendung  bringen  und  die  drei  Momente  e 
fnpflitional  setzen  den  nach  den  entsprechenden  Richtungen  genom- 
umen  Componenten  der  inducirenden  Kräfte,  l^ennea  wir  m  dem 
Zwecks  y  das  Potential  des  inducirenden  Idiomagneticmns,  so  sind 

dV          dV  ^BV 

dis  fw  demsfllbeii  auf  den  Punkt  ausgeflbten  Srftfte  und  wir 
haben  «^"*^*'  zu  setzen 


»eun  wir  unter  c'  die  Grössen  verstehen,  welche  von  der  Be- 

schaffenheit des  inducirteu  Körpers  in  llinsicht  auf  die  Kichtungen 
der  Coordinateiiaxeu  und  ausserdem  noch  von  den  Dimensionen  des 
betracht*jt^;n  kleinen  Körpers  abhängen.  Stellen  wir  uns  fernerhin 
vor,  dass  der  betrachtete  kleine  Körper  bis  zu  unendlicher  Kleinheit 
ahno^im^^  80  geben  a',  6',  o'  über  in 

1»^ 
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wo  uuii  die  3  Grössen  A'  lediglich  von  der  ßescliaffeuheit  des  Körpers 
abhängen.  Da  sieh  dit'  folgenden  Betrachtungen  nur  auf  isotrope 
Kuri)er  beziehen ,  in  denen  also  keine  Ilichtung  vor  der  andern  be- 
vorzugt ist,  so  können  wir  die  drei  Constanten  A'  einander  gleich 
setzeu.   Dadurch  wird  dauii  der  obige  Ausdruck  für  u 


Beachtet  man  endlich  die  bekannten  Beziehungen 


r 

BT 

ex. 

r 

Bit 

8^ 

r 

BT 

y  —  Vi  r.  ^^i     >  wo  r—  -  ges.  ist 


r 


80  vereinfacht  sich  der  Ausdruck  f ür  u  in 

^S^tBV    Bl  BV  .BtBV\^ 

5.  Bemerkung.  Die  vorstehende  Entwickelung  ist  unter  der 
stillschwcigendeu  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  gegebene  Fiuictio& 
Kim  Bereiche  des  Körperclenientes  tlx^dy^thi  samnit  ihren  ersten 
Ableitungen  endliche  und  stetige  Werte  aufweise,  eine  Voraussetzung 
llbrigens,  die  eo  ipso  dadurch  realisirt  ist,  dass  V  das  Potential 
äasserer  magnetischer  Massen  ist. 

6.  Aus  der  Formel  [a]  folgt  sofort,  dass  der  Wert  des  in  einem 
Körper  %  direct  indttcirten  i^otentiales  ist 

rrr  ^  PfP  idT  dV      BT  BV      BT  BV) 

7.  I>er  vorstehende  Wert  ?on  U*  ist  wiederum  unter  der  Yor- 
aossetzung  gültig,  dass  V  sammt  seinen  ersten  Ableitongen  im  Be- 
reiche des  Körpers  IC  endliche  nnd  stetige  Werte  aufweise. 

8.  Aus  der  in  4.  gegebenen  Entwickelung  folgt  ohne  Weiteres: 
Vermehrt  man  das  gegebene  Potential  K  um  die  Potentiale  V^^  ... 
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iddtt  iiuwrbalb  dkselben  Eigenscbaften  wie  V  heaatsM  soUeo, 
m  wird  das  direct  indncirte  Potentisl  m  Yormehien  sem  vm 

JtMf, 

"^—"JJJ  lex- aF;+a,.a.;+a..sfl'^«*''^ 


9.  Setzt  man  einea  magnetisirlMiFeii  EOrper  9  dem  Einflosso 
geitoer  anverftnderlicher  magnetischer  Erftfte  ans,  so  wird  das  in- 
ödrte  Potential  in  Folge  der  gegenseitigen  Einwirkung  der  Teile 
Ki  I  aatariicfa  einen  dorehans  andern  Wert  bekommen  als  wir  Ar 
te  Msker  betrachteten  HfllftbegriiF  des  direet  indueirim  Potm- 
M»  gsfonden  haben.  Trotzd^  werden  die  Toraufgehendon  Formeln 
dM  bequemen  Weg  bieten,  zur  Aufstellung  jenes  endgültigen  indu- 
eirten  Potentiales  zu  gelangen.   Wir  denken  uns  zu  dem  Zwecke  den 
endgültigen  inaguotisclion  Zustand  in  folgender  Weise  entstanden. 
Iks  gegebene  IdioFiiULriKtiLinn,  dessen  Potjential  r      I  r-/-)  sei,  indu- 
dre  lunächst  in  jedem  Körpereleniente  von  %  in  der  Weise  Majine- 
lisniDs,  als  ob   keine  Einwirkung  dov  T«'ilc  des  Korpers  unter 
einander  statt farulo;  oder,  präoiser  au«.^"'<lruekt,  es  werde  zunächst  in 
■•oicher  Wrisc  Magnetismus  iuducirt.  dass  das  Potential  desselben 
dem  oben  detinirteii  ff/rrrf  imbirlrten  i\it»  ufinh'  gleichkommt-  Diesen 
Vorgang  bezeiehuen  wir  als  den  ersten  Inductionsact.    Das  durch 
dit^ü  ersten  Act  inducirtc  Potential  bezeichnen  wir,  je  nachdem  der 
Punkt,  auf  welchen  sich  dasselbe  bezieht,  ein  äusserer  oder  innerer 
isi.  dun  h  5,  und  1',.    Die  Werte  für      und  \\  ergeben  sich  un- 
oitteibar  ans  [b].  Ks  wird 

^--Vy/  le.. 8x7+87. ä,7+S^ 

MiB.  Dabei  soll  der  dem  T  hinzugefügte  Index  a  andeuten,  dass  die 
Fiskte  (aiy«),  welche  als  die  Centren  der  r  zn  betrachten  sind,  ausser^ 
btib  9  Hegen.   Es  wird  ferner  sein 

worin  der  dem  T  hinzugefügte  Index  /  andeuten  soll,  dass  die  T  sich 
auf  innere  Punkte  als  Ceutrcu  der  r  beziehen. 

10.  Bevor  wir  zum  2ten  Indnctionsact  übergehen,  wollen  wir 
die  Ar  ^  und  Fj  gewonnenen  Ansdrttcke  noch  einer  Umgestaltnag 
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unterwerfen  und  dabei  zugleich  die  Eigenschaften  der  Fonction  Fi 
etwas  nfther  betrachten.  Wir  gehen  dabei  von  dnem  beksantea 
Green'schen  Satse  ans,  der  z.  B.  von  Beer  in  seiner  „Eänleitong  in 
die  ElelEtrost  etc.**  S.  15.  bewiesen  wird.  Derselbe  lautet:  Sind  G 
und  H  zwei  Functionen  der  rechtwinkligen  Goordinaten  ay»,  wekhe 
inneriialb  dnes  Körpers  91  endliche  und  stetige  Werte  auftreisea,  so 
ist  jederzeit 


-fff 


iZaiH ,  »09H ,  d09H\  ,  ^  ^ 

1 3f  8^+37  ä^+S'S")''^ 


worin  das  erste  Integral  rechter  Hand  über  die  Oberflache  von  S, 
die  beiden  andern  Integrale  Ober  den  ganzen  Baum  von  91  zu  er* 

^^H    d*H  h^U 

strecken  sindj  worin  leruer  ^/-7/die  übliche  Bedeutung 

hat;  do  ein  Oberflächenelement  und  ^  eine  Differentiation  nach  der 

innern  Normale  der  Oberfläche  bedeutet  Die  von  uns  betrachteten 
Functionen  V  und  7«  besitzen  nun  im  Innern  von  %  die  Eigenschaften 
der  Stetigkdt  und  Endlichkeit  Wir  können  demnach  auf  diese  bei^ 
den  Functionen  den  angezogenen  Green'schen  Satz  sofort  anwendee, 
indem  wir  <?  —  Ta  und  /r«  V  setzen.  Ersetzen  wir  noch  die  hn- 
fenden  Goordinaten  von  ü  durch  x^iiti  und  multipliciren  alle  drei 
Glieder  des  Green'schen  Satzes  mit     so  ist 


oder 


Beachten  wir  ferner,  dass  nach  bekanntem  Satze  A^V  innerhalb  8 
gleich  Null  ist,  so  wird 

S.^Kj'n^d«  [6] 

11.  Aus  dieser  Formel  ftUr  S  ersehen  wir  nebenbei,  dass  der 
durch  den  ersten  Inductionsact  hervorgerufene  Magnetismus  in  sshier 
Wirkung  auf  äussere  Punkte  ersetzt  werden  kann  durch  eine  gewine 
fingirte  Oberflflchenbelegung  des  Körpers,  deren  Dichtigkeit  %  sofort 
anzugeben  ist  als 
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Wlnfe  beispidsweiae  der  Körper  fL  ein  prismatiBdier  Stab  sein,  desien 
i»  normal  ni  den  FUkfaen  constanten  Potentialea  dnea  nnendllcli 
«Bit  eatferaten  Idiomagneticums  läge,  so  ist  leicht  zu  flbersehen,  dass 
ia  diesem  Falle  der  durch  den  ersten  Indnctionsact  indncirte  Mague- 
tismas  sich  ersetzen  lassen  würde  durch  eine  Belegung  der  beiden 
LoiÜiäcbea. 

ISl  Eine  fthnliclie  Umformong  dee  in  9.  gewonnenen  Anadmcka 
ftr  ist  nicht  ohne  Weiteres  anaznf&hren,  da  die  Function  T4  im 
bana  Ton  9  nnendlicb  gross  wird.  Wir  benutzen  daher  - folgendes 
lüliaBte  HttlftmitteL  Um  einen  inneren  Punkt  (aeyi),  für  welchen 
lir  dea  Wert  von  J\  ermitteln  wollen,  legen  wir  eine  Kugel  tt  von 
Mk  kleinem  Badius,  und  bezeichnen  daa  übrige  Stack  von  tK  mit  9, 

»dlSB 

ist  Aliduin  wird 

stio,  wenn  man 

/*(arayv  ,  cvBt,  ,  ?vdT.\  ,  ,  , 

— V  ^ 

od 

PicVcT,  .  cV  dT,  .  dVd7\] 

(Ä)  -  ^Kj       ^  a., )  ''^''^^'^'^ 

setzt,  wo  die  Integrationen  über  die  Räume  93  und  zu  erstreiken 
sind.  Was  zunächst  den  Ausdruck  für  (^)  betrifft,  so  übersehe a  wir 
dass  /f-(S)  0  sein  muss,  da  (^ö)  für  den  im  Innern  der  Kugel 
gdegenen  Punkt  rifz  als  ein  Potential  äusserer  Massen  zu  betrachten 
ist  Aus  demselben  Grunde  ist  auch  (35)  sammt  seinen  ersten  Ablei« 
tiagea  innerhalb  endlich  und  stetig.  Ausserdem  sind  in  ileni  Aus- 
drücke ftlr  (©)  I'  und  7V  zwei  Functionen,  welche  innerhalb  S3  end- 
liche und  stetige  Werte  besitzen.  Wir  können  auf  (18)  daher  den 
obigen  Green'achen  Satz  (10)  anwenden  und  erhalten 

(«)  =  jr/y;|^rf<r 


/*  dV 


Die  Oberfläche  Ton  9  besteht  aus  den  beiden  Oberflächen  0  und  ft. 
Weaa  wir  demnach  eine  Differentiation  nach  der  ftnaseren  Normale 

der  Kugel  St  durch  ^  bezeichnen,  so  wird 

r. ^  M->tKl  Ti .19  [h] 
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Rflcksichtlich  des  Avadmckes  für  (U)  kfinnen  wir  bei  sehr  klein  ge- 

dF 

dacbtem  Badins  der  Kugel  ohne  erheblichen  Fehler  die  Werte  ^> 

^ .  ^  als  coustaat  betrachteu  uad  vor  das  lategratioaszeicheu  scUeo, 
80  dass 

ar  pdT,  ar  PcT, 


^  '^  '•  ^  ^  ^ 


Nach  einem  bekannten  Satze  ftber  das  Potential  einer  homogenea 
Kngel  auf  innere  Punkte  ist  nun 


j 
f 
/ 


aw  4:r, 


wenn  a,  2^,  c  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Engel  bedeuten. 

Snbstitniren  wir  diese  Werte  in  den  letzten  Ausdruck  (br  {Vt)  und 

ÖF  dV  Bf       dV  dV  dV 
vertauschen  gleichzeitig        ^>       mit  g^»  J^»  g"»  was  ofltenbar 

fflr  die  Ausdehnung  der  kleinen  Kugel  erUuibt  ist,  so  wird 

Der  rechter  Hand  stehende  Ausdruck  in  Klammem  ist  aber  bei 
taserst  klein  gedachtem  Radius  der  Kugel  nichts  Andern  als  das 
vollständige  Differential  von  V.  Daher  kann  man  die  vorige  Gleichung 
auch  schreiben 

(ft)  —  ir  y  (  F(^^  -  F(«a.,)  p] 

Hieraus  folgern  wir  zunftchst,  dass  ^(1^)  «0  ist,  denn  es  ist  ^F->0; 
ferner  sehen  wir,  dass  ÜBt)  und  seine  ersten  Ableitungen  endliche 
Werte  haben  mttssen. 

Lassen  wir  nun  dou  Radius  der  kloincu  Kugel  bis  zum  voU- 
stäudigeu  Verschwiuduu  abuclinu  u,  so  erhält  iu  dorn  obigen  Aus- 

/*  ar 

drucke  für  (13)  das  Integral  /  ^'  -^y^da  den  Wert  Null  und  in  den 
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Ausdrucko  für  (k)  fUIIt  der  Punkt  (oys)  mit  (abe)  zasammen,  so  dass 
(S)  —  0  wird.  Denmacb  wird 

>  1  =  (33)  r,  y^äö  [kj 

13.  Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  mit  Hülfe  eiues  bekannten 
Green 'sehen  Satzes  noch  anders  ausdrtlfkon.  Ist  nämlich  O  eine 
f'uDctiou,  welche  samnit  ihren  ersten  Ableitungen  innerhalb  eines 
Körpers  %  endlich  und  stetig  bleibt,  und  ausserdem  der  Bedingung 
Genügt'  leistet  ^^^(I>  =  0,  so  besagt  jener  Satz,  dass  für  eineu  im 
hmm  Yon  %  gcl^eueu  Punkt  t  jederzeit 


ist,  wenn  man  unter  7V  die  reciproke  Entfernung  des  Innern  Punktes 
von  dem  ObeHiächenelpnient  da  versteht.    Die  Anwendung  dieses 
Sitzes  auf  den  obigen  Ausdruck  für  \\  ergibt 

14.  In  12.  sahen  wir,  dass  die  beiden  Teile  von  ]\  (iö)  und  ($^) 
innerhalb  91  saiunit  ihren  ersten  Ableitungen  endlich  und  stetig  waren 
and  der  Gleichung     =  0  genügten.  Dasselbe  gilt  daher  von  V'i. 

1&  Bas  bidierige  Ergebniss  lautet  denmadi  smammeogefosst: 
Steht  ein  magoetlsirbarer  KOrper  9L  unter  dem  Einflnas  äusserer  nn- 
▼erindeillclier  Krifte,  so  ist  das  durch  änm  ersten  Indaetioosact  in- 
ducirte,  oder  anders  ausgedruckt  das  direct  mdueirte  B^ential  (s.  2.) 
auf  lossere  Punkte 

'  BV 

Ta^da  [m] 


und  dasjenige  anf  innere  Pniikte 

F,  -  J-y* J\^dc  ^Kf  V'l^rfir  -  MV  [n] 

Dem  Potentiale  kommen  innerhalb  8  dieselben  HanpteigenBchalten 
zu,  wie  dem  ursprOnglichen  Potentiale  K. 

16.  "Wir  gehen  nun  zu  einem  weiteren  Stadium  der  Magnetisirung 
des  Köri)ers  %  über.  Durch  den  ersten  hulurtionsact  ist  in  demselben 
ein  gewisses  Quantum  Maguetisnius  inducirt  worden,  das  rticksichtlich 
seiner  Wirkung  auf  innere  Punkte  vollständig  detiuirt  ist  durch  das 
Potential  1',.  Diese  hinzugekommenen  magnetischen  Kräfte  werden 
nun  eine  neue  inducirende  Wirkung  auf  den  Kürpcr  %  üben  uud  wir 
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stellen  hob  vor,  dass  diese  neue  Induction  wieder  in  der  Weise  Tor 
sich  ginge,  als  ob  dabei  keine  weitere  Einwirkung  der  einzelnen  Teile 
von  %  untereinander  stattfände;  oder,  mit  andern  Worten,  es  mögen 
diejenigen  magnetischen  Kräfte,  deren  Potential  l'j  ist,  in  der  Weise 
Magnetismus  induciren,  dass  das  Potential  desselben  dem  durch  \\ 
direct  induciiten  Potentiale  gleichkommt  Diesen  VoigaDg  nennen 
wir  den  2ten  Indoctionsact. 

17.  Da  wir  gesehen  haben,  dais  innerhalb  9t  dieselben  all* 
gemeinen  Eigenschaften  besitzt,  welche  fttr  V  erforderlich  waren,  um 
die  Aofotellnng  der  Ausdrücke  fttr  i8|  und  zn  ermöglichen,  so 
können  wir  mm  anmittelhar  das  Resultat  in  16.  benutzen,  um  das- 
jenige dänflet  indneirU  PottnUal  aii&nstellen,  welches  durch  die 
indnelrenden  magnetischen  Kräfte  mit  dem  Petentiale  hervor- 
gemfen  wird.  Dasselbe  wird  ftlr  ftnssere  Punkte 

P  Bv 

S,  =  £jTa^do  [o] 

and  fOr  innere  Punkte 


oder 


18.  Durch  dieselbe  Beweisführung  wie  sie  in  12.  und  14.  gegeben 
ist,  sehen  wir,  dass  dem  Potentiale  innerhalb  dieselben  allge- 
meinen Eigenschaften  zukommen  mflssen,  wie  dem     und  F. 

19.  Nach  vollendetem  2tou  Inductionsacte  besitzt  der  Körper  Ä 
Magnetismus,  dessen  Gesammtpoteutial  auf  äussere  Punkte 

und  auf  innere  Punkte 

^1+  ^s  ißt- 

» 

20.  Die  nun  folgenden  weiteren  Inductionsacte  lassen  wir  in 
gleicher  Weise  darin  bestehen,  dass  die  durch  den  jedesmal  vorauf- 
gegangenen Inductionsact  neu  indudrten  Magnetismen  ihreneita  aufs 
Neue  Hagnetismus  induciren,  was  immer  in  der  Wdse  zu  denken  is^ 
als  ob  wfthrend  eines  Inductionsactes  keine  Einwirkung  der  ^nsetnea 
Teile  von  91  unter  emander  stattfibide.  Der  3te,  4te,  6te  etc.  Induc- 
tionsact besteht  also  darin,  dass  in  Folge  der  Potentiale  resp.  Vf, 
F„  F4  etc.  die  direei  MtidrUn  Potentiale  resp.  Fg,  F4,  F5  etc. 
hervorgerufen  werden. 

21.  Nach  n  Tnductionsacteu  wird  somit  der  Körper  %  ein  Poten- 
tial (2a  auf  äussere  Punkte  besitzen,  dessen  Wert 
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» 

0.1-)  -  fli+fli+Äi+...+fl;  [q] 

bt  \  nnd  es  wird  der  Körper  S  aaf  innere  Punkte  ein  Potential 
itesiUen,  dessen  Wert 

0/-)-  v^+V^+V^+...+Vn  [r] 

ist  Hierin  ist 

P   dV  /*  dTi 

Fl  —  J:  /  Ti^d0  —     /  V-^da  —  ^nKV 

ud  allgemein 

»    Fa  —  kJ" Ti-^-^d«  -        »^A-i  j^da—inKVM  [•] 


«i  aUgemein 

8,^KfTa^-^d6  [t] 

Bn  Ausdruck  lllr  <2s<*)  kdaneii  wir  ünter  Berftcksichtigung  von  [t] 
adi  schreiben 

0.,.,  _  ir/r.g<'^+ny.+-^-») 

«DHU  mit  Rlickaielit  auf  [r] 

wird.  Bes^eicheu  kann  der  Ansdrack  für  Q.<")  geschrieben  worden 

2i.  Indem  wir  mm  mit  Beer  die  Annahme  madien,  dass  fittr 
» *  00  (oder  aadi  unendlich  vielen  Inductionsacten)  der  im  KOrp^ 
%  «iserm  fingirten  Yer&hren  hervorgenifene  magnetische  Zu- 
ittad  mit  denjenigen  identisch  wird,  welcher  in  Wirklichkeit  eintritt^ 
ni  indem  wir  die  dem  wirklichen  Zustande  entsprechenden  indudrten 
Potentiale  resp.  auf  einen  äosseren  und  inneren  Punkt  mit  Qa  und  Q% 
bezeichnen,  erhalten  wir: 

0,— F,+Fj+...  in  inf. 
ai'-4+'S|+...  in  in£ 
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oder 
uud  foruer: 


oder 


r/r. 

Hierin  sind  die  Fauctioueu  K  nach  dem  recurreaten  Gesetz  (21.  [sj) 
za  enuittelD. 

28.  Obwol  das  Problem  des  indlicirten  Magnetismiis  durch  die 
Formeln  [w]  uud  [x]  gelöst  ist,  nehmen  wir  doch  noch  eine  üm- 
gestaltong  derselben  vor,  am  eine  bessere  Yergfeichong  dersdben  mil 
den  von  Beer,  Nenmann  und  Poisson  gefnndenen  Besaiteten  ansteOen 
zu  können.  Za  diesem  Zwecke  setzen  wir  in  dem  Ansdrocfce 
V+Qi=^V+\\+\\'\'„,  di^enigen  Werte  whrklich  ein,  welche 
sich  aas  [s]  ergeben.  Es  war 

V-^d0-inKV 
Setzen  wir  zar  Abkflrzang  l  —  4»jr,  so  wird 

1     P  hT- 


oder  auch 


dv 

Ebeuso  wird  [y] 

V.— ir,+i 


1      /"*  T 

Ausserdem  wollou  wir  eiue  Beihenfolge  neuer  Fonctioneu  bilden  dozch 
die  AbkUrzoogeu 

1  P^^dT, 
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aoi 


in  weldien  sämmtliche  Fnnetioiiswerte  sich  ftof  innere  resp.  an  der 
imieni  Seite  der  Oberflftche  Ton  9L  gelegene  Ponkte  beziehen.  Durch 
Eiofilbning  dieser  Fonctionen  F  in  die  Oleichmigen  [y]  wird  znnAcbst 


Iidem  wir  diesen  Amdmck  snbstitniren  in  die  Gleichaug  [y]  fflr 
wird 


Die  Sabstitatiou  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  fOr  ergibt 


oder 

Wir  Übersehen  bereite  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Bildung  dieser 
Formeln  fortschreitet,  und  erhalten 

K  «=  F 


Durdi  Addition  der  Yerticalcoluninen  ergibt  sich  hieraus: 


oder 


+  .  . 


Beachten  wir,  dass 


1— A+A«-.l»+ 


1 
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1— 2A-f3A«— ...  -  * 


1— SX+Gi«—  ... 


1 


und  letaen  wir  gleiclueitig 


l  .  st 

=  x;  A  SS 


80  wird  ' 

V+Qi  =  (l'-'%){V+%F^+%*Ft+i^F^+...  in  inf.)  [»] 

d4.  Durch  Substituimng  dieser  Gleichung  [aa]  werden  die  Gld- 
chaogen  [w]  aud  [x],  indem  wir  berücksichtigen,  daas 

25.  Das  gewonnene  Besoltat  sprechen  wir  so  ans: 

I.  Steht  ein  magnetisirbarer  Körper  ?(  unter  dem  Einfluss  un- 
veränderlicher äusserer  Kräfte,  deren  Potential  V  ist,  so  ist  das  in- 
ducirte  Potential  bezogen  auf  eiueu  beliebigen  Punkt  {xjfz) 

Od»*)  -  l^J  2W*)  a»   tee] 

worin  die  Integration  Aber  die  Oberfläche  des  Körpers  zu  erstrecken 
ist;  T  die  redproke  Entfernung  des  Oberflftchenelementes  dtf  tob 

dem  Punkte  {xyz)  bedeutet;  unter      eine  DifTerentiation  nach  der 

innem  Noraiale  von  9  verstanden  ist;  nnd  worin  die  Functionen  F 
nach  dem  recorrenten  Gesetze  [z]  ans  dem  gegebenen  V  absoleiten 
sind. 

n.  Die  Wirkung  des  indadrten  Hagnetismns  anf  einen  äuasera 
oder  inneren  Punkt  kann  ersetzt  werden  durch  die  Wirkung  tsua 
fingirten  eingehen  Oberilflchenbelegung,  ÜBr  deren  Diehti^ceit  die 
Formel  gilt 

_     %  d(V+%F,+x^Ft+„.  in  Inf.) 
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f  8. 

Vergleichong  des  im  vorigen  §  gefundenen  Resultates 
mit  demjenigen  von  C.  Keumann. 

1.  In  dem  jüngst  ersdiienenen  Werke  von  C.  Neuraann  „Unter- 
bucboDgen  über  das  Newtou'sche  und  logaritbmiscbe  Potential^^  beisst 
es  S.  247.  u.  ä,: 


auf  einen  magnettairbaxen  Körper  (der  s.  B.  ami  weiehem 
JStat  bestellen  kann)  Ton  Anssen  her  nnverftnderliche  magnetisciie 
JEiftfte  ein,  deren  Potential  F  gegeben  ist,  so  kann  das  sogenannte 
4iidadrte  Potential  Q  stets  angesehen  werden  als  das  Potential  einer 
^.ffwissen  fingirten  einfachen  Belegung  der  Oberfläche  des  KOrpcrs, 
^ren  Dichtigkeit  den  Wert  hat 

^  dp 

^  daas  also  für  sammtliche  Punkte  i  und  a  die  Formeln  gelten: 


d0 


nVon  diesen  beiden  Formehi  ist  bereits  die  eratere  aasreichend ,  am 

„das  Potential  Q  and  die  Dichtigkeit  K  — ^ —  eindeutig  zu  he- 
mmen.** 

lioamann  findet  sodann  aui  S.  250.  die  Werte: 

-  (i«»)|F^+«jFy+«W+...}  — F<  [a] 

K  -  ^  2^  [b] 

worin  doich       eine  DÜerentiation  nach  der  innem  Normale  von  91 

Tt^r>tanden  ist ;  </ö  ein  Oberflächenelement  bedeutet;  zwischen  den 
Constanten  *  und  A'  die  Beziehung  stattfindet 

[c] 


aad  worin  die  Functionen  Fi\  Fi\  ...  nach  folgendem  Gesetze  zu 
cnsittaln 
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S.  Wie  lofort  in  übersehen  ist,  befinden  sieh  die  Nenmimi'Bchen 
Fonneln  in  vollständiger  Uebereinstimmuug  mit  denjenigen  des  yorigen 
§,  sobald  wir  die  frtthere  Bezetehnnngsweise 

resp.  ändern  in 

F\   Fi  \  ... 

3.  Eine  Yeiigleichnng  dieser  Resultate  mit  den  von  Poisson  ge- 
gebenen Gleichungen  findet  sich  in  dem  genannten  Neumanirschen 
Werke  anf  S.  261.  und  262.  Daraus  ergibt  sich,  dass  die  von  Pois- 
son (M^  de  l'Acad.  S.  294.  902.  308.)  ao^estellteB  Fonneln 

ai  8i  ) 

d  ^^'"^ + d|  ^^^^ + dc  ^^'^^ )  "^"i  w 


'"St 


sich  in  vollständiger  Uebereinstimmung  mit  denjenigen  Formeln  be- 
finden, von  welchen  Neumann  bei  seiner  Entwickelung  ausgegangen 
ist  Es  zeigt  sich,  dass  die  nrsprflngliche  Nenmann'sche  Constante  K 
ZOT  Poisson'schen  k  in  der  Beziehnng  steht 

^=4»(1-Ar)  H 

oder  dass  zwischen  dorn  Nenmann'schen  x  und  dem  Poisson^schen  k 
zufolge  der  Gleichuug 
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 1  

die  Beziehung  besteht 

•i.  Da  nun  die  Constauteu  n  nnd  K  des  vorigen  §  sich  als  iden- 
tiich  mit  denselben  von  Neomann  gebrauchten  Constanten  erwiesen 
haben ,  so  gelten  mithin  für  unsere  beiden  Constanten  %  nnd  E  dio- 
wlben  Beziehungen  znm  Poisson'schen  ib. 

ü.  Diese  Ik/iiliungen  zwisdien  den  Constanten  konnoii  wir  zu 
emer  tcilweism  Prüfnng  der  Richtigkeit  unserer  EntwickeluDji;  resp. 
mmrer  Voraussetzungen  benutzen.  Es  ist  näinlicli  klar,  dass  wir  zu 
iküselbcn  Beziehungen  gekingen  müssen,  wenn  wir  unsere  Ausgangg- 
formel  (§  1.  [a])  direct  mit  den  Poissou'schen  Gleicliungen  vergleicheu. 
Aus  der  Poissün  schen  Fonncl  [e]  folgt,  weuu  wir  die  Bezeichnung 

I  mit  7  nnd  ^fft  vät  tr^piz*  Tertaaschcn,  für  das  inducirte  Potential 
mes  Körperelementes 

Diese  Formel  muss  identiscli  werden  mit  unserer  Fürmel  (§  1.  [a]) 

^  (  82'  dV  .  dTdV  .  BTdV)  ^  ^ 

sobald  wir  anuelnnen,  dass  sieli  der  Ausdruck  für  q  auf  ein  für  sich 
allein  gedachtes  Körperelement  bezieht  oder  mit  andern  Worten, 
wenn  wir  den  Fall  tingiien,  dass  von  Seiten  des  ganzen  Kör])ers  §1 
keine  Einwirkung  auf  das  betraclitetc  Körpcrelement  stattfinde.  Unter 
dieser  Voraussetzung  gebt  dann  offenbar  die  Poissou'scbe  Gleichung 
[g]  über  in 

woraus 

Tttt  LXL  SO 
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folgt  Durch  SubsUtution  dieser  Werte  in  [1]  wird 

Dieser  Ausdruck  ist  sonacii  identisch  mit  unserer  Forrael  [m]  und 
es  ergibt  sich  zwischen  den  Constanten  A'  und  k  wieder  die  fi-ahere 
Beziehung 

 ~  


§3. 

Yergleichang  der  im  §  1.  gegebenen  Eutwickelung 

mit  derjenigen  Becr's. 

1.  In  seinem  Wertce  «^nldtnng  in  die  Elektrostatik,  die  Lehre 
Tom  Magnetismus  nnd  die  Elelrtrodynamik**  entwickelt  Beer  auf  8. 151. 
nnd  162.  eine  Formel  Ittr  das  indncirte  Potential  eines  ^nzelnes 
KArperelementes.  Er  geht  dabei  ?on  derselben  in  %  1.  3.  gemachten 
ersten  Voranssetznng  ans,  dass  das  Potential  eines  KOrperelementes 
fftr  Punkte  in  endlicher  Entfemnog  von  derselben  Form  sei,  wie 
dasjenige  eines  permanenten  Magneten  in  Bezug  auf  Punkte  in  an- 
endlich grosser  Enttonng.  Anstatt  der  zweiten  in  f  1. 2.  gemachten 
Voraussetzung  nimmt  Beer  an,  dass  das  fragliche  Potential  propor- 
tional sei  der  Menge  des  indncirendcn  Idiomagnetiemns.  Er  gelangt 
mit  Hülfe  dieser  Voraussetzungen  in  ähnlicher  Wdse  wie  Green 
(Grelle  Journ.  Bd.  47.  S.  1Ü6.)  zu  dem  Ausdruck  (s.  S.  156.) 


""«*(a*'  ix'^dy'  Zm')^ 

Die  Herleitang  dieses  Ausdruckes  ist  unabhängig  von  der  VorsteUang 
der  Poisson'schen  magnetisclien  Elemente  gemacht;  und  steht  der 
Ausdruck  mit  unserer  Formel  (§  1.  [a])  der  Form  nach  in  voll- 
stflndiger  Uebereinstimmung,  wenn  man  statt  der  Beer'schea  Con- 

stauten     unsere  Constante  K  setzt  und  noch  die  Schreibweise  ik 

durch  die  ausflkhrlichere  dtj^dy^dz^  ersetzt  Bei  der  weiteren  Ent- 
wickdung kommt  nun  aber  <üe  Vorstellung  der  magnetischen  Ele- 
mente wieder  zum  Vorschein      Beer  denkt  sich  nftmlich  die  Indnction 

*)  Die  Abwechteliang  der  Aasdrfleko  KOrperelement ,  VolnmeiwlciBeirtt 
Element,  Molecfll  ist  bei  Beer  nicht  als  /nfUlig  su  bctrnchten.  Ei  bedeaten 
die  drei  enten  AasdrOcke  nllcrdioga  dasselbe,  was  wir  bisher  als  KOrperclrmcnt 
dxdifdz  bcacichnet  haben.  Dagegen  ist  nnter  dem  hlolecai  ein  Poisson'scbei 
niMgnetiKhet  Element*'  sa  rerttcben. 
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des  Körpers  2(  durch  äussere  Massen  mit  dem  Potentiale  1'  in  fol- 
gt.'ntlfr  WeiF»^  entstanden.  Es  werde  ziiii;ii  li>-t  in  der  Weise  Magne- 
tismus iaducirt,  als  ob  keine  gegenseitige  Einwirkung  der  magnetischen 
Elemente  unter  einander  stattfände.  Diesen  Vorgang  hezeiclinet  Beer 
iIb  den  ersten  Inductionsat^t.  Die  Möglichkeit  der  gegL-nseitigen  Ein- 
wirkung der  einzelnen  Teile  eines  und  desselben  magnetischen  Ele- 
mentes bleibt  liierbei  vurh.inden.  Ohne  sich  indc-^sen  über  diese 
Voretelluugsweise  genauer  auszudrücken,  nimmt  r»eer  den  obigen  Aus- 
druck [a]  als  das  Potential  eines  Körperelementes  nach  vollendetem 
Isten  Inductionsact  an.  Unmittelbar  folgt  daraus  das  Potential  des 
im  ersten  Inductionsact  in  erzeugten  Magnetismus  bezogen  auf 
äosscre  Punkte 

Nmmclur  geht  Beer  znm  2tcii  lodnctioiisact  aber.  Derselbe  bestobt 
dtrin,  dtts  in  jedem  einzelnen  magnetischen  Elemente  ein  weiteres 
Quantum  Magnetismus  dadurch  erzengt  wird,  dass  die  flbrigcn  magne- 
tischen Elemente  eine  inducircnde  Wirkung  auf  dasselbe  austlben  in 
Folge  des  ihnen  durch  den  ersten  Inductionsact  verliehenen  Magne-. 
tismus.  Um  diese  Wirkung  analytisch  ausdrflcken  zu  können,  ermittelt 
Beer  (s.  S.  158.)  eine  gewisse  Function  Kj,  welche  er  gleichsetzt  dem 
auf  die  Punkte  eines  magnetischen  Elementes  bezogenen  Potentiale 
der  Hb r igen  magnetisehen  Elemente;  wobei  dies  Potential  als  zu- 
gebSrig  betrachtet  wird  dem  durch  den  ersten  Inductionsact  erzeugten 
Uagnetismns.  Indem  Beer  nun  dieser  Function  Vi  während  des  2ten 
bductionsactes  genau  dieselbe  Bolle  zuweist  wie  dem  Potentiale  V 
beim  ersten  Act,  gewinnt  er  Ihr  da^enige  Potential  eines  Körper- 
elementes,  welches  in  Folge  des  2ten  Actes  dem  schon  fraher  vor- 
handenen hinzuznftgen  ist,  den  analogen  Ausdruck 

Hieraus  folgt  dann  wieder  unmittelbar,  dass  das  Potential  des  Kör- 
pers %  auf  äussere  Punkte  in  Folge  des  2ton  Inductionsactos  zu  ver- 
mehren ist  um 

a^J  |ae'  bx'^  dp'  dp'  ^  d»'  ^'-j*^^ 

Sodann  wird  wiederum  eine  Function  I.,  ermittelt,  ^^elche»  bezogen 
auf  die  Punkte  eines  magnetischen  Elementes,  gleich  gCM-tzt  werden 
kann  demjenigen  Potentiale  der  übrigen  magnetischen  Kiemente, 
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welches  ilinen  zukommt  durch  den  beim  2toii  Inductionsact  in  ihnen 
hervorgerufenen  Magnetismus.  Der  3tc,  4te,  ote  Inductionsact  be- 
steht in  analoger  AVeise  darin,  dass  in  jedem  magnetischen  Element 
aufs  Neue  ein  Quantum  Magnetismus  erzeugt  wird  und  zwar  durch 
diejenigen  magnetischen  Quanta,  welche  in  den  übrigen  maguetiscbeu 
Elementen  während  des  voraufgehendeu  resp.  2ten,  3tcn,  Atcu  etc. 
Indnctionsactes  her\orgerufeu  waren.  Durch  eine  unendliche  Anzahl 
aufeinanderfolgender  Inductionsactc  wird  das  Potential  des  Körpers  St 
auf  äussere  Punkte  successive  vermehrt  um  8^,8^, Bas  inducirte 
Potential  wird  mithin 

r=  .s-j-^i-f  .S.+  ...  in  Inf.  [c] 

Ausserdem  sieht  man,  dass  der  endgültige  magnetische  Zustand  der 
einzelnen  magnetischen  Elemente  als  eine  l'eherlagcrung  aller  der- 
jenigen Magnetismen  angesehen  werden  kann,  welche  successive  durch 
die  Potentiale  r  r,  r^...  in  ihnen  erzeugt  waren.  Diese  letztere  Be- 
merkung drückt  Beer  so  aus  (S.  158.):  ,.In  dem  durch  das  Potential 
„  r  intlucncirten  Körper  tritt  ein  magnetischer  Zustand  ein,  wie  er 
„auch  einträte,  wenn  eine  gegenseitige  Einwirkung  der  Molectlle  nicht 
„stattfinde  und  das  einzelne  Element  dem  folgenden  Potentiale  aas- 
«gesetzt  wurde 

?7=  r4.r,4-r,+...-fc.«  [d] 

Die  Bcer'schcn  Functionen  T  und  U  laufen,  wie  man  sofort  be- 
merken wird,  parallel  den  Functionen      und  (Qi-^-  V)  des  §  1. 

2.  In  fthnliclier  Weise  wie  in  f  1.  unterwirft  Beer  den  Avadmck 
fllr  U  einer  Umgeetaltong  nnd  findet  auf  S.  162 

^g^iV+*V'+%*V^+.„)+C  [e] 

worin  die  Constante  %  za  seiner  nrsprOngliclien  Constanten  ^  in  der 
BeiiehiiDg 

i  -1 

steht;  worin  C  eine  willkfirlidie  Constante  ist;  nnd  worin  die  Qssen 
froheren  Functionen  /]Ft ...  paraUel  laufenden  Functionen  r'!** ... 
nach  dem  recurrenten  Gesets  zu  ermitteln  sind 


I 
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Hierzu  Ui  uoch  zu  bemerken,  dass  unter  ^  die  Diflfcrentiation  nach 

der  äusseren  Normale  der  ()l>erfläche  von  V  und  unter  dt  ein  Ober* 
ttcheneleiiient  von  %  verstanden  ist 

Fat  die  Function  T  findet  Beer  die  Formeln  (s.  S.  162) 


oder  [hl 


Hjcnos  folgt  fthnlich  wie  In  S 1.  25.,  dass  die  Wirknng  des  indndrten 
Ifagnetismas  auf  ftnsscre  Panlite  ersetzt  werden  kann  durch  eine  ge- 
vine  fingirte  einfi^he  ObeHlftchenbelegnng,  als  deren  Dichtigkeit  sich 
eigOit: 

 3x  du 

— 2»)  Bn 

oder  m 

'.].  Vergleichen  wir  nun  zunächst  die  Formeln  [h]  und  [i]  mit 
den  t'utsi)recqencIon  [cc]  und  [ff]  des  §  1.,  so  bemerken  wir,  dass 
dieselben  nicht  ohne  Weiteres  tibereinstimmen ;  denn  es  sind  die  Dif- 
ferentiationen bei  Beer  nach  der  äusseren  Normale  zu  bilden.  Es 
lässt  si«.h  mit  den  Bcer'schen  Formeln  aber  eine  Umgestaltung  vor- 
nehmen, durch  welche  dieselben  mit  denen  des  §  1.  völlig  zusaninion- 
stimmend  werden.  Obwol  die  Functionen  r',  V",  ...  einer  Differen- 
tiation nach  der  äusseren  Normale  unterzogen  werden,  so  geht  doch 
aus  der  von  Beer  auf  S.  161.  gegebenen  Etitwickelung  liervor,  dass 
dieselben  sich  auf  innere  Punkte  beziehen.  Daher  können  wir  die 
Formeln  [gj  unter  Anwendung  onserer  frühereu  Bezeichnungsweise 

1  BTi       BTi  - 

t;  nnd  nnter  Berücksichtigung,  dass  ^  =— ^—  ist,  noch  so 

ttlireibcn 

V=  V 


la  dieser  Form  erkennt  man,  dass     F"...  als  die  Potentiale  einer 
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auf  der  Oberfläche  vou  Sßi  aasgcbrcitctoii  Doppclbclcgang  angesehen 
werden  können.  Daher  ist  es  erlaubt  zu  setzen 

ST      «IT  ^iJ 

0»  dv 


Unter  BerOcksichtigiuig  der  vorstehenden  Gldchnngen  p]  werden  die 
Formeln  [h]  und  [i],  wenn  wir  noch  das  Beer'sche  T  mit  dem  frftho- 
ren  Qm  vertauschen: 

aQ 

W 


«■-£/ 


Ta  '—j^  '-—da 


und  zwar  haben  zufolge  der  Glcichungm  [k]  die  hier  auftrcicndea 
Functionen  v'v".„  genau  dieselbe  Bedeutung  wie  die  Functionen 
FiF^  ...  des  §  1. 

Die  Beer'scheu  Formeln  [h]  und  [i]  stehen  demnach  in  vollstftn- 
digcr  Uebereinstimmung  mit  den  Formeln  [cc]  und  [ff]  des  §  1. 
Eine  der  Formel  [dd]  entsprechende  Gleichung  lässt  sich  indessen 
aus  den  Beer'scheu  Resultaten  nicht  dircct  ableiten. 

4.  Zusatz.  'Da  sich  aus  3.  /ugleic-U  die  Identität  dos  Bcer'schen 
s  mit  dem  unsrigcn  ergibt,  so  wird  dadurch  unter  I^-rUcksichtignng 
von  §  2.  [k]  die  von  Beer  auf  S.  169.  angegebene  Beziehung  seiner 
Constanten  »  zur  Poisson'schcn  i*,  nämlich 

31-  r  1 

»^14-21  W 

verificiri 

5.  Vergleichen  wir  nun  ferner  die  Fundameutalformolu  §  1.  [a] 
und  §  3.  [a] 

^(dV  dr  ,  dv  dT  .  dVdT\ 
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so  stiniiiuii  dicsulbcu  der  Form  uadi  zwar  ebenfalls  übercin;  sie 
zeigen  inde-^seu  riiio  Abweichung  in  Bezug  auf  ihre  Constaiiten.  Denu 
währcud  unsere  Coostaat«  K  zu  dorn  x  des  Eudresoltates  in  der  Be- 
ziehaitg  steht: 

itolit  die  Beer'sche  Constante  ^  zu  demaelbeii  »  in  dor  Beadehimg: 

1       1  3x 

a*  "  4»  3—2»  «-P-» 

Wfliden  wir  annelimen,  dass  die  beiden  Formeln  [o]  genau  dietelbe 
Bedeatang  bfttten,  ao  würde  jene  Abweichnng  zwiichen  den  Conitanten 
ttne  ErUfinmg  nnr  in  einem  entweder  von  nna  oder  von  Beer  ge- 
machten  analytischen  Fehler  finden  können.  Wie  sich  indessen  leigen 
wud,  haben  jene  beiden  Formeln  [o]  in  der  Tat  eine  verschiedene 
fiedentang. 

G.  Die  IJeer'sche  Entwickclung  des  inducirteu  Potentiales  stützt 
sich  wie  w  ir  gcsrhon  haben  fortdauernd  auf  die  Vorstellung  der  mag- 
n*  tischen  Klt'meute,  während  die  Darstellung  des  §  1.  durcl»  die  Defi- 
nition des  (lircrt  inihirirtt  n  rntrutlahs  eines  Körpercleiiu  iites  für  die 
weitere  mathematische  Analyse  jene  Vorstellung  beseitigte.  Ks  mag 
Iii'T  zugegeben  werden,  dass  die  ursprüngliche  Vorstellung  über  deii 
lüducirten  magnetischen  Zn>tand  bei  Beer  eine  leichter  aufzufassende 
ist,  als  die  unserer  Definition  zu  Grunde  liegende.  Wenn  wir  es  trotz- 
dem vorzogen,  von  der  letzteren  auszugehen,  so  lag  der  Grund  zum 
Teil  freilich  darin,  dass  wir  durch  unsere  Darstellung  eine  möglichst 
vollstündigc  Unabhängigkeit  von  der  specitischeu  Vorstellung  der  mag- 
netischen Elemente  zu  erzielen  suchten;  zum  Teil  aber  auch  darin, 
ilass  die  Schwierigkeiten  und  l  nsiolierheiten,  welche  bei  der  Beer- 
si'hen  Grundanschauung  die  weitere  mathematische  Entwickclung  ziem- 
lich stark  afdcireo,  bei  anserer  Darsteiluag  viel  mehr  vermieden  wer- 
den konnten. 

7.  Der  ^flnss,  welchen  die  beständige  Radtsichtnahme  anf  die 
Existenz  der  magnetischen  Elemente  bei  Beer  anf  seine  Rechmug 
sasftbt,  zeigt  sich  znerst  bei  der  Entwickelung  der  Formel  fttr  (Be 
oben  (s.  1.)  genannte  Function  V^,  Anf  Seite  157.  seines  genannten 
Werkes  stellt  Beer  die  Formel  anf  für  dasjenige  Potential,  welches 
m  Bezog  anf  die  Pnnkte  ^es  magnetischen  Elementes  den  tlbrigen 
msgnetischen  Elementen  nach  dem  ersten  Indnctionsact  zohommt 
Er  findet,  dass  dasselbe  gleich 

(«)  -  m 

ist,  wenn  nämlidi       and       die  Bedeutung  haben: 


0 


Digitized  by  Google 


312 


Weher:  Zur  Ueorie  der  magnetischen  Jnduciiotu 


w  -  —  «2 .  /  /    äx'    ay  6^'  ~^  a^'  a«' 


und 


««J  (a»'  a»'  "^^^  a/   ä»'  at' ) 


Babel  ist  die  erste  Integration  aber  den  ganzen  Ranm  von  za  er- 
strecken und  die  zweite  Aber  den  Raum  einer  kleinen  Kogel  S(,  welche 
um  einen  Punkt  des  betraebteten  magaetlscben  Elementes  beschrieben 
ist  In  etwas  flbersicbtlicberer  Weise  als  es  bei  Beer  (a  157.)  ge- 
scbiebt,  ergibt  sich  durch  eine  bnchstäblich  gleiche  Entwickelong  wie 
wir  sie  oben  ($  1.  12.)  gaben, 

wo  unter  abe  wieder  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  sehr  klein 
gedachten  Kugel  und  unter  ay«  diejenigen  eines  variabelen  Punktes 
im  Innern  des  betrachteten  magnetischen  Elementes  verstanden  sind. 
Ware  es  Beer  nun,  wie  bei  unserer  Darstellung  im  §  1.,  darauf  an- 
gekommen, das  Potential  des  ganzen  Körpers  IC  auf  einen  innera 
Punkt  (x^)  zu  ermitteln,  so  hätte  er  bei  verschwindendem  Radius  der 
Kugel  in  aller  Strenge  Vfß^)  —  Fjaie)  setzen  mtlssen,  woraus  {U)^0 
gefolgt  wäre.  Beer  setzt  dagegen 

und 

Indem  er  also  die  Air  das  Bereich  des  betrachteten  magnetischen  Ele- 

mcntes  freilich  als  coustaiit  zu  bctrai  litonde  Grosso     ,  ^'(„bc)  fort- 

lässt,  snbsUtnirt  er  flAr  den  in  Wirklichkeit  unendlich  kleinon  Wert 

(^)  einen  solchen  von  cuillicher  Grösse  V.  Dies  Ycrfabreu  huUct 
^  '  .3«- 

seiue  Begrttndang  durch  die  Bemerkung  Beer*B,  „dass  man  für  die 
„Wirkung  im  Innern  des  MolecUlos  (magnctischeu  Kleraentea)  das 
„Potential  des  ausserhalb  befindlichen  magnetischen  Floiduma 
„könne  durch  die  Function 


Digitized  by  Google 


fF«Acr:  Zur  ITuori»  dtr  magMtuehtH  JitdiietiiM,  313 

Da  uämlich  l\  bei  der  weiteren  Bildung  der  Functionen  Kg,  Tg  ... 
nur  insofern  in  Betracht  kommt ,  als  es  sich  um  seine  Differential- 
quotienten handelt,  so  ist  es  allerdings  erlaubt  eine  willkürliche  Con- 
stante  fortzulassen.   Wir  haben  die  Function  V\  daher  nicht  geradezu 
jüs  das  Potential  des  ausserhalb  des  magnetischen  Elementes  befind- 
lichen Fluidums  zu  betrachten,  sondern  als  dieses  Potential,  vermindert 
om  eine  im  Bereiche  des  magnetischen  Elementes  als  constant  zu 
betrachtende  Grösse.    Dieselben  Bemerkungen  sind  in  Bezug  auf  Vj, 
und  die  Summe  derselben  V  zu  machen.   Macht  es  nun  schon 
einige  Mühe,  sich  in  diese  von  Beer  nur  flüchtig  skizzirte  Auffassung 
seiner  Functionen  l'j,       ...  f/ und  der  dabei  auftretenden  eigentüm- 
lichen Coustanten  him  inzudenken ,  so  kommt  doch  noch  ein  weiterer 
erschwerender  Umstand  hinzu.   Die  Functionen  F^,  F»  ...  sind  näm- 
lich gebildet  unter  Zugrundelegung  eines  in  der  Vorstellung  fixirten 
magnetischen  Elementes  und  sind  zunächst  nur  gültig  im  Bereiche 
eines  solchen.    Denn  würde  man  für  einen  Punkt  ^»/f,  der  zwischen, 
den  magnetischen  Kiementen  läge,  das  Potential  des  ausserhalb  be- 
findlichen magnetischen  Fluidums  bilden,  so  würde  dieses  den  Wert 
{%)  anstatt  wie  früher  für  den  oiuuittelbar  benachbarten  Punkt  (ays) 
den  Wert 

haben.  Die  Fonctionen  Fi,      ...  erscheinen  daher  nicht  ohne  Wei- 
teres als  Functionen  eines  variabelen  Punktes  (ryz).  Da  sie  aber  als 
wiche  für  die  Brandung  der  späteriiin  mit  ihnen  vorgenommenen 
ÜDgestaltiingen  offenbar  betrachtet  werden  müssen,  so  ist  noch  eine 
besondere  Anschannngsweise  erforderlich,  welche  allerdings  durch 
folgende  Abstraction  gewonnen  werden  kann.  Fassen  wir  die  magne- 
tischen Elemente  als  unendlich  klein  gegen  die  Dünensionen  eines 
Kürperelementes  auf  und  dieses  wieder  als  unendlich  klein  gegen  den 
Körper  II,  so  ist  erachtlich,  dass  man  unter  den  dem  Punkte  «ys 
oder  dem  Köiperelemente  ded^da  zukommenden  Werten  F^,  \\  ... 
nnr  die  Mittelwerte  der  in  den  magnetischen  Elementen  des  betref- 
fenden KOrperelementes  Torhandenen  Werte  Ton  V^,  F,  ...  zu  ver- 
stehen braucht,  um  Fj,  F,  ...  als  Functionen  der  Stelle  xyz  anffiusen 
zu  können.  Die  hierin  liegende  Schwieri^eit  ist  flbfigens  von  der- 
selben Natur  wie  diejenige,  welche  bei  der  in  §  1.  gegebenen  De- 
finition des  dinei  mdueirten  Potenüaha  anftritt|,  und  scheint  von  der 
Theorie  der  magnetischen  Induction  untrennbar  zu  sein*). 


*)  Anm.  Efl  mö^e  hier  daraaf  aufmtiksam  gemacht  werden,  das5  Greeo 
in  seinem  Essny  of  thc  thcor.  S.  199.  nuf  diese  etwas  diffuilcn  Vorstdlnnfren 
U&ckticbt  nimmt,  indem  er  nnterscbeidet  zwiicben  der  von  dem  gansen  KOrpcr 
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Dass  nun  der  auf  den  ersten  Blick  sehr  wesentlich  erschoiuendc 
Unterschied  zwisdu  u  der  Bccr'schen  Fonnel  [q]  und  unserer  Formel 
§  1.  [k]  in  der  Tat  nur  von  untergeordneter  Bedeutung  ist,  erkennt 
man,  wenn  man  die  heiderseitigen  Umformung^  für  vergleicht 
Beer  üadet  n&mlich  aaf  S.  160. 


wofttr  wir  uMh  noserer  Beseiebmuigswelse  «ach  ichreibcn.,köiiiieii 

oad  es  Itutete  die  Fonnel  S  1-  [c] 

F,  A^KY+kJ'  K^rf« 

lu  dieser  Form  erkennt  man  sofort,  dass  der  Unterschied  zwischen 
den  beiden  Functionen  F,  sich  aaf  eine  Yersducdenheit  der  darin 
aaftrcteadea  Constantea  rcdacirt 

8.  Die  im  Vorigen  aufgedeckte  Vcrschicdeobeit  in  der  Behand- 

lungsweise  bei  Beer  und  im  §  1.  lüsst  sich  in  Körzc  etwa  so  aus-  | 

drücken:  Beer  erteilt  hei  seinen  einzelneu  luduetiousaeteii  den  magne- 
tischen Elementen  eine  gewisse  Rolle  zu,  indem  er  eine  Kimvirkuiic 
der  einzelnen  Teile  eines  und  desselben  magnetischen  Elementes  auf  , 
einander  in  Rechnung  zieht,  und  erst  nach  vollendeter  Induction  vou 
der  Existenz  der  magnetischen  Elemente  abstrahirt;  wogegen  bei  der 
Darstellung  des  §  1.  die  Vorstellung  der  magnetischen  Elemente  durch 
den  an  die  Spitze  gestellten  Begriff  der  directen  Induction  beseitigt 
wird.  Der  so  ausgesprochene  Unterschied  in  der  Behandlungsweiso 
übt  die  Wirkung  auf  die  aufzustellenden  Formeln,  dass  die  parallel 
Stehenden  Formeln  fOr  Vi  sich  so  unterscheiden 

%  nnd  der  von  den  aosserbulb  einet  Molecüles  gelegenen  Teile  anf  einen  inntra 
Punkt  anigcflt»ten  Kraft,  nnd  dieie  Untencbeidnng  methematiecli  dadnrdi 
definirt,  daet  er  eine  gewitte  Fnnetion  ^  du  erste  Mal  differontiift  nach  dca 
Venehwindea  der  kleinen  Halfekngel  nnd  dai  twoite  Hai  vorber. 
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Dabei  ist  jedoch  zu  bonitTkcii,  dass  die  Verschiedenheit  dieser  beiden 
indrtckc  sich  auf  eine  Verschiedenheit  der  Constantea  rcdndrt» 
leu  WMM  die  Aasdrflcke  in  f<^iider  Form  schreibt 


(Beer)  K,=-|^,F+i/ 

[s] 

(§  1.)    Vi  ^-^V^V+K V^d0 

D.  llierdorch  erkenneii  wir  nun  auch,  warum  dch  zwischen  dea 
Boer'schen  Constanten  x  und  a  einerseits  und  uisem  Constauten  x 
isd  A'  andererseits  nicht  die  nftmlichen  Beziehnngen  ergehen  konnten; 
and  wir  erkennen,  freilich  nur  a  posteriori,  dass  der  Beer'schen 
Fofidamentalformol  [a]  in  der  Tat  eine  etwas  andere  Bedeutung  bei- 
/nkgeo  ist  als  unserer  analogen  Formel  (|  1.  [a]),  dass  aber  diese 
Tenehiedenheit  aldi  aaf  die  Bedeatnng  der  Omstantea  beschranken 

in.  Dieser  Umstand  wird  vollstündig  klar,  wenn  wir  die  Becr- 
Kk  Formel  [[a]  direct  mit  der  vuu  Poissou  gegebenen  (§  2.  [e]) 

toileiGfaen  und  hierin  der  Beer'schen  Grandanschaunng  entsprechend 
äe  Bestimmung  der  Grossen  «,  /  vornehmen  vermittelst  der  in 
der  Etaleituig  angefahrten  Polsson'schen  Gleichgewichtsgleichangen 

Br  ,       ,  An 

IHese  Gleichungen  werden  offenbar,  wenn  es  sich  nm  ein  einziges 
Bagnetisches  £lement  handelt: 

dV  ,  An 


dV  .  An 

5^, 


hV  ,  An 
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woraus 

 3  aK 

_  ^  ar 

folgt.  Setzt  man  diese  Werte  in  den  Aosdrack  fOr  9  ein,  so  wird 
derselbe 

UiBTBV  ,  dT  dV  ,  BT  dV\  .    .  , 
^  =  -a\BV,^-^B7,Wi  +^  tu] 

Die  Beer'scho  Formel  [a]  lautete: 

1  (BT  BV  .  BT  BV  .  BT  BV)  ^    ,  ^ 

wenn  wir  n&mlich  die  gleichbedeutenden  x'y'z'  mit  vertauadiea 

und  ebenso  setaen.*  Ans  der  Yetigleicbang  von  [u]  und  [yJ 

folgt  nun 

1  ^  Sil- 

Fahren  wir  noch  hierin  die  von  Beer  angegebenoBesiehnng  aswisc^hen 
seinem  a  und  n  ein,  nftmlich 

1       4  3x 
«*     4Jt  3  — 2x  ' 

so  folgt 

*  3—2» 

oder 

Dies  ist  aber  dieselbe  Beziehung,  weiche  wir  oben  Gleichung  [nj  faadoa. 

§  4. 

In  diesem  §  soll  eine  Methode  der  sacccssiven  Indnction  in  An- 
wcnduDg  gebracht  werden,  auf  welche  ich  durch  eine  frenndlicho  Mit» 
teilnng  des  Herrn  Professor  Dr.  C.  Neumann  anfmerksam  gemacht 
bin,  und  welche  rieh  den  Poiason'aohen  Oleichnngen  anmittellMr  an» 
sdiliesKt 


Wmben  Zur  J%«orie  dtr  magmlUekui  Jhdue^oit, 
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1.  Poisson  gibt  für  das  indacirte  Potential  (Mem.  de  TAcad. 
Su  394.)  die  Formel,  welche  wir  unter  Beibehaltung  unserer  früheren 

1  Bk 

Beziehungsweise  T  =  A'  und  |,         mit  ar^,  y^, 

Tcrtmaicheiid»  scfarühen  können : 

worin  die  drei  (früher  durch  kß^  kß,  ky  bezeichneten)  Grössen  ^, 
rdie  Bedeutung  haben  (vergl.  M^m.  &  2d9.  (c)) 


r — K 


^1 


In  Gesell  Formeln  ist  anaaer  der  als  g^ben  zu  betrachtenden  Con* 
Staaten  K  bot  das  V  bekannt  und  es  bandelt  sich  ißsnm ,  Q  auszu- 
drAdKQ  doTch  V. 

2.    Das  letztere  worden  wir  dadurch  erreichen,  dasa  wir  ihr  Q 
Reihe  Ton  AnadrUcken 


Q'\  Q"'  ...  Qt")  ...  Qt») 

ItiMfM»^  die,  mit  eineni  ersten  Nfthemngswert  beginnend,  sich  sac- 
ccaeirr  dem  wahren  Werte  von  Q  mehr  und  mehr  nfthecn  und  tou 
der  Attsdruek        in  aller  Strenge  mit  dem  wahren  Q  zu- 


ersten  Näherungswert  (/  müssen  wir  nun  offenbar  erhalten, 
'  ans  vorstellen,  dass  die  Induction  zunächst  in  jedem  Kürper- 
dTifljfifixi  SO  vor  sich  ginge,  als  ob  dabei  keine  Einwirkung 
fÜi»rigea  Teile  von  dem  Körqer  91  auf  dasselbe  stattfände;  oder 
■ut  Mdem  Worten,  indem  wir  das  durch  die  Kräfte  mit  dem  Potential 
r  direei  imdueku  FoUnUal  (vergL  §  1.  1.)  bilden.  Dieses  wird: 
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IT« 6 er:  Zw  Umrit  der  magtulucJitn  JndttcUon, 


worin  nun  die  Ghissen  A\  R\  V  aus  den  Gleichungeu  [c]  sich  er- 
gcbcui  indem  man  iu  den  letzteren  Qi  =  ü  setzt.  Ks  wird  also 

BV 

Durch  Snbstitiitioii  dieser  Gleichongen  in  [d]  und  [e]  wird 

oder  mit  Hülfe  derselben  Green'sclien  Sätze,  welche  in  §  1.  anf  die 
buchstiUilich  gleichen  Ausdrücke  [c]  und  [d]  angewandt  wurden, 

Q/  =  i: y  W 

Den  letzteren  Ausdruck,  welcher  mit  dem  für  \\  in  §  1.  gefun- 
denen vüllständig  ideiifi^cli  ist,  können  wir  wieder  in  derselben  Weis*' 
uniformen  wie  dort,  uud  orbaltou  uuter  Benutzung  dcrselbeo  Ab- 
kürzungen [zj 

Q/ä  — 4«i:K+4»»i  [i] 

3.  Aas  der  Idontit&t  von  1^  und  Q'  folgt,  wie  wir  besonders 
hervor  beben,  dass  Qi*  innerhalb  %  dieselben  Haupteigenschaften  wie 
V  besitzt,  und  dass  daher  auch  der  Function  (r-{-Q/)  die  nümlicheo 
Eigenschaften  zukommen  werden. 

4:  Einen  zweiten  Xilherungswert  erhalten  wir  dadureh,  dass  in 
den  (ileichuugen  [c]  das  noch  unbekannte  Q,  ersetzt  wird  durch  diü 
iu  'J..  gefundenen  Wert  Q/  und  diese  (iloichun^M'ii  sodann  substitoirt 
werden  iu  die  ursprüngUcben  [aj  und  [bj.  Diese  werden 
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JJJ    l  ä»i  hl 


ZiifoT^  der  Bemerkung  3.  sind  diese  beiden  Ausdrücke  der  näm- 
lichen FirigestAltung  zu  unterwerfen  wie  vorher  die  Ausdrücke  für 
Ua'  und  Qi  .    Es  wird  demnach 

Bcr  letzte  Avsdnick  QS*  ist  nim  in  ähnlicher  Welse  sn  behandehi  wie 
obige  für  Q^,  Es  wird  nämlich  zunächst,  wenn  man  den  Satz 
CIL  13.)  au  wendet  auf  die  Function  (r-fQ/), 

oder,  wenn  wir  die  Abkürzung 

eiafUhrem  imd  für  Qi  seinen  Wert  [i]  setzen, 

oder  müden  geschrieben 

(i/'=(-;+A-)r  [o] 

5.  Für  die  Function  Q,"  ist  dieselbe  Ik;mcrkung  zu  machen  wie 
m  3.  fitr  ■  nämlich  ohne  Weiteres  klar,  dass  der  Ausdruck 
p3  derselben  Discussion  unterworfen  werden  kann  wie  sie  in  §  1. 
IS  ansestcllt  Daraus  ist  denn  auch  zn  schliessen,  dass  die  Function 
^  1*^. Qi')  widemm  dieselben  Haupteigenschaften  innerhalb  V  wie  T, 
Q/^  Qr  besitzen  wird.  Noch  sei  bemerkt,  dass  identisch  ist  mit 
(K,  +  r,)  des  f  1. 

6.  Das  nun  weiter  einzuschlageude  ^'erfall^eu  ist  durch  1.  und  5. 
bereits  vollständig  angegeben.  Wir  erhalten  den  3ten,  4ten,  ;>ten 
etc.  NiUienwgswert  von       indem  wir  die  successive  gewonnenen 
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Worte  Q,'\  Q,**,  (^/^H  ...  etc.  einsetzen  in  die  Gleichungen  [c];  diese 
wiederum  in  [aj  nud  [b]  und  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  Qa**, 
Qm^^i  ...  etc.  und  QT,  Q/^»),  O/'J  ...  etc.  denselben  Trans- 
focmationen  luterwerlen  wie  unter  4.  dargestellt 

7.  Der  «te  Nähenrogswert  wird  durch  Anwendmig  dieses  Ver- 
fahrens 

Q^n)  —       jt+A«— ...  +1^)1 

+{l  -21«+3i»-  ...  +«1")F, 


woraus  sich  ebenso  wie  in  $  1  durch  EÜnfAhrung  der  Constaaten 

l 

ergibt: 

F+Q/«)  «  ii—»){V+xFi  +  »*Ft  +  ...  «»iP^l  [p] 

Unter  der  Yoraussotzung,  dass  für  eine  unendliche  Anzahl  in  obiger 
Weise  berechneter  Nfiherungswerte,  die  letzteren  sich  successiTe  dem 
wahren  Werte  Q/  nAhem,  wird 

V+  Q,  -  (1  —  x)| r+xF,  +  x«K+  ...  in  inf.J  [r] 

Setzen  wir  diesen  Wert  dann  in  die  Gloiclmngen  [c]  und  dicso 
wiederum  in  [a]  und  [b]  ein,  so  erhalten  wir  durch  Anwendung  der 
nänilirhen  Trausformatiouen,  wie  in  §  1.  11.  und  12.  oder  iu  diesem  § 
unter  4.  dargüstoUt: 

und  for  die  Dichtigkeit  derjenigen  fingirten  ein&chen  Oberflftcbn- 
belegung,  durch  welche  die  Wirkung  des  inducirten  Maguetismas  asf 
äussere  und  innere  Punkte  ersetzt  werden  kann 

^      X  diy+Kl'\  +  x-^F^+,..m  inf.)  ^ , 

8.  Diü  Formeln  [s],  [t],  [u]  befinden  sich  iu  vollständiger  Uober- 
einstimmung  mit  den  Formeln  [cc],  [dd],  [ff]  des  §  1..  denn  es  haben 
die  Functionen  F,  ...  an  beitUMi  Stollen  dieselbe  Bedeutung  (§  1. 
[z])  und  es  befindet  sich  die  Coustaiito  x  an  beiden  Stellen  in  der 
nftmlichen  Beziehung  zur  Poisson*8chen  Gonstanten  k 

1+2* 

Kiel,  Aug.  1877. 
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XXL 


Miscellen. 


1. 


Vcber  4ie  sreometrigelie  Barstellang  eUlptisclier  Fiinetionen. 

Es  sind  schon  mehrmalB  die  Mittel  nntenncbt  worden,  welche 
zur  geometrischen  Danteilaug  der  elliptischen  Integrale  nnd  Fnnc- 
tionen  geeignet  sind;  einen  kleinen  Beitrag  zn  demselben  Zwedce 
aollen  auch  folgende  Zeilen  liefern. 

1.    Betrachtet  man  die  Ct^e  r  — und  ihre  Inverse  (dnrch 

reeiproke  radii  vectores  transformirte)  r  =  ^r— 7,  so  wird  der  Inhalt 


des  Secton  der  ersten  durch  das  Integral  5  =  }  /  t^dipy  nnd  der 


«ften  durch  8'^ 


i  ausgedrftiä^t  I>ie  Cnrve 


4 


r  -i  a  Vi  —  sinV 


(1) 


^at  zur  Inversen  die  Corve 


a 


(2) 


4 


«d  es  wird  dann 


« 
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Uder,  wenn  wir  a  =  y2  wählen  und  Uic  bekannte  Lcgcudrc'scliQ  Be- 
zeichnung anwenden, 

S-£(f»,9),    5'-F(m,9)  (4) 

Wir  wollen  die  betreffenden  Curveu  kurz  /;  und      nennen.  Die 
Gleichung  der  £-Curvo  in  Descartesischen  Coordinaten  lautet 

(a-«4-y«)»— a*a:»— a*(l  — mV  =  0  (5) 

es  ist  also  eine  Curve  Gter  Ordnung,  welche  im  Anfangspunkte  einen 
Doppelpunkt  besitzt  und  die  imaginären  Kreispuukto  zu  dreifachen 
Punkten  bat.  Ebenso  erkennt  man  aus  der  Gleichung  der  ^-Cur^e 

daas  es  eine  Curvo  4ter  Ordnung  ist,  mit  den  Kreispuukten  als 
Doppelpunkten.  Beide  Cur\'en,  welche  für  m^<<l  eine  eUiptische 
Form  besitzen,  können  einfach  nach  ihren  Pulargleichungen  cob- 
stmirt  werden;  man  kann  auch  die  eine  —  vielleicht  die  E  —  nach 
der  Gleichung  darstellen  und  ans  ihr  die  F  nach  der  Methode  der 
Inversion  ableiten. 

2.  Für  jeden  Wert  des  Modnlus  m,  welcher  bekanntlich  der 
Bedingung  0  1  unterworfen  ist,  erhalten  wir  eine  A-  und  eine 

F-Cunre.  Es  kann  aber  sehr  leicht  gezeigt  werden,  dass  mau  alle 
diese  Gurvcn  als  Schnitte  zweier  inversen  Flachen  H  und  O  mit  den 
Ebenen  eines  bestimmten  Bllsebds  erzeugen  kann.  Man  braucht  zu 
diesem  Zwecke  nur  in  den  Polai^Ieichungen  der  Cun  en  m  »  sin » 
setzen  und  die  Grossen  r,  q>,  w  als  rftumliche  Polarcoordinaten  be- 
trachten, welche  mit  den  parallelen  Coordinaten  durch  die  Gleichung«  n 
«Mir cos 9,  y^rsin^coa»,  sssrsin^sin«»  verbunden  sind.  Es 
ist  dann 


4 


r  =-  aVl  — 8iu'9Sin'n>  (7) 

die  Gleichung  der  Fläche  H  und 

-    4  °   iß) 

Vi — 8in^9)8in^<» 

die  GleichoDg  der  Flache  ^,  oder,  in  Parallelcoordinateo  ausgedruckt: 

(9) 

(xi-j-yi+^)8_«4(aJ+yi)-.o  und  (a.«+y«+j|a)(-^+ya)— «4^0 

Wie  hieraus  zu  ersehen,  ist  die  Fläche  //  eine  Rotationsfläche  Gtor 
und  (P  eine  Kotationstlä( he  4ter  Ordnung;  die  /f-Axc  ist  ihn»  ge- 
meinschaftliche BotatioQsai^e.    Die  Gleichungen  der  Meridiaucurven 
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erücheiiien  in  einer  äusserst  einfachen  Gestalt,  nämlich  r  >-  aVcos^ 

«ad  r  »>  -7=^=.  Jede  dmrdi  die  X-  oder  F-Axe  gelegte  Ebene 
y  cos  <p 

sdneidet  die  Fläche  H  in  einer  A^-Curvc  und  die  Fläche  <P  in  <lor 
estipredienden  F-Curve.  —  Endlich  sei  noch  die  Bemerkung  bei- 
gefugt, dass  sich  die  Fläche  0  zur  geometrischen  Darstellung  der 
elliptischen  Functionen  eignet.  Legen  wir  nämlich  dorch  den  Punkt 
(r,y,z)  dieser  Fläche  ond  durch  die  X-Axe  eine  Ebene,  so  schneidet 
diese  die  Fläche  in  einer  F-Curve,  deren  in  den  Gränzen  0,  (p  ent- 
bltener  Sector  durch  die  Gleichvng  3's=F{m,ip)  bestimmt  ist,  und 
<i  ist  dann 

—  sinomS',  *  —  cosaiiiiS',  r'—^amS'  .  .  .(10) 
XOniggriz,  den  29.  April  1877. 

A.  Strnad. 


2. 

Ueber  Bezeichnungen« 

Unter  den  in  der  Mathematik  gebräuchlichen  Zeichen  lassen  sich 
nach  der  einen  Seite  bin  unterscheiden  disponibcle  und  feste,  nach 
der  andern  Zeichen  fttr  Grössen,  fOr  Functionen,  fBr  Operationen  und 
ftr  Anordnungen.  In  Betreff  der  disponibelen  Zeichen,  welchen  der 
Autor  erst  im  vorkommenden  Falte  ihre  Bedeutung  beilegt,  möchte 
wol  kaum  ein  Punkt  zu  erörtern  sein;  nur  ist  die  Bemerkung  nicht 
uiwiebtig,  dtas  die  geläufige  Bcihenfolge  der  Buchstaben  im  Alphabet 
und  das  Entsprechen  der  Buchstaben  in  verscbiedenen  Alphabefon  uns 
ric]£M!h  zu  statten  kommt  Es  sind  daher  Festsetzungen,  welche 
diesem  Gebrauehe  hindernd  in  den  Weg  treten,  nicht  zu  empfehlen, 
und  wo  sie  bestehen,  als  baldigst  zu  beseitigende  Uebelstände  zu  Ter- 
nerken,  wovon  später. 

hk'  festen  oder  eingeführten  Zeichen  hingogeu,  welche  ohne  Er- 
klurung  gebraucht  wrnlon,  geben  vielfachen  Grund  zur  Besprechung. 
Abänderungsvorschläge  im  einzelnen,  welche  schon  manchmal  zutage 
getreten  sind,  gehen  meist  aus  einseitigen  Krwagiiiitrt  u  hervor;  sie 
begegnen  darum  oft  unmotivirter  Misshilligung,  weil  sie  die  ihnen 
(.'ntgcgenstehendcu  Interessen  nicht  zum  Hewusst^cin  und  zur  Klarheit 
bringen.  Damit  Abänderungen  einen  detinitiven  Fortschritt  der  Praxis 
verbürgen  können,  muss  beim  einzelnen  Punkte  die  Gesammtheit  ins 
Auge  gefasst  und  auf  alle  in  Betracht  kommenden  Gesictitsj)unkte 
ÜOeksicht  genommen  sein.  Letztere  in  grösst  möglicher  Vollständig- 
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keit  und  bester  Ordnung  zusammenzustellen  ist  der  Zweck  des  Fol- 
genden. Doch  empfiehlt  es  sich  in  praktisclu-n  Fi  a;;en,  dieselhcn  nicht 
in  ab.stracteu  Priucipieu,  sondern  au  den  wirklieh  vorliegenden  Gegea- 
ständeu  darzulc^n.  Ich  folge  daher  der  oben  aufgesteliteu  Kiuteüang. 

L  Zeichen  fdr  Grossen.  Gewöhnlich  ohne  Erklärung  ge* 
braucht  werden  die  Buchstaben     e,  i, 

1.  Periode  der  Kreisfunctionen.  Wenn  nrsprfinglidi  n 
den  Kreisnmfiuig  für  den  Durchmesser  1  ausdrucken  sollte,  so  bat 
diese  Bedeutung  jetzt  keine  Geltung  mehr,  wo  immer  der  Radius  rar 
Einheit  genommen  wird.  Hiemach  würde  Ar  2js  ein  ZeSchen  au  setzen 
sein.  Doch  handelt  es  sich  nicht  allein  um  Ausdruck  des  Kreis- 
nmfisngs;  eine  weit  ttberwiogende  Rollo  kommt  dem  2»  als  Periodeu- 
länge  2u.  Die  Präzis  hat  sich  bei  allen  symmetrisch  periodisches 
Functionen  dafür  entschieden  nicht  die  ganze,  sondern  die  Viertel- 
Periode  zu  bezeichnen,  weil  diese  das  gesummte  Intervall  der  Zahlen- 
werte  der  Function  umfiisst,  was  sich  zunächst  bei  Tafeln  geltend 
macht,  aber  auch  auf  die  Bcchnung  vielfachen  Einfluss  flbt  (Comple- 
mentarfnnctionen,  Teilung  der  Intervalle  von  Integralen  n.  a.  m.). 

TS 

Hier  zeigt  sich  die  Schreibung  ^  äusserst  unbequem,  so  dass  es  Viele 

vorziehen  dafQr  90^  zu  schreiben.  Sind  wir  aber  erst  dazu  gelangt 
die  Nonagesinial-  und  Sexagesimalteilung  zu  beseitigen,  so  wird  em 
Zeichen  für  den  Quadranten  unentbehrlich,  da  es  immer  als  Bencn* 
nuug  zur  decinial  dargestellten  Zahl  hinzutritt  Hierzu  bedarf  es  nun 
keiner  neuen  Einführung.  Im  Unterricht  lernt  der  Schaler  das  Zeichen 
R  fiLr  den  rechten  Winkel,  ehe  er  von  n  etwas  hurt;  es  ist  narn5t^ 
bei  diesem  Zeichen  stehen  zu  bleiben,  also  nachher  bei  der  Kreis- 
berechnung, wo  der  Bogen  für  den  Radius  1  als  Mass  des  Centri- 
winkels  betrachtet  wird,  nur  den  Bugen  nach  dem  Winkel,  statt  um* 
gekehrt,  zu  bezeichnen,  mithin  4Rr  als  Wert  des  Kreisumfangs  an* 
zugeben.  Dass  dies  gewöhnlich  nicht  geschieht,  scheint  in  einer 
Täuschung  seinen  Grund  zu  haben.  Man  denkt  sich,  am  Zeichen  R 
hafte  die  Vorstellung  einer  Winkelfigur.  Ilat  man  einmal  die  Winkd- 
grOsse  mit  der  Zahl  identificirt ,  wie  es  ja  factisch  der  Fall  ist,  so 
macht  es  doch  gewiss  keinen  Unterschied,  ob  man  2R  —  oder 
»  2R  setzt.  Durch  den  müssigen  Uebergang  vom  Zeichen  R  zu 
einem  neuen  Zeichen  n  die  Illusion  zu  begünstigen,  als  handele  es 
sich  um  heterogene  Dinge,  ist  jedenfalls  nicht  ratsam. 

Lässt  sich  indes  aut  diese  Art  unser  nächster  Zweck  leicht  er- 
reichen,  so  stellt  uns  ein  zweiter  Gesichtspunkt,  der  schon  oben  an- 
gedeutet ist,  eine  weitere  Forderung.  Ks  ist  ein  Uebelstand,  dass 
Buchstaben  mitten  aus  dem  Alphabet  heraus  für  eine  cxclusive  feete 
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Bezeichnung  in  Boschlac^  gonommon  und  dem  freien  Gebrauche  ent- 
zogeu  werden.  Sehr  olt  haben  wir  Anlass  eine  Reihe  auf  einander 
folgender  Buchstaben  des  Alphabets  der  lJe])ersichtliehkeit  wegen  zu 
wählen,  und  linden  uns  daran  durch  einen  einzigen  (1er  Reihe  gehin- 
dert, weil  er  Zweideutigkeit  verursaclit.  Für  eine  so  unverilnderliche 
und  in  allen  Gebieten  der  ^Mathematik  vorkommende  Grosse  kdnnen 
wir  ein  lie^ondires  Zeichen  haben.  Es  würde  .sicher  verbürgt  sein, 
dass  die  Tvpou  nie  entwertet  würden.  Den  Weg  zur  Formirung  zeigt 
Uüs  die  bei  den  Ojjcrationszeielien,  namentlich  dem  Differential-,  Inte- 
gral- und  Wurzelzeichen  befolgte  Traxls,  widche  den  anfänglich  dafür 
gebrauchten  Duchstaben  </,  -s  r  derart  moditicirt  hat,  dass  die  ver- 
änderte Form  noch  immer  den  gewohnten  Kindruck  macht  und  doch 
kenntlich  uutersciiiedeu  ist.  Ebenso  könnte  man  das  R  etwa  links 
ub<:n  ;il)runden  und  zugleich  verkleinern;  letzteres  und  die  gerade 
Stellaug  würde  schon  bei  den  vorhandenen  Lettern  ausgeführt  werden 
können  und  zur  Unterscheidung  hinreichen.  Auf  Grcissenzeicheu  hat 
jenes  Verfahren  bis  jetzt  noch  keine  Auwendung  gcfumlen,  doch  sind 
sie  hinsichtlich  der  Untcrscheiduugsbedürltigkeit  in  gleichem  Falle 
niit  den  0])erati(jnszeicheni  es  ist  daher  wol  nur  zufällig,  dass  es  noch 
nicht  geschehen  ist. 

1*.    Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen.    Von  dem 
Vorstellenden  findet  nur  das  zwcit(!  Abänderungsmotiv,  aber  dieses  iu 
uoch  höherem  Grade  auf  das  Zeichen  <•  Anwendung.    Die  Grundzahl 
der  natürlichen  Logarithmen  ist  eine  ebenso  unveränderliche  und  iu 
der  ganzen  Analysis  eine  wichtige  Rolle  si)ielende  Grösse,  und  ver- 
diente daher  ebenso  ein  besonderes  Zeichen.    Dass  man  dieses  aus 
dem  kleinen  lateinischen  Alphabet  entnommen  hat,  beengt  den  freien 
Gebrauch  noch  empfindlicher  als  die  Vorwegnahme  des  rr,  weil  uns 
dasselbe  ohne  die  verursachte  Lücke  das  In-fiuemste  von  allen  Alpha- 
beten sein  würde.    Auch  hier  Hesse  sich  durch  Modification  der  Buch- 
stabenform abhelfen;  in  Ermangelung  der  Typen  könnte  man  einst- 
weilen (hl-  selten  gebrauchte  c  dafür  setzen.    Am  meisten  fehlt  uns 
ein  kurzes  Wort,  dass  die  Bedeutung  ausdrückt,  wie  das  Wort  „Rech- 
ter'^ im  vorigen  Falle  dem  Bcdürfuiss  vullkomuieu  genügte. 

3.  Quadratwurzel  aus  —  L  Das  Zeichen  /  vertritt  nicht  wie 
»  nnd  ^  einen  Begriff  von  unveränderlicher  Auffassung.  Die  Theorie 
der  Imaginären  ist  noch  so  stark  in  der  Entwickeluug  begriffen,  dass 
wir  alle  Festsetzungen  als  interimistische  betrachten  müssen.  Es  kann 
insbesondere  ein  Zweifel  erhoben  werden,  ob  /  als  Grösse,  oder  -{-/, 
— /  als  Vorzeichen  wie  -f-  und  —  aufzufassen  sind.  Hier  scheint 
daher  eine  Abänderung  besser  fOr  spätere  Zeiten  vorbehalten  zu 
werden.  ' 
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4.  Gewicht  der  Masseneinhcit.  Das  Zeiclieu  y  ist  in  an- 
*  derern  Falle  als  tt,  c  und  /,  iusofcrn  es  in  keiner  allgemeiuea  Theorie 
Bedeutung  bat,  und  nur  in  der  augewaudteu  Mechanik  vorkorameu 
kauu.  Wenn  es* daher  ohne  Erklärung  gebraucht  wird,  so  lässt  es 
sich  als  ein  disponibeles  Zeichen  ansehen,  dessen  liedeutung  aus  dem 
Zusammenhange  erhellt.  Eine  Ht  eintrüchtigung  des  freien  Gehrauches 
führt  dasselbe  nicht  mit  sich.  Nur  sollte  man  nicht,  wie  dies  mis- 
bräuchlich  iu  manchen  Lehrbüchern  der  Fall  ist,  das  g  in  Fonneln 
finden,  die  mit  der  Erdanziehung  i^dits  zu  ton  iiabea,  z.  R  in  dem 
Ausdruck  für  die  Centrifugolkraft. 

Nun  giebt  es  noch  manche  atmende  Bezeichnnqgen,  namentlich 
für  Tariabele  Grossen,  s.  B.  <  fttr  die  Zeit  Diese  lassen  sich  jedoch 
wenn  sie  anch  bisweilen  ohne  Erklfimng  gebraucht  werden,  als  dispo» 
nibele  betrachten,  und  haben  nie  aufgehört  als  solche  zu  dienen. 

II.  Zeichen  für  Functionen.-  Bei  den  stehenden  Functions- 
bezeichnungen  mit  Angabe  des  Arguments  ist  die  schädliche  Vorweg« 
nähme  einzelner  Buchstaben  grösstenteils  dadurch  vormieden,  dass  sie 
mit  mehreren  Buchstaben,  welche  eine  Abkürzung  des  Namens  dar- 
stellen, geschrieben  werden;  denn  ein  freier  Gebrauch  von  solchen 
Combinationen  pflegt  nicht  stattzufinden.  Hierhin  gehören  die  Zeichen 
sin,  cos,  tg,  cot,  log.  Zu  diesen  sind  nur  wenige  Bemerknngen  za 
machen.  Dass  neben  der  ganz  unzweideutigen  Abkürzung  tg  noch 
einige  weniger  kurze  bestehen,  ist  offenbar  überflüssig.  Das  Zeichen 
log  ist  fOr  briggischc  und  natürliche  Logarithmen  in  Gebrauch,  doch 
kommt  man  nicht  in  den  Fall  über  die  Deutung  in  Zweifel  zu  sein. 
Dieselbe  kenntlich  zn  machen  ist  leicht,  daher  braucht  keine  Unter- 
.  Scheidung  eingeführt  zu  worden.  Zu  verwerfen  ist  die  in  Vorschlag 
gekommene  Einführung  eines  Zeichens  für  logx  Grundzahl  o.  Denn 
diese  Fuuction  ist  nicht  trauscendeut  in  2  Argumenten,  sondern  rational 
in  2  Werten  einer  Function  eines  Arguments  log«:loga|  es  wikrde 
das  Einfachere  complicirter  machen. 

1.  Inverse  elliptische  Functionen  1.  Gattung.  Die 
Bezeiclinung  der  elliptischen  Functionen  ist  unter  2  verschiedenen 
Auffassungsweisen  entstanden.  Legeudre  stellte  dieselben  als  Func- 
tionen der  Amplitude  dar.  Seine  hierauf  berechneten  Bezeichnungen 
sind  auf  die  neue  Gestaltunir  der  Theorie,  in  der  das  Integral  1.  Gat- 
tung unabhäugige  Variabclc  ist,  übertrai^en  worden,  liier  ist  die 
Amplitude  eine  Mittelfunctiou  von  f^eringer  Bedeutung,  nur  zur  Er- 
leichterung einiger  wenigen  Dednctionen  dienlich.  Nach  Inversion 
treten  o  coordinirte  gleiehbcrechtigte  Functionen  auf,  welche  vou  da 
an  unentbehrliche  Klemcnte  der  Rechnung  sind,  und  als  solche  ein- 
zeln Zeichen  beanspruchen.  Jacobi  hat  diese  Zeichen  nicht  einünhrea 
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wollen  und  statt  dessen  nur  die  Amplitude  bezeichuet  aus  dorn  Grunde, 
weil  (lio  detiuitive  Bezeichnung  er>t  dann  bestimmt  werden  könne, 
«CDU  die  Theorie  zu  einem  Absehluss  gediehen  sei;  bis  dahin  seien 
üur  die  notwendigsten  Einführuugen  vorzunelinien  um  nicht  der  spä- 
ttren  Gestaltung  in  den  Weg  zu  treten.  Hiermit  iiat  er  die  getrutfenc 
Auskunft  fQr  eine  interimistische  erklürt.  Wenn  nun  heutzutage  noch 
das  Festhalten  an  der  vermittelten  Bezeichnung  von  manchen  Seiten 
gefordert  wird,  so  ist  jedenfalls  die  Berufung  auf  Jacobi's  Ausspruch 
nicht  stichhaltig.  Denn  erstens  betrachten  diejenigen,  welche  die 
Zeichen  suiffmi',  voHdrux,  ^lamn  gebranclien,  dieselben  als  Ausdrücke 
directer  Functionen  von  nicht  von  am»/,  mithin  sind  dieselben 
gogonüber  den  Zeichen  sin,  cos,  ^  in  Wirklichkeit  3  neue  EinfUhrun- 
2011.  zweitens  sieht  niemand  diese  Einführungen  als  interimistisch  an; 
ütuü  uieman»!  denkt  jetzt,  nudidem  die  Auffassung  der  3  Functionen 
lüDgcr  als  Jahre  dieselbe  geblieben,  daran,  dass  in  diesem  Punkte 
die  Theorie  eine  Umgestaltung  erfahren  könnte.  Du  wir  nun  neben 
dieser  Bezeichnung  die  hinreichend  bekannte  Gudeniumn'sche  .s"«m, 
cHu^dna  besitzen,  so  kann  es  sich  nur  darum  handeln,  welche  von 
beiden  zweckmässiger  ist,  die  ungleichmässige  mit  f)  und  4  oder  die 
gleichmiissige  mit  2  Buchstaben.  Alle,  die  sich  überhaupt  über  letz- 
tere ausiiesi>roehen  haben,  tinden  sii'  gut  gewählt  und  i)raktisch;  Ein- 
naudf  dagegen  sind  nicht  au  den  Tag  getreten.  Was  also  die  er- 
stere  bevorzugen  lässt,  ist  nichts  als  Tiin^fhung.  Diese  zu  enthüllen 
war  reichlich  Grund,  da  sie  dem  Fortschiitt  zu  einer  befriedigenden 
Prä.\i^  solange  entgegengewirkt  hat. 

2:  Elliptische  Fanctionon  2.  nud  3.  Gattong.  Gegen 
üe  Legwdre'scbe  Beidchniiiig  E  und  il  ist  entlich  geltend  sn  machen, 
dass  sie  2  Buchstaben  dem  freien  Gebnuich  entzieht;  namentlich  wird 
Q  gern  in  andem  Bedentangen  gebrancht  Ansserdem  ist  JeCst  B 
das  gewöhnliche  Zeichen  füx  den  Qoadranten  2.  Gattung,  bei  Legendre 

Hierzn  kommt,  dass  wir  jetst  directe  Functionen  von  «,  nicht 
mehr  Ton  am«  zn  bezeichnen  haben;  Midlich  in  Betreff  der  3.  Gat- 
tang,  dass  sie,  stark  abweichend  von  Legendre,  jetzt  in  deijenlgen 
Form  di^nirt  wird,  welche  finmittelbar  in  Logarithmen  der  Jacobi- 
scben  Functionen  übergeht.  Die  Gndermann'sche  Bexeicbnnng  der 
1  Gattong  üu  kann  sehr  wol  befriedigen  und  empfiehlt  sieh  beson- 
ders dnrch  dra  Hinweis  auf  die  geometrische  Deutung.  Die  der  8. 
Gattung,  D  mit  4  Indices,  welche  sich  der  heutigen  Definition  an- 
sddiesst,  hat  nur  das  gegen  sich,  dass  sie  einen  Buchstaben  in  Be- 
seblsg  nimmt  Es  wftre  sowol  zur  Vermeidung  dieses  Umstaodes  als 
auch  um  der  GleichmSssigkeit  willen  eine  Combination  von  2  kleinen 
htehdschen  Buchstaben  yorzuziehen. 

Die  ZeichoQ  6,  U  für  die  Jacobi'schcn  Functioucn  werden  noch 
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versi'liiedeu  in  Auwciultnig  gebracht,  die  A'und  E  für  die  eil.  Quadran- 
ten nicht  als  Functionsbuchstaben  betrachtet;  daher  können  wir  sie 
zu  den  dispouibelen,  wenn  auch  vorzugsweise  gew&hlten  Zeichen 
rechnen. 

3.  Das  Euler'schc  Integral  und  die  Gauss'sche  Func- 
tion. Von  den  FunctionszcicliLii  /'  und  F  gilt  nur  der  allgemeine 
Einwand.  Es  würde  sich  empfehlen  zu  schreiben:  Ft  (Gamma  Euleri) 
und  Fg  (Fuuctio  Gaussiana). 

m.  Zeichen  fflr  Oporationen.  Kicht  alle  Operationszeichen 
drücken  Functionen  ans,  and  anch  unter  demjenigen,  welche  dies  ton, 
giebt  es  solche,  die  nicht  nach  Art  der  allgemeinen  Functionssdchen 
vor  die  Argumente  geschrieben  werden.  Beide  Arten  kOnnen  wir 
also  den  eigentlichen  Functionszeichen  entgegensetzen.  Alle  dahin 
gehörigen  Operationszeichen,  soweit  sie  für  eingeführte  gelten,  haben 
berdts  ihre  befriedigenden,  ausser  dem  Alphabet  liegenden  Formen. 
Hiinche  wollen  zwar  die  Unterscheidung  des  vollständigen  DÜTerentiils 
und  partiellen  Differentialquotienten  durch  d  und  8  für  eine  einge- 
führte ausgeben.  Diese  ist  aber  nur  für  gewisse  einfischere  Abhfta- 
gigkeitsfUIe,  die  freilich  dio  häufigsten  sind,  haltbor,  und  mnss  daher 
der  Natur  der  Sache  zufolge  stets  eine  disponibele,  vom  Schriftsteller 
zu  erklärende  bleiben.  Meistens  ist  sie  Oberhaupt  flberflOssig. 

IV.  Die  Anordnungszeichen  (Klammern,  Trennungszeichen  u.  s.  w.) 
geben  keinen  Anlass  zur  Besprechung. 

Das  Vorstehende  bat  sich  nicht  mit  der  Aufgabe  beschäftigt  fiber 
die  vorgefundenen,  in  Gebrauch  befindlichen  Bezeichnungen  hinaus 
erfinderisch  vorzugehen.  Sollte  die  Nennung  der  vorhandenen  Mängel 
den  Anlass  bieten,  dass  es  von  anderer  Seite  geschähe,  so  ^rdcn 
mir  dahin  gehende  Vorschlüge  willkommen  sein.  Es  ist  ein  kurzes 
Wort  für  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  und  ein  dem  « 
ähnliches  Zeichen,  fcriu'r  ein  aus  2  kleinen  lateinischen  Buchstaben 
bestehendes  Zeichen  für  die  elliptischen  Functionen  '^.  Gattung  mit 
Unterscheidung  der  4  Formen  zu  erfinden.  Mein  ausschliessliches 
Ziel  war  es,  gegen  oft  gehörte  täuschende  Bcstimmungsgründo  Kritik 
zu  üben  und  dadurch  das  Uaupthiuderuiss  einer  befriedigenden  Praxis 
zu  entfemcQ. 

B.  Hoppe. 
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der  FlMeiiiüttlto  jeaer  CirreB,  die  durek  die  Gleiehmaf 

(1)-+®"-' 

gc8ebcA.iriBd,  iB  weleher  m  eine  gsaie  pettttre  ZaU  keielehaet« 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Fläche  der  durch  die  Gleichung; 
(1)  gcfcbenen  Cnrvcn  bestimmt  wird  dnreii  nachstehendoe  Integrale 

F=4 yhx  (2) 

SM  man 

JL 

M  fNduebt  der  Gleichuig  (t)  GenQge,  und  das  Integrale  (3)  geht 
in 

I 


_    iah  n  -l-i  -L 


Das  in  (3)  stehende  lotcgrale  ist  die  bekannte  Bcta-Function,  folglich 
gestattet  die  Gleicbang  (3j  nachstehende  Sclireibweise: 


Dies  ?eieiniM:ht  sich,  irann  man  die  Gleidiiing 

2l^(2l.)  =  K'  +  i) 
berftekaiditigt,  denn  dann  iat 

Seilt  man  ot—  od,  so  ist 


nd  dies  ist  selbetverstSndUeli,  wett  die  Gieiclrang  (1)  iSr  nnendlidi 
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wachsende  Werte  von  m  sich  fort  und  fort  einem  Rechtecke  nähert, 
welches  die  Seiten  2a  und  2b  hat.  (Siehe  die  Arbeit  von  Dr.  J.  Grai- 
Uch  im  23.  Bande  der  SitEmigsbeiiehte  der  kaiseri  Akademie  der 
WiaseiiBchaften  in  Wien). 


Man  kann  auch  das  in  (4)  stehende  Resoltat  erlangen,  irenn  man 
von  der  Formsl  Lcjenno-IHriddet's 

ausgeht,  in  welcher  ar,  y,  «,  ...  solche  positive  Zahlen  bodeuteu,  für 
welche 

t+a)'+ (;)■+■<' 

ist,  und  wo  die  Coustaiitcn  o.  //,  f,  ...  q,  r,  ...  or,  /3,  y,  ...  positiv  sind. 
Lasst  man  nämlich  das  Integrale  (5)  ein  Doppeliutegrale  sein,  so  hat 
man: 


r 
r 

unter  der  Yoranssetnog,  dasa 

ist,  nnd  a,  6,  9,  er,  ß  positiTe  Zahlen  bezdcbnen.  Setzt  man  non 
in  (6) 

statt  a  die  Zahl  1 

w     ^     «        »  ^ 

r>    r  w 

j>    ü  ?>  » 

«  V  • 

»    ß  n      »»  * 

80  erhalt  man: 
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ist,  aod  o,  6  und  m  positive  Zahlen  bedeuten. 

Das  in  (7)  stehende  Besoltat  gibt  den  4iten  Teil  jener  Flftche  an, 
welehe  durch  die  Gleichung 


bestimmt  ist,  und  somit  ist  die  Richtigkeit  der  Formel  (4)  nach- 
gewiesen. 


4es  KffrpeilnkallM  jener  FUtehen,  4ie  dnreh  dieCUeftehnny 

r+(r+(r-  <« 

gefehem  bIb^  in  weleher  m  eine  gnnie  peslItTe  ZnU  heselehnel. 

Schneidet  man  die  FUche  (8)  dorch  die  Horizontal-Ebene  s  « 
10  ist  die  Oleichnng  eines  Horizontalschnittes 


r  +  r  +  (r- 


and  diese  Gleichung  gestattet  auch  folgende  Schreibweise: 

Die  FUU:bo  dieses  Schnittes  ergibt  sich  aus  der  Formel  (4)  und  ist: 


4ab  "U-  s  L 


Wird  dies  mit  dh  mnltiplicirt,  und  innerhaib  der  Grenzen  von  0  bis  e 
jolegrirt,  so  hat  man  die  HAlfte  des  gesncbten  Körperinhaltes.  Es 
M  demnach 
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Setzt  man  nun 

1 


80  ist: 


\     '  »/  0 


du 


Das  hier  auftrotendo  lutogralc  ist  wieder  eine  Beta-Fuuctiun,  uud  ist 
gleich 


ri 


folglich  ist 

Kr.)  [K- 

odor  anders  geschrieben: 


 8a^c 


nnd  dies  geht  filr  m  =  op  ober  in 

was  wieder,  von  selbst  Idar  ist,  weil  der  durch  die  Flache  (8)  be- 
grenzte Körper  mit  dem  Wachsen  von  m  sich  fort  nnd  fort  dem 
Körpcrinhalte  eines  Pnrallelcpipcds  nähert. 

Mittelst  der  Formel  (5)  von  Lojeane-Dirichlct,  welche  im  Jahre 
1839  in  Liouville's  Journal  für  Mathematik  veröffentlicht  wnrde^  Usst 
sich  gleichfalls  das  gefundene  Resultat  hersteilen. 

Simon  Spitzer. 
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»mmmUrrnng  der  Reihe  £^  fllr  m  »  1,  2,  3,  4,  5,  ... 

«  n 

1)  Bexeielinet  man  die  Summe  der  Beibe  ftr  m  —  1  mit  JS—,» 
80  hat  man: 

•  •»  2      3     4  1  1 


also  die  bekannte  FormeL 
2) 

e—  ^+i;2+i:2;3+i;25:i+" 

so  erliält  mau  durch  Addition: 

3       4  5 

Daher  gilt  die  Gleichung: 

•  n*     ^  ,  2«    3»  4« 

f  «i"-^+2!+3I+41  +  --^ 

3)  £8  ist 

3  4  5 

2e  —  l  +  2+j;2+i:2:3"'"i;2;3^''"* 

4  9  16 
iCJfcJ  -2e-      1+0+1273+ 1.251+- 

 3,4, 

IW   —  •  ^■*"1.2+1.2.S+1J!J.4+ ■ 


ao  ergMt  sieli  dorcii  Addition: 

1.2^1.2.3^1.2.3.4 


6«  —  l+*+19+l  9?l  +  1  Q?iA+*" 


vofmBS  folgt: 

00  „s  2«    33  4» 

f  »l  =  ^  +  21+81+41  +  -  "  ^. 
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^^^^^^  ^JÄ^ÄÄ^iJÄ^fc* 

4)  WeU 

8      *^  64 
1[5«]  -  ß«  -      1+1:2  +  1:2:3+1551+  — 

2[2.3  =  4e«.    2+i5+iÄ3+iÄS4  +  -  • 

2,3,4 

iW  -  <  -  1+15+1X3+1.2.3.4+- 

80  erbftlt  man  dnrdi  Addition: 

27  ,    64      J25_  , 
1^  =  ^  +  ^  + 1.2  + 1.2.3  + 1.2.3.4+  •  •  • 

oder 

«         ,  ,  2*  ,  3*  4* 

f  »I  =  l  +  2l+8!+4!+--^^ 

6)  Es  ist 

27      64  125 

i^*"i+®+r2+r25+os4+- 

16  ,    81  256 
1  [I5e]  =  15«  -       1  + 1^  + 1.2.3 + 1.2.3:4  +  •  • 

«  .  24  ,    81    ,    192  . 
3M  -15«-       3+iT2  +  1.2  3+r.2^3:4+- 

,  12  ,   27    ,    48  , 

=  6«=  ^+i3+l2.3+i55:4+- 

2        3  4 
-    «-i       l  +  Ö  +  DJ."3+iX3l+- 

80  erh&lt  man  dnrcb  Additioi: 

.....  81  1  256  ,    625  . 
52«- l  +  lb+ j^+l^^+i;2i:4+- 

oder 

•  n»      .  .  2»  .  3*  4» 


^^l-l+2!+3I+4l+-"^^ 


1 


6)  WeQ 


52«  -  1+16+ i  0  +  1^273+1:2:0+" 

r     .  .  32  ,  243  ,  1024  , 

1[Ö2.J     52.  -        l  +  ö+iA3+iÄi4  +  " 


G06 
300 
8e 


64      324  1024 
1.2^ "^1.2^.4 

®^"1.2  +  1.2.2+1.2.3.4"T-- 
IG      36  64 


1.2  *^  1.2^^  1.2.84 
^  + 1^  + 1.2.3  + 1:2.3.4     •  •  • 


ecgiebt  sich  durch  Addition: 


.  .  on  .  243  ,  1024  ,  8125  , 
203*  ==  l+32+i;2  +r2ä+i5J4+ 


96      96  46 

fS-^+2l+3!+r!+-==^ 


7)  £0  ist 


l[203ej  »2ü3e 

5[52e]  —260« 
X0[15«]  —  l&Oe 
10£5«J     —  50c 

6  [2«]     —  10* 

IW 


^         I      .  243  ,  1024  ,  3125  , 
203. -l+32+j;2  + 1.2.3+ i:2:3ä+- 

,64     729     4096  . 
^4-1.2+ 1.2.8  "T"  1.2.8.4  ^"  • '  • 

160  ,1215  5120 
^ + 1.2  4"  1.2.3  4"  1.2.3.4  +•  *  * 

lO-f^  2  ■+-1.2.3  +  1.2.3.44""' 

iQt  gO  4_  270  ■  640 

1.2  ^  1.2.6  ^  1.2A4    •  • 

,  ^  ,    45  80 


1.2  '  1.2.3  '  1.2.3.4 
2  3 


liJ^1.2.8^1.2J.4 


+... 


ao  erUIt  jnan  durch  Addition: 


,  ,       ,  729  ,  4098  ,  15625  , 
8770  =  l+t>i+i,2  +l2:3+iÄ3ä+- 


oder 


2^    37  47 
^  +  2l+3i+41  +  --*  ^  ^'^^ 


336  MucelUm, 

8)  Das  Bildungsgesetz  dieser  Ausdrücke  «,  2e,  5e,  15e,  52«,.  203«, 
.  .  .  ist  leicht  ersichtlich: 

1  »i    Li  »i    U  «1     i  «1     i  »i  '  i  »UJ 

2:  **-  «  I  Z  ^,  +  2: +42:  ^  +  ^  M  =205« 

I  nl      L  1  l 1  1  1  «!  '     1  «!  *   1  «!5  J 

f  ii  -  [f  .1 + if + +<:i+''^rni+'^ 

Auf  dtMon  Wege  kann  man  weiter  gehen. 

Kntiio,  d.  1.  Min  1877.  O.  DobiAski. 
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XXII. 

Neue  Methode  zur  Auflösung  des  Dreikants. 

Von 

Henm  Karl  Klekler, 

Proftnor  an  der  k.  k.  Hwrine-Akadeiiiie  in  mnine. 


Um  ein  gegebenes  Dreikant  aufzulösen,  bringt  mau  es  in  eine 
soicbc  I^agc  gegen  die  Projectionsebene,  dass  dieselbe  gegen  alle 
Kanten  gleich  geneigt  erscheint.  Die  Spur  des  Dreikants  ist  dann 
ein  Dreieck  ABC  (Fig.  la  nnd  Ib),  dessen  Mittelpunkt  S'  des  um- 
geschriebenen Kreises  die  Projection  des  Scheitels  S  des  Dreikants 
ist.  Ist  noch  die  Höbe  des  Scheitels  über  der  Projectionsebene  ge- 
geben, so  ist  dadurch  das  Dreikant  voUkommcn  bestimmt 

]>ie  Seiten  (Kantenwiiikol)  des  Dreikants  erhält  man  in  der 
wBbreii  Grösse  dorch  Umlegen  der  Seitenebenen  nm  ihre  Spnren  in 
die  Frojeetionsebene.  Bei  dieser  Umlegung  erhftll  man  die  Seiten- 
ebenen  als  ^eiehschenklige  Dreiecke  AS^By  AS^C  tnd  BS^C  von 
gleicher  SdienkeUänge,  deren  Winkel  an  der  Spitze  die  3  Seiten  a, 
6,  c  des  Dreikants  ergeben.  Die  Länge  der  Schenkel  dieser  Seiten- 
dreiecke ist  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen 
Katheten  der  Radius  d(s  dem  Spurendreiecke  umschriebenen  Kreises 
and  die  Hube  des  Scheitels  über  der  Projcctionsebeue  bilden. 

Um  die  drei  Winkel  (Kefle)  des  Dreikants  zn  erhalten,  legt  man 
.  dnrdi  den  Scheitel  8  die  Keignngswinkelebenen  senkrecht  auf  die 
Knateo.  Die  Spnren  dieser  Ebenen  iorgeben  sich  leicht  ans  den 
Sdiaittlinlen  derselben  mit  den  Seitenebenen,  welche  anf  der  betref- 
fendea  Saate  seakrecht  stehen.  Um  z.  B.  die  Spur  der  auf  der  Kante 
AS  seakrechten  Ebene  zn  erhalten,  zieht  man  in  den  nmgelegten 


Ttü  LZL 


sa 


888 
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Seitenebenen  A8^  nnd  AS^C  die  Geraden  S^M  und  S^N  senkrecht 
auf  die  UmlegüDgen  AS.^  und  AS^  der  Kante  AS^  welche  die  Spuren 
AD  und  AC  dieser  Seitonebencn  in  den  Paukten  M  nnd  N  treffen. 
Die  Yerbindungsgerade  MN  ist  dann  die  gesuchte  Spnr  der  Neigungs- 
winkelebene  des  Keiles  a  des  Dreikants,  nnd  die  YerbindnngBUmen 
der  Ponkte  M  wao  N  mit  dem  Scheitel  des  Drnkants  geben  den 
Neigungswinkel  a.  Die  wahre  GrOsso  desselben  eriiAlt  man  durch 
Umlegong  um  die  Spar  MN^  nnd  da  die  wahren  Grossen  der  Sc^tt- 
linien  MS  und  N8  in  den  Umlcgongen  nnd  bekannt  aiad, 
so  gibt  das  an  MN  mit  den  Seiten  ß^M  nnd  oonstmirte  Dreieck 
MÄ^N  die  Teriaagte  ümlognng,  nnd  bei  den  gesuchten  Keigoags- 
winkel  des  Drdkantkeiles  tu  Die  anf  gleiche  Weise  constrairtea 
Neignngswinkeldreieeke  PB^Q  und  RC^T  geben  die  beiden  aoderai 
Winkel  ß  und  y  des  Dreikants. 

Die  Verbindungslinien  AA^,  lUi^  und  CC\  der  Ecken  des  Spuren- 
dreiecks mit  den  gcgcnüberliegcndeu  Eckpunkten  dieser  Neigungs- 
winkeldreiecke gehen  durch  den  Mittelpunkt  S'  und  sind  auf  den 
betreffenden  Spuren  3/iS\  VQ  und  RT  senkrecht  Diese  Neigungs- 
winkel dreiecke  haben  je  eine  Seite  und  einen  Winkel  gemeinsam;  ; 
die  gemeinsamen  Seiten  h^,  derselben  sind  aus  den  Kanten- 
winkeln a,  b  und  c  und  der  Kantenlänge  /  des  Dreikants  leicht  be- 
stimmbar. Die  nicht  geraeinsamen  Seiten  ^^S(m),  PQip)  und  JiT{r) 
dieser  Dreiecke  bilden  mit  den  gegenOberliegeuden  Eckpunkten  -1,  D 
nnd  C  des  SpureDdreiecks  Dreiecke,  welche  zum  Sporendreieck  ABC 
ähnlich  sind,  und  deren  andre  Seiten  and     ebcnlalls  darch 

die  Kantenwinkel  des  Dreikants  bestinmit  sind. 

Bringt  man  die  Spuren  MNj  PQ  und  RT  zu  ihren  gegeuseitigen 
Durchschnitten,  so  crfallt  man  die  Spar  A^B^Ci  des  Polardreikasls» 

dessen  Seitenebenen  gegen  die  Projectionsebene  gleich  geneigt  sind; 
die  Projection  des  Dreikantsscheitels  erscheint  also  als  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreiecke  A^IhC^  eingeschriebeneu  Kreises.  Die  Ver- 
bindungslinien der  Eckpunkte  J^,  und  dieses  Dreiecks  mit  den 
Scheitelpunkten  und  C\  der  Neigungswinkeldreiecke  schliessen  j 

die  Seiten  des  Polardreikants  ein,  und  die  Winkel  Q.^  ^^  A.S^/»'  und  I 
3/.S3P  geben  die  Winkel  desselben,  welche  zu  den  Winkeln  und  Seiten 
des  gegebenen  Dreikants  supplementär  sind. 

Soll  ein  Dreikant  aus  3  gegebenen  Stücken  anlgel^  d.  h.  sollen 
die  fehlenden  Stacke  bestimmt  werden,  so  hat  man  folgende  6  FfiUe 
in  unterscheiden; 

Gegeben: 

I.   die  drei  Seiten  «,  ä,  <?; 

II.  zwei  Seiten  a,     und  der  eingeschlossene  Winkel  f\ 
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m.  ivd  Seiten  o,     und  ein  ^gegenüberliegender  Winkel  a; 

lY.  eine  Seite  a  und  die  anliegenden  Winkel  ß  und  y; 

I  T.  txa»  Seite  a,  ein  anliegender  Winkel  ß  nnd  der  gegen- 

fiberliegende  Winkel  <»;  nnd 

,  VI.  die  drei  Winkel  a,  ß  uud  y. 

L  Sind  die  drei  Seiten  des  Breikants  gegeben,  so  trägt  man 
I  ssf  dieSefcenkel  derselben  die  villkflriich  gewählte  Kantenlänge  I  aof. 
^  Hk  Tcriaiidnngslinien  der  Endpunkte  der  Schenkel  geben  die  Seiten 
i^,  ^  ud  «1  des  Spnrendreiedcs,  nnd  dieses,  sowie  die  bekannte 
.  Fffffn  lange  bestimmen  das  Breikant  Die  3  Winkel  erhält  man  nach 
I    dir  obigen  Constraction  ans  den  Keignngswinkeldreiecken. 

• 

II.  Sind  zwei  Seiten,  a  uud  />,  und  der  (.'ingi^sclilossrno  Winkel 
7  gpsebeu,  so  kann  man  aus  den  gegebenen  Kantenwinkeln  «  und 
mni  der  willkürlich  augenommcnen  Kantculäugc  l  die  Seiten  «gi  ^'2 

[     öesXeigangsw'iukeldreiecks  für  den  Winki-l  y  leicht  bestimmen.  Man 
^    tritt  nämlich  (Fig.  2a)  die  Kaiiteiiläii,t:e  auf  die  Schenkel  der  goge- 
J    ^uen  Winkel  a  und  i  auf,  und  errichtet  in  dem  Scheitel  derselben 
I    die  Senkrechte  auf  einen  Schenkel.    Gleichzeitig  mit      und  erhalt 
•    man  auch  die  Seiten     und      des  dem  Neiguugswinkeldreieck  an- 
I    liegoideu  Dreiecks,  welches  mit  dem  Spurondreicck  einen  Eckjiunkt 
^   gemeinsam  hat,  und  die  Seiten  a^,     des  Spnrendreiecks.   Trägt  man 
Bm  (Fig.  2  b)  auf  die  Schenkel  des  gegebciwn  Winkels  y  die  so  ge- 
ürndenen  Seiten       nnd  1^  auf,  so  erhält  man  das  Neigungswinkel- 
<heieck  RC\  T,  und  das  an  die  Seite  RT  desselben  mit  den  Seiten  03, 
^  fODstmirte  Dreieck  RCT  gibt  den  Kckpnnkt  C  des  Spurendreiecks. 
Die  beiden  andern  £ckpnnkte  A  nnd  B  dieses  Dreiecks  erhält  man, 
f  wen  man  tob  C  ans  auf  die  Seiten  CR  nnd  CT  die  bekannten  Sei- 
'  tes  fi  nnd  Ol  des  Spnreiidreiecks  anfträgt  Ans  dem  SpnrendreledL 
km  tiefa  dann  die  fehlenden  StQeko  des  Dreikants  auf  die  oben 
•Sfegebene  Weise  leicht  bestimmen. 

III.  Sind  zwei  Seiten  b  und  der  einer  dieser  Seiten  gegeu- 
ftberlicgende  Winkel  a.  gegeben ,  so  muss  zunächst  der  der  zweiten  ■ 
Seite  gegenüberliegende  Winkel  ß  bestimmt  werden.-  ÜJn  diesen  Win- 
k»^l  zu  erhalten,  denkt  mau  sich  (Fig.  la  uud  Ib)  die  Neiguugs- 
v^iukelebenen  der  Dreikantswiukel  «  und  ß  parallel  verschoben,  bis 
sie  durch  den  Eckpunkt  C  des  Spurendroiecks  gehen.  Die  einen 
Schenkel  beider  Neigungswinkel,  die  Sclniittlini(!u  CG  und  CH  der 
Neipngswinkelebenen  mit  den  Seitenebenen  CSA  und  CSU  des  Drei- 
kÄiits,  u'ohen  ebenfalls  durch  den  Punkt  C  und  sind  auf  den  Kanten 
^  und  BS  senkrecht.   Die  Schnittlinien  CK  nnd  JIK  dieser  Kbeneu 

'  Diit  der  Seitenebene  ASB,  welche  die  zweiten  Schenkel  der  Neigungs- 
I    wiokel  a  nnd  ß  bilden,  gehen  durch  die  beiden  Punkte  G  und  H  der 
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Seitenkanten  AS  and  BS  und  sind  ebenfalls  auf  diesen  Kanten  senk- 
recht Diese  beiden  Geraden  schneiden  sich  im  Punkte  K  der  Seiten- 
ebenen  ASB^  und  die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem 
Eckpunkte  C  des  Spureadreiecks  gibt  die  auf  der  Seitenebene  A&B 
senkrechte  Schnittlinie  CK  der  beiden  durch  C  gehenden  Neigungs- 
winkelebcnen.   Diese  beiden  Ebenen  bestiminoii  also  die  beiden  bei 
K  rechtwinkligen  Dreiecke  CGK  und  C//A',  welche  die  Kathete  CA' 
gemeiiiBam  haben  und  bei  G  und  //  die  Neigaugswinkel  a  und  ß  der 
eDtsprechenden  Dreikantskeile  oder  deren  Supplemente  enthalten. 
Mit  Hfllfe  dieser  beiden  Dreiecke  kann  nun  der  Winkel  ß  aus  den 
gegebenen  Stacken  leicht  bestimmt  werden.  Sind  (B'ig.  3  a)  a  ondt 
die  gegebenen  Seiten,  so  erhält  man  zunächst  durch  Auftragen  der 
beliebig  gewählten  Kantenlängo  AS     BS     CS l  die  Strecken 
Of,  og  und      ^,  ^  nuf  die  bekannte  Weise.  Fällt  man  dann 
▼on  C  die  Senkrechten  CG  und  CH  anf  die  Kanten  AS  und  BS^  so 
erhält  man  in  denaelben  die  Hypotenusen  der  Neignngswinkeldreiecke 
COK  und  CHK,  Constmirt  man  an  CG^  bei  (7  den  gegebenen  Winkd 
ff,  oder,  wenn  «  >•      seinen  supplementären  Winkel,  und  zieht  tob 
C  die  Senkrechte  CK  auf  den  zweiten  Schenkel  dieses  Winkels,  so 
ist  COK  das  Ndgnngswinkeldreieck  fär  den  Winkd  er.   Von  dem 
Neignngswinkeldreieck  des  Winkels  ß  kennt  man  jetzt  die  eine  mit 
COK  gemeinsame  Kathete  CK  und  die  Hypotenuse  C/T,  ans  welchen 
Stacken  es  constmirt  werden  kann.  Durchschneidet  man  nämlich  die 
Gerade  CK  im  Punkte      durch  einen  Kreisbogen  vom  Radius  CH 
und  dem  Mittelpunkte  C,  so  erhält  man  in      den  dritten  Eckpunkt 
dieses  Dreiecks,  und  in  dem  Winkel  bei  J/,  den  gesuchten  Winkel  jf. 

Bei  dieser  Bestimmung  des  Winkels  ß  muss  H(^rh  entschiedeu 
werden,  ob  der  durch  diese  Construetiou  erhaltene,  spitze  \Vinkcl  des 
Dreiecks  CHK  selbst,  oder  sein  supplementärer,  stumpfer  AViiikd, 
oder  vielleicht  beide  Winkel  den  gesuchten  Drcikantswinkcl  ^  er- 
geben. Zur  Entscheidung  dieser  Frage  dienen  die  bekannten  Sätze 
aber  das  Dreikant,  dass  für 

a-f*=2Ä  auch  «4-/5  =  2Ä,  und  für  a^b  auch  ß 

^  >•  ^ 

sein  muss. 

Man  hat  daher  folgende  8  mögliche  Fälle: 

1.  fär  a4-5  <  2iZ,  a  >  6,  ff  <  J2;  muss  ß<,R  sein; 

2.  „  ii+ä<2Ä,a>ft,  «>jB5    „    /}<Ä  „ 

3.  „  a+4<2Ä,  a<d,  «<Ä5  kann /J^Ä  „ 

4     „  a-\-b<^2Ry  a<^by  a  ]>  Äj  ist  das  Dreikaut  uumogliclii 
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5.  für  a-f  6  >-  2J{,  a<Cb,  et  >>  TZ;  muss         R  seinj 

7.    ,  a+6  >       o  >     «  >  Ä  ;  kauu  |S  ^  Ä  „ 

&    „        >•  2i2,  a  >•  5,  et  <;  12;  ist  das  Preikant  nnmflgiich. 

Aus  diesem  Scboma  kann  nun  leicht  entnommen  werden,  welcher 
der  beiden  durch  die  Construction  erhaltenen  "Winkel  der  gesuchte 
Drcikantswinkel  ß  ist.  Hierbei  ist  uocli  zu  bemerken,  dass  in  den 
Fällen  3.  und  7.,  wo  beide  Winkel  der  Aufgabe  genügen,  bei  beson- 
tiprer  Annahme  der  gegebenen  Stücke  das  Dreikant  auch  unmöglich 
wirden  kann;  es  kann  nämlich,  da  in  diesen  Fällen  CH <C  CG  ist, 
eil  auch  kleiner  als  CK  sich  ergeben,  wo  danu  das  Dreieck  CHJC^ 
imd  mit  ihm  der  Winkel  ß,  anmöglich  wird. 

Um  jetzt  das  Spnrendreieck,  und  ans  ihm  die  föhlenden  Stflcke 
(fesl^reikaiits  ta  erhalten,  constrnirt  man  an  eine  Gerade  A^M  (Fig.  3  b) 
ili  gemeinsamen  Schenkel,  die  beiden  bekannten  Winkel  dlA^N  —  « 
od  MAfQ  =  ß,  und  trägt  anf  die  nicht  gemeinsamen  Schenkel  die 
früher  bestimmten  Seiten     nnd     der  dnrch  den  Scheitel  gehenden 
IfeigaDgswinkeldreiecke  anf.  Verbindet  man  die  Endpunkte  i^und  Q 
diewr  Strecken  und  Terlftngert  diese  Verbindungslinie  bis  zum  Durch« 
sebaitt  M  mit  dem  gemeinsamen  Schenkel  AiM  der  beiden  Winkel, 
w  erhftlt  man  in  MAiN  nnd  OA^Cl  die  beiden  mit  der  gemeinsamen 
Säte     und  dem  gleichen  Winkel  9  auf  einander  gelegten  Ncigungs- 
whikcldreiecke  der  Winkel  a  und  ß  des  Dreikants.  Der  gegen- 
fibwUegende  Eckpunkt  A  des  Spurcudrciccks  liegt  iu  der  von  A^  auf 
MN  gefällten  Senkrechten  und  ist  durch  die  Länge  der  Seite  AN^^  63 
bestimmt.    Die  von  A  auf  AN  aufgetragene  Seite      des  Spuren- 
dreiecks bestimmt  den  Eckpunkt  C,  und  die  Seitenlange  BC  =  den 
dritten  Eckpunkt  B  desselben. 

IV.  Sind  swei  Winkel,  «  und  ^,  und  die  swischenliegende  Seite 
e  gegeben,  so  benutzt  man  wieder  die  durch  den  Punkt  C  gehenden 
Xeigungswinkeldreiecko  CQK  und  CHK  zur  Construction.  Nimmt 
man  die  gemtinsame  Kathete  CK  willkttrlich  an,  so  kann  man  (Fig.  4a) 
in  CGK  und  CHK  aus  den  beiden  gegebenen  Winkeln  a  und  /},  oder 
deren  Supplementen,  diese  beiden  Dreiecke  constmiren.  Die  Katheten 
GK  und  HK  geben  die  Abstflnde  des  in  der  Ebene  der  Seite  0  ge- 
legeiien  Punktes  K  von  den  Kanten  A8  und  B8^  welche  positlT  oder 
negatiT  genommen  werden  mtkssen,  je  nachdem  die  Winkel  «  und  ß 
kleiner  odiir  grosser  als  W  sind.  Ist  also  (Fig.  4b)  A8^B  die  ge- 
gebene Seite  c,  nnd  zieht  man  in  den  Abstftnden  OK  und  HK  die 
Panllelen  za  den  Schenkeln  8^A  nnd  8^B  dieses  Winkels,  (wobei  die 
pofiti?e  fficbtong  dieser  Abstftnde  gegen  £e  innere  Winkelflache  an- 
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genommen  werden  muas),  bo  erhält  man  in  dem  Dnrclischmtte  der- 
selben den  Punkt  K.  Die  Senkrechten  von  K  anf  S^A  nnd  S^B  be- 
stimmen die  Lage  der  Punkte  G  und  H  in  den  Kanten  SA  joA  SB 
des  Dreikants  oder  in  deren  VerlAngerungen.  Errichtet  man  diher 
in  G  nnd  (Fig.  4a)  die  Senkrechten  H8i  nnd  OS^  auf  die  Hypo- 
tenusen CO  und  Cff  der  Dreiecke  COK  und  Cffi^  und  trftgt  auf 
dieselben  die  fraher  bestimmten  Strecken  GS^  und  ffS^  in  ihrer  est- 
sprechenden  Richtung  auf,  so  erhftlt  man  die  Dreiedro  C0S|  «nd 
CGS^y  welche  bei  8^  und  8^  die  Seiten  a  und  b  des  Dreikants,  oder 
deren  Supplemente  enthalten.  Die  Hypotenusen  dieser  Dreiecke  geben 
die  Kantenlängo  /,  aas  welcher  die  Scitendreiecke  A8fC  nnd  BS^C 
des  Dreikants,  mit  den  Seiten  und  des  Sporendreiecks  gefimdea 
werden.  Trägt  man  noch  die  gefundene  Kantenlängo  auf  die  Schenkel 
des  Winkels  c,  so  ergibt  sich  in  AB  die  dritte  Seite  des  Spuren- 
dreiecks, wodurch  dasselbe  uud  mit  ihm  das  Dreikaut  bestimmt 
erscheint. 

V.  Sind  zwei  Winkel  «  und  uud  eine  gegenüberliegende  Seite 
rt  gegeben,  so  kann  die  zweite  gegeiiüberlie<i:ende  Seite  b  mit  Hülfe 
der  durch  C  gehenden  Neigungswinkt  ldn  ici  ke  6Y/A'  und  CHK  leicht 
bestimmt  werden.  Ist  «  (Fig.  5.)  die  gci^cbeue  Seite,  so  trügt  man 
auf  die  Schenkel  dieses  Winkels  die  beliebige  Kanteulänge  l=S^A^S^B 
auf,  uud  fällt  Yun  C  die  Senkrechte  CII  auf  den  andern  Schenkel  des- 
selben. Coustruirt  mau  dann  an  CII  deu  gegebenen  Dreikautswinkel 
ß  oder  sein  Supplement,  und  zieht  die  Seukrechte  CA',  so  ist  CHK 
das  Neigungswinkeldreieck  des  Winkels  ß.  Von  dem  zweiten  dieser 
rechtwinkligen  Dreiecke  ist  nun  die  Katbote  CK  uud  ein  spitzer  W^inkei 
(a  oder  dessen  Supplement)  gegeben,  ans  welchen  Stücken  dasselbe 
in  CKG  coustruirt  werden  kann.  Errichtet  man  hierauf  in  H  dio 
Senkrechte  auf  CII  und  durchschneidet  dieselbe  in  S2  durch  einen 
Kreisbogen  vom  Kadius  l  aus  dem  Mittelpunkte  C,  so  gibt  der  Wio- . 
kcl  IIS^C  oder  sein  Supplement  die  gesuchte  Seite  b  des  Dreikants. 
Wie  im  Falle  III.  mnss  auch  hier  noch  bestimmt  werden,  welcher 
der  beiden  so  erhaltenen  Winkel  der  Aufgabe  genOgt,  was  aus  den 
dort  gegebenen  Schema,  wenn  man  die  Seiten  nnd  Winkel  gegenseitif 
vertauscht,  Idcht  entnommen  werden  kann.  Ans  den  nun  bekamiteD 
Seiten  a  und  6,  nnd  den  gegenfiberliegenden  Winkeln  a  und  ß  werden 
das  Spurendreieck  und  die  fishlenden  Stocke,  wie  im  Falle  HL,  ge- 
funden. 

VI.  Soll  aus  den  drei  Winkeln  das  Dreikant  bestimmt  werdest 
so  geht  die  Gonstmction  von  einem  der  drei  durch  den  Scheitel  ge- 
henden Keigungswinkeldreiecken  z.  B.  RC^T  ans.  Dieaea  Dreieck 
enthalt  den  gegebenen  Winkel  y  des  Dreikants,  und  die  beiden  anders 
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Winkel  desscibcu,  x  und  sind  aus  den  gegebenen  Brcikaatswinkein 
idcbt  bcstiiiuiibar.  Es  ist  u&nüicb,  wie  leicbt  ersichtlich, 

x+y  =  180«— y;    x~y  =  a— jj. 

bt  daher  (Fig.  6a)  AGB  der  Winkd  und  macht  man  BOC  gleich 
•  nd  C02>  gleich  ^,  so  giht  der  zo  y  snpplementAre  Winkel  BOB 
die  Semme,  und  BOD  die  Differenz  der  Winkel  x  nnd  y.  Halbirt 
■u  also  den  Winkel  BOD  durch  den  Strahl  OF^  so  erhalt  man  in 
EOF  den  Winkel  c  nnd  in  jrOB  den  Winkel  y.  Constmirt  man  mit 
des  Winkeln  y,  x  nnd  nnd  mit  willkOrlicher  Seitenlange  das  Dreieck 
RCJ  (Flg.  6b)»  so  geben  BC^  nnd  die  Seiten  h^^  a,,  nnd  Itr 
üe  Seite  r  des  Keiguugswinkeldreiecks  für  den  Winkel  y.  Ebenso 
küi  man  an  die  gemeinsame  Seite  mit  den  Winkeln  ß  und  x  das 
Keigangswinkeldndedc  des  Winkels  p  constmiren,  und  erhalt  so  die 
fiotoa  ^  nnd  p  dieses  Dreiecks.  Jetzt  handelt  es  sich  noch  um  die 
BeülBmong  der  Strecke  03,  da  ans  nnd  die  Seite  Oi  des  Spuren- 
dmedcs  nnd  die  Eantcnlänge  /  gefunden  werden  kann.  Ans  der 
Adinlichkeit  der  Dreiecke  HCT  und  rmi  (Fig.  la  und  Ib)  folgt: 

«i  h.  u-j  ist  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  p  und  r. 
Coüätruirt  mau  daher  über  RT  (Fig.  6  b)  als  Durchmesser  einen 
Halbkreis  und  errichtet  im  Paukte  1*  die  äcukrecbte  i'X,  so  ist  nach 
eisern  bekannten  Satze: 

■utUn  TL  die  gesuchte  Strecke  a^.  Der  Q  g^genttberliegende  Eck- 
ptskt  C  de«  Spurendreiecks  ist  dann  durch  die  Senkrechte  CC^  auf 
BT  und  durch  die  Entfernung  C2* »  bestimmt,  wobd  sich  auch 
die  Seite  CK  »  ^  «gibt  Zeichnet  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
(Fig.  6c)  mit  der  Hypotenuse  og  und  einer  Kathete  o«,  so  gibt  die 
zweite  S^thete  desselben  die  Kantcniange  aus  welcher  auch  die  Seite 
0,  des  Spurendreiecks  leicht  gefiinden  werden  kann.  Auf  ganz  gleiche 
Weise  findet  man  aus  und  die  entsprechende  Seite  ft|  des  Spuren- 
Mecfca.  Durch  die  Seiten  und  und  den  Ton  ihnen  eingesehlos- 
seoea  Winkel  bei  C  ist  aber  das  Spurendr^eck  ABC  (Fig.  6b)  und 
■it  ihm  das  Dreikant  Yollkommen  bestimmt 

Finme,  den  15.  September  1876. 
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XXIIL 

Zur  Theorie  des  Kdiles. 

Von 

P.  Meotzner. 


Die  fülgondon  Zeilen  wollen  zunächst  auf  gewisse  Fehler  anf- 
mcrksam  machen,  die  sich  in  verbreiteten  physikalischen  Lehrbücheru 
bei  der  Ableitung  des  Satzes  vom  Gleichgewichte  der  Kräfte  am  Keile 
vorfinden ,  und  beabsichtige  uidrerseits ,  womöglich  eine  einheitliche 
Fassung  dieses  Theoremcs  anzubahnen.  Eine  kurze  Herlcitong  des 
Tiieoremes  sei  vontasgeschickt 

Wird  in  ein  widerstehendes  Mittel  ein  materielles,  gleichschenk- 
liges Dreieck  hineingetrieben  vermöge  einer  in  der  Richtung  der  lluhc 
DC  wirkenden  Kraft  1\  so  wird  ein  Zerreissen  jenes  Mittels  in  ciuer 
zu  den  Schenkeln  des  Dreiecks  im  Allgcmoinen  senkrechten  liichtUDg 
die  Folge  sein.  Die  Wirkung  von  ist  sonach  äquivalent  mit  der 
zweier,  unter  den  gegebenen  Verhältnissen  eiiuviider  gleichen  Druck, 
kräl'te  Q  =  (l\  deren  Kichtuugen  man  erhält,  wenn  man  von  einem 
in  der  Richtung  der  Kraft  l'  liegenden  Piiuktc,  z.  IJ.  a,  auf  AC  und 
liC  Normalen  fällt.  Ist  «<5  das  Hild  von  1\  so  sind  ctß  und  ßd  =  ay 
die  Bepräseutanteu  der  r  äquivalenten  Druckkräfte  Q  =  Q\  so  dass 

PiQ:  Q! adtaßißd 

und  wogen  der  Aehulichkeit  der  Dreiecke  endlich: 

PiQi(t^  ABiACiBC 

d.  b.:  „Eine  senkrecht  auf  die  Basis  eines  materiellen  gladi- 
schenUigen  Dreiecks  wirkende  Kraft  P  ist  Äquivalent  mit  2  einander 
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gldebeo,  senkredit  zu  den  Scbeiikeh  wirkenden  Ihmckkräften  Q  »  Q'« 
Ml  entere  lo  Je  ein«  der  letzteren  eich  verhiUt  wie  die  Baeis  zu 
dMBSebenkel^ 

Hieraus  folgt  durch  Umkehrung:  Drflcken  2  Kräfte  Q=  Q'  scuk- 
recht  auf  die  Schenkel  eines  materiellen  gleichschenkligen  Dreiecks, 
so  kann  ihnen  das  Gleichgewicht  gehalten  werden  durch  eine  zur 
Basis  senkrecht«  Kraft  wenn  diese  ZQ  je  einer  Druckkraft  eich 
nriiilt  wie  die  Basis  znm  Schenkel'^ 

Betrachten  wir  schliesslich  ABC  als  Durchschnittsfigur  eines 
gl' ichscheukligen  Keiles,  so  haben  wir  den  Satz  vom  Gleichgewichte 
J'T  Kräfte  am  Keile  hierdurch  gewonnen.  —  Sehen  wir  uns  jetzt  in 
u&igeu  Lehrbüchern  nach  der  Fassung  dieses  Lehrsatzes  um,  wir 

.Beim  Keile  findet  Gleichgewicht  statt  wenn  sich  die  Kraft  zur 
Lot  lerhftlt  wie  der  Backen  zur  Seite  des  Keiles".  (Beis.) 

«Eine  Kraft  welche  rechtwinklig  gegen  den  Kücken  des  Keiles 
'Liit,  hält  einem  rechtwinklig  gegen  die  Seite  des  Keiles  wirkenden 
Bracke  r  das  Gleichgewicht,  wenn  sich  Q  zu  P  verhält  wie  die  Breite 
iies  KeilrackeDs  zur  Länge  des  Keiles (Müller.) 

J£a  Terhftit  sich  für  jede  H&lfte  des  Keiles  Kraft  zur  Last  wie 
der  halbe  Rücken  znr  Höhe  des  Keiles,  oder  für  die  Gesammtwirkung 
Inft  zur  Last,  wie  der  Backen  des  Keiles  zn  seiner  Höhe**.  (Ger- 
ding.) 

,J)ie  Kraft  verhält  sich  zum  Widerstände  wie  die  halbe  Breite 
des  Backens  aar  Seitenlinie  des  Keiles*^  (Spiller.) 

.,Dic  Kmft  verhält  sich  zu  einer  der  beiiien  Lasten,  wie  der 
Hacken  des  Keiles  zu  einer  seiner  Seiten^\  (Flicdncr.) 

Diese  Anfeählnng  zeigt  znr  Crenttge,  dass  nach  Inhalt  wie  naeh 
Form  das  beregte  Theorem  einen  sehr  verschiedenen  Ansdmck  ge> 
fnden. 

Zuvörderst  scheint  es  wünschenswert,  über  eine  einheitliche  Be- 
zeichnung der  einzelnen  Stücke  des  Keiles  sich  zn  verständigen.  Die 
'ier  Schneide  des  Keiles  gegenüberliegende  Fläche,  resp.  deren  lineare 
I>arstellnng  in  der  herkömmlichen  Durchschnittsfigor  soll  kurz  der 
Rftcken  (r)  des  Keiles  heissen,  in  den  obigen  Sätzen  findet  sich  da- 
fiir  zQch  noch  die  Bezeichnung  „Breite^S  —  Die  beiden  die  Schneide 
des  Kefles  bildenden  Flächen  resp.  deren  lineare  Darstellungen  mOgen 
die  Sdten  («)  des  Kefles  genannt  werden;  (der  Einfachheit  wegen 
Ktsea  wir  voraus,  der  Keü  sei  gleichschenkelig.)  Der  dafttr  auch 
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noch  gebrauchte  Ausdruck  .,Läiigo''  (z.  B.  auch  bei  Poisson,  Koppe 
u.  a.)  wcim  demselben  auch  eine  gewisse  Berechtigung  nicht  abge- 
sprochen w  erden  kann,  sofern  man  ja  den  Keil  auf  die  schiefe  Ebene 
zurückzubeziehen  pflegt,  ist  doch,  zumal  wenn  dieser  Begriff  vorher 
nicht  üefinirt  ist,  wie  Beispielsweise  bei  MtlUcr,  oder  das  Theorem 
nicht  im  Zasammcnhange  mit  seiner  Ableitung  gelesen  wird,  nicht 
frei  von  Zweideutigkeit:  kann  man  doch  bei  diesem  Worte  „Länge"' 
recht  wol  finch  an  den  Abstand  der  Schneide  vom  Eückeu  denken 
lu  der  Tat  mag  im  folgenden  unter  „Länge'^  (i)  des  Keiles,  der  eben 
definirte  Abstand  Torstaaden  werden  im  Gegensatze  zn  der  von  Ger- 
ding dafOr  angewendeftea  Bezeichnung  „H6he*\  —  Für  das  durch  das 
Eintreiben  des  Keiles  snflberwindende  Hindernis  findet  sich  bald  Last, 
bald  Bmek,  bald  Widerataad  gobrancht,  sollte  es  sieb  in  OemSssheit 
der  fiblichen  Bezeichnung  bei  den  anderen  ein&cbeu  Maschinen  nicht 
empfehlen  den  Ausdruck  »Last**  anzunehmen?  Wir  w&hlen  dafür  dss 
Zeichen  Q,  wie  ftr  die  treibende,  auf  den  Bflcken  senkrecht  wirkende 
Kraft  P. 

Bei  Zugrundelegung  dieser  Zeichen  lassen  sich  die  obigen  Sitie 
kttrzlicb  durch  folgende  Formeln  wiedergeben: 

P:Q  — r:t  Beis,  UüUor,  Fliedner. 

oder  }  Gerdiug. 

P:2Q  — r:/  \  s.  p.6. 

P:2Q«ir:f  Spiller. 

Wenden  wir  uns  zu  einer  kritischen  Besprechung  einiger  Ab- 
leitungen dieser  Sätze. ' 

Reis  Physik*  p.  91.  sagt:  „Dieses  Gesetz  gelit  leiclit  aus  dem 
Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  hervor;  dciiu  i^t  der  Kcü 
mit  der  Kraft  P  um  den  Weg  de  (s.  Fig.  2.)  in  die  zu  sprengende 
Masse  eingedrungen,  so  ist  dieselbe  um  den  Weg  ilc  auseinander  ge- 
drängt; folglich  ist  Fide     Qide  oder  P:  Q  =  deidc.'' 

Daraus  ergibt  sich  ihm  schliesslich 

PiQ  =  ab:a€ 

Augenblicks  noch  die  Richtigkeit  der  Deduction  zugegeben,  wäre  der 
Beweis  doch  einfacher  dadurch  zu  geben,  dass  mau  den  Keil  ganz  in 
den  Körper  eingedrungen  denke.  Ohne  erst  auf  ähnliche  Dreiecke 
zurückgreifen  zu  mttsseu,  ergäbe  sich  dann 

PiaesssQidb   und  P9Q=sab:ae 

Kach  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  musste  aber  docii 
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die  virtaelle  Arbeit  der  soukrccht  za  dem  Rücken  wirkenden  Kraft 
P  dorch  Pi  cf  mnvgedrQckt  werden,  wenn  cf  den  Abstand  des  Punktes 
(der  Schmade)  e  von  de  bedeutet,  da  P  nur  um  cf,  nicht  um  de  ,,in 
dfe  nisprengcnde  Masse  eingedrungen  ist/'  SchlieMlicb  wttrde  dies 
nf  lottgeBden  Aasdmck  des  gesuchten  Saties  fahren: 

P:cy=Q:aZ   oder    P:Q  =  r;i 

Gans  ilislich  wie  Beis  bat  auch  Wcdnhold  in  seiner  weitverbrei- 
Mes  „Yorscholo  der  Physik«^  ^  p.  64.  das  Oleldigowieht  der  Kiftfle 
US  Kefle  nadigewiesen.  In  dem  Beispiele  —  eine  knappe  Fassung 

Lshrsatses  fehlt  —  welches  das  S^el  der  KrtUto  Tersinnlichen 
iiO,ist  ein  25«"  langer,  ö<"  breiter  Keil  mit  einer  Kraft  von  100  Kgr. 
WKiser  ganzen  Xiftnge  nach"  In  das  Holz  eingetrieben,  daraus  wird 
ii  Arbeit  der  Kraft  gleich  26  HK.  berechnet  und  hieraus  „die  aus- 
dsMder  treibende  Kralt^  oder  umgekehrt  der  su  Überwindende  Druck 

Helles  gleich  600  Kgr.  gefaudeu.  Allerdings  sagt  W.  nicht,  was 
■Sinter  der  Lauge  des  Keiles  verstehen  soll;  entweder  ist  —  wie 
vhncheinlich  —  die  Seite  ac  gemeint;  dann  ist  P-.ac  laber  kein 
JtRBg  richtiger  Ausdruck  für  die  Arbeit  der  Kraft  /*;  oder  man  er- 
hüt  wie  znvor  P:Q  =  r:l  d.  h.  das  in  Kedo  stehende  Tiicorem  in 
Bier  anderen  als  der  üblichen  Gcätalt. 

In  dem  Lehrbucho  (auch  Grundrisse)  der  Physik  von  Müller  ist 
die  ganze  Frage  sehr  kurz  abgetan.  Dort  heisst  es:  „Aus  der  Theorie 
der  schiefen  Ebene  lässt  sich  leicht  ableiten,  dass  zwischen  der  Kraft 
Q  und  der  Last  P  —  M.  hat  sonderbarer  Weise  hier  die  umge- 
kehrte Bezeichnung  für  Kraft  und  Last  wie  sonst  —  „am  Keile 
Gleichgewicht  stattfindet,  wenn  Q  Prsin«,  vorausgesetzt,  dass  die 
Last  P  rechtwinklig  auf  die  Seitenfläche,  die  Kraft  (l  rechtwinklig 
gegen  den  Rücken  wirkt,  und  dass  mit  «  der  Winkel  der  Schneide 
bezeichnet  wird."  Die  Umdeutung  dieser  Formel  aber  leitet  er  mit 
den  merkwürdigen  Worten  ein:  „Wenn  der  Winkel  a  nicht  zu  gross 
ist,  lusst  sich  das  Gesetz  des  Gleichgewichtes  am  Keile  in  Worten 
auch  so  ausdrücken:  (folgt  das  Gesetz);''  merkwürdig  weil  der 
Wortlaut  des  Gesetzes  richtiger  ist  als  die  Formel,  deren 
ongenaue  Deutung  er  sein  soll.  Es  folgt  doch  bei  der  gewöhn- 
Ucbea  Ableitung  —  M's.  Bezeichnungen  seien  beibehalten 

QiF=stri9=s2bgibe 
Ü^P.bgibc  d.h.  Q==2P.8ia^ 

Ganz  abweichend  von  den  ftbiigen  LehrbQchem  ist  in  der  wol 
vsiiger  verbreiteten  JSchulc  der  Phyuk*^  von  Gerdiqg    46.  die  tot- 
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liegende  Frage  behandelt  Mit  Benutzung  der  Bezeichnung  unserer 
Figur  heisst  es  dort:  ,,£8  sei  abc  ein  Keil,  der  aus  den  beiden  recht- 
winkligen Dreiecken  (!)  age  und  ögc  zusammengesetzt  betrachtet  werden 
kann.  Die  Linie  ab  heisst  der  Rücken  des  Keiles  und  ge  seine  Höhe. 
—  Betrachten  wir  nun  das  Eindringen  des  Keiles,  so  nehmen  irgend 
2  Teilchen  d  nnd  des  zu  trennenden  Könners  die  Lagen  d'  und  e' 
an;  sie  sind  von  einander  entfernt  worden,  indem  sie  auf  den  schiefen 
Ebenen  fortrücken;  dieselbe  Bewegung  haben  aber  auch  alle  übrigen 
Teile  des  KArpers  gemacht,  mithin  haben  wir  beim  Keile  zwei  schiefe 
Ebenen,  bei  denen  der  Widerstand  des  Körpers  die  Last  bildet  und, 
wo  die  Kraft  in  der  Richtung  der  Ornndlinien  derselben 
wirkt  Es  veridUt  sich  demnach  Air  jede  Hälfte  des  Keiles  Kraft 
zur  Last«  wie  der  halbe  Bücken  znr  Höhe  des  Keiles  oder 
f)lr  die  Gesammtwirknng:  Kraft  znr  Last  wie  der  Bücken  des  Keils« 
zu  seiner  Höhe.*' 

Formnlirt  würde  das  Gleicbgewichtsgesetz  sonach  lanten: 

für  die  Gesammtwirkuug  ist  es  nach  dem  Wortlaute  möglich 

P:2Q  — r:<  od.  2P:2Q-r:i*)  IL 

zu  setzen.  Um  den  offenbaren  Widerspruch  zwischen  L  und  IL  za 
vermoiden,  müsste  es  natürlich  heissen 

Jedenfalls  ist  der  Wortlaut  nicht  Uar.  —  Verweilen  wir  noch 
einen  Augenblick  bei  1.  Da  hier  o&e  als  ans  2  schiefen  Ebenen  be- 
stehend betrachtet  wird,  die  unter  der  Wirkung,  der  Kraft  P  ihrea 
ganzen  mechanischen  Effea  hervorbringen,  so  verteilt  sich  Pin  gleicher 
Weise  auf  die  beiden  schiefen  Ebenen.  Für  jede  Hftlfte  des  Keiles 
erhält  man  dann 

und  für  die  Gesammtwhrkuog: 

P:2Q  =  jr:l 

wofür  auch 

P:Q  =  r:i 

gesetzt  werden  könnte,  d.  h.  wir  erhalten  dieselbe  Form  des  Ger 


*)  Dann  wire  unter  P  nur  äh  halb«  wirkende  Knft  TerftandCB. 
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KiKs,  aif  welehe  Beis  nach  einer  Mheren  Bemeitmig  (p.  4.)  hfttte 
pAInt  vei^dra  mfisseii. 

So  »heo  wir  ans  hier  vor  das  Dilemma  gestellt  als  Ausdruck 
des  GeselieB  Tom  Oltichgeirichte  der  Kräfte  am  Keile  entweder 

•der 

r:2Q  =  Jr:«;  P:Q-.r:t 

■ 

iBznnehmen.  In  praxi  wOrde  es  ziemlich  anf  dasselbe  hin- 
aQ^kummen,  da  bei  den  wirklich  benutzton  Keilen  9  und  2  von 

i  eilunder  nur  wenig  verschieden  sind  und  diese  Differenz  ganz 
in  (jen  Hiutcrgrund  tritt  gegenüber  dem  Ausfalle  in  der 
tlkeoretischen  und  praktischen  Kraftleistuug  des  Keiles,  welche  durch 
die  starke  Reibung  beim  Gebrauche  des  Instrumentes  verursacht 
vri  Wie  hat  mau  sich  aber  von  theoretischem  Gesichtspunkte 

<     US  za  entscheiden?  Die  Mehrzahl  unserer  Lehrbücher  hat  der  2teu 

'  Form  des  Gesetzes  den  Vorzug  gegeben;  sollten  also  in  den  beiden 
obigen  Ableitungen  des  ersten  Ausdruckes  noch  Fehler  versteckt 
Hegen?  Allerdings!  Was  zunächst  die  Ableitung  nach  Gerding  betrifft, 
50  ist  ja  richtig,  dass  bei  dieser  AutTassung  die  Kraft  P  parallel  der 
Grundlinie  der  schiefen  P^bene  wirkt.  Trotzdem  ist  der  für  diesen 
Fall  geltende  Gleichgewichtssatz  —  Kraft  zur  Last  wie  die  Hohe  zur 
Gruüdliuie  der  schiefen  Ebene  —  um  des  willen  nicht  anwend- 
bar: bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  würde  die  auf  der  schiefen  Ebene 

,  liegende  Last  Q  iu  eine  Componcntc  parallel  der  Grundlinie  und  eine 
senkrecht  zur  Länge  der  schiefen  Ebene  zerlegt,  letztere  dann 
aos  der  weiteren  Betrachtung  ganz  weggelassen,  weil  sie  durch  die 
Festigkeit  der  schiefen  Ebene  aufgehoben  wird;  anders  beim  Keile. 
Hier  haben  wir  auf  beiden  Seiten  solche  senkrechte  Druckkräfte, 
die  sieb  mit  nichten  aufheben,  vielmehr  zu  einer  Resultante  in 
der  Richtung  Ton  der  Schneide  nach  dem  Rücken  zusammensetzen 
«ad  eben  dieser  Resultante  hat  P  das  Gleichgewicht  zu  halten.  — 
Wss  dann  die  AUeitnng  desselben  Satzes  P:Q-*r:/  mitteb  des 
PHadpes  der  virtnellen  Geschwindigiceiten  anlangt,  so  ist  der  frflher 
hmo^iBelioheBe  Fehler  nochmals  begangen,  weil  nicht  beachtet  ist» 
dsas  die  Drud^kr&fte  Q  senkrecht  zu  den  Seiten  des  Keiles  wirken 
wDen,  fol^ch  de  (flg.  3.)  nicht  die  virtoelle  YerrQcknng,  Q:de 
tkki  das  virtneUe  Moment  der  Last  sein  kann.  Man  mflsste  vietanehr 
«gen:  Ist  der  Keil  (Fig.  3.)  mit  der  Kralt  P  um  fe  in  den  zu  spren- 
seaden  KOrper  eingedrungen,  so  sind  die  zu  den  Seiten  senkrecht 
virkeaden  Lasten  Q  nm  die  Wege  /d  (senkrecht  he)  nnd  fe  (senk* 
ncht  ae)  fortgehoben  werden.  Daher  ist: 


d50 
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folglicli 

P:2Q=/a:/«  — lr:t 

oder 

d.  Ii.  ,,Am  Keile  findet  zwischen  einer  senkrecht  zum  Hiicken  wirken- 
den Kraft  und  einer  rechtwinklig  auf  eine  der  Seiten  drückenden 
Last  Gleichgewicht  statt,  wcdu  Kraft  zur  J^t  sich  wie  der  K&cken 
izur  Seite  verhält." 

Meissen. 
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XXIV. 

Kegelfläcben  zweiter  Ordnung  mit  einer 

Symptosenaxe. 

Von 

Enanuel  Cznber 

In  Png. 


Der  Kflgelfchnitt  K  (Fig.  1.)  sei  gcmeiasebafllidie  Iieilcam  sweier 
Kegel,  deren  Scheitel  9  mid  rieh  nach  /  und  b^'  auf  die  Ebene 
von  E  orthogonal  projiciren.  Es  handle  rieh  um  den  noch  flbrigen 
Schnitt  der  briden  Kegelflftchen,  resp.  nm  dessen  Projection  auf  die 
bereits  erwähnte  Ebene.  Zn  Lesern  Endo  legt  man  dnrch  dio  Ge- 
rade ein  Ebencnbttschel;  jede  Ebene  desselben  wird  im  Allge- 
meinen beide  Kegelflächen,  und  zwar  nach  je  zwei  ErzeugCDdeu 
schucideu ;  diese  vier  Erzeugenden  bilden  ein  voUstilndigcs  Vicrseit, 
zwei  Gegenecken  desselben  sind  die  Scheitel  zwei  andere  dio 
Punkte  auf  K,  welche  die  betretfende  Ebene  ausschneidet,  das  dritte 
Gegenecken  paar  gi^hört  der  übrigen  Durchdringung  au.  Ist  6  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  Ebene  A',  so  bilden  die  Traceu 
des  Ebenenbüschcls  ein  Stralenl)üschcl  in  K  mit  ö  als  Mittelpunkt; 
heben  wir  die  Ebene  «  mit  der  Trace  c'  hervor,  welche  letztere  K  iu 
den  Punkten  1,  2  trifft,  so  sind  a,  h  die  Schnittgeraden  des  Kegels 
'1  ^i-i  ^1  J^'"^  ^'on  *, ,  und  rt,  «1,  *i  bilden  das  genannte  vollstän- 
dige Vierseit,  in  welchem  1,  2,  I,  II  Gegeneckenpaare  sind.  Dio 
Zeichnung  gibt  von  allem  die  Projection  auf  die  A'-Ebene.  Bei  einer 
Aendcrung  von  e'  wird  dio  Diagonale  T,  II'  einerseits  durch  den  zu 
ö  in  Bezug  auf  zugeordneten  harmonischen  Punkt  5/  hiudurch- 
gelicn,  nm  diesen  sich  also  drehen,  andererseits  aber  auch  den  zu- 
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geordnet  harmonischen  Punkt  zu  <5  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte 
1,  2  enthalten;  letztere  aber  durchläuft  bei  der  Drehung  von  c  die 
Polare  D  von  <5  in  Bezug  auf  A".  —  Damit  ist  bewiesen,  dass  der 
Ort  der  Punkte  1',  II'  in  central -coUinearer  Verwandtschaft  so  K 
steht;  denn  betrachten  wir  die  Punkte  1,  2  und  1',  II',  so  liegen  ent- 
weder 1,  r  und  ebenso  2,  II'  auf  einem  Strale  durch  oder  1,11' 
und  2,  r  auf  einem  Strale  durch  «',  und  die  Verbindungslinie  Yon 
1,  2  einerseits  und  jene  von  1',  II'  andererseits  schneiden  sich  ia 
einem  Punkte  p  der  festen  Geraden  D.  Mithin  ist  der  Ort  der  Punkte 
r,  II'  der  zu  A'  collineare  Kegelsclmitt  A'/  in  Bezog  auf  »  oder 
als  CoUineationscentmm,  D  als  Collineationsaxc.  Die  beiden 
Kegel  haben  ausser  dem  Kegelschnitt  K  noch  einen 
zweiten  gemein.  Die  Ebene  derselben  ist  durch  i>  und  dea 
Punkt  dl  aof  M],  dessen  Projection  \'  ist,  bestimmt 

Die  Genule  1)  spielt  nun  in  Ikzug  auf  die  beiden  Kogel  eine 
eigeiitümliche  Uolle.  Als  Collineationsaxc  hat  sie  bezüglich  beider 
Kegelschnitte  A'  und  A,'  dasselbe  Punktsystem.  Sind  7>  und  n  zwei 
conjugirte  Punkte  desselben,  dann  sind  c'  (pd)  und  ip^\)  die 
Polaren  von  rt  bezogen  auf  A'  und  A'/;  räumlieh  gesprochen  be- 
stimmen e'  und  Tj  die  genieinsehaftlichc  Polarebene  von  n  bezüglich 
beider  Kegel.  Die  Punkte  der  Geraden  D  haben  also  für 
beide  Kegel  dieselbe  Polarebene. 

Das  Pnnktsystem  in  D  wird  ein  hyperbolisches,  ellipti- 
sches oder  parabolisches  weiden,  Jenachdom  d  ausserhalb,  lnne^ 
halb  oder  auf  dem  Kegelschnitt  K  selbst  liegt  (selbstrersUndlich  bat 
auch  d,  bezQglich  iT^die  gleiche  Lage);  im  ersten  Falle  treten  swei 
reelle  Doppelpunkte  (Asymptotenpunkto)  auf,  für  welche  die  Polar- 
ebenen an  Berflhrungsebenen  werden;  es  haben  also  die  K^gel  is 
diesem  Falle  zwei  gemeinschaftliche  Tangirnngsebeneo, 
die  Durchdringung  besitzt  zwei  rcoUo'  Doppelpunkte  d,  mit 
den  Tangentenpaaren  öd^  d^d  und  ieli  ^i'U-  ^  zweiten  Falle,  wo 
das  Punktsystem  in  D  elliptisch  ist,  werden  die  Doppelpunkte, 
mithin  auch  die  gemeinsamen  Taugiruugsebenen  imaginär. 
Im  dritten  Falle  endlich  fallen  die  Doppelpunkte  in  einen  zusam- 
men, das  Gleiche  geschieht  mit  den  "gemeinsamen  Berührungsebenen, 
so  dass  sich  die  beiden  Kegel  längs  einer  Erzeugendes 
berühren;  es  fällt  dann  auch  der  Kegelschnitt  K\  mit  A'  Obercin. 
Der  letztbesprocheuo  Fall  bildet  dun  Uebergaug  vom  ersten  nun 
zw  ei  tun. 

Fassen  wir  das  Besultat  zusammen: 

Ilaben  zwei  Kegel  einen  Kegelschnitt  A'  gemein,  so  scIidcI- 
den  sie  sich  noch  nach  einem  zweiten  Kegelschnitt  A'ii  die 
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Sebiittliilie  D  der  beiden  Ebenen  JT  nnd  JE^  gebt  dnrcb  die 
zwei  redlen,  getrennten  oder  nuemmenfidlenden,  oder  die 
iwei  imaginftren  Doppelpunkte  der  Dnrebdringong  (Scbnitt- 
ponkte  Ton  ITond  i^);  in  diesen  baben  die  Kegdflicben 
reeDe,  getrennte  oder  mflammen&Dende*),  oder  imaginftre 
gemeinsame  Tangimngscbenen. 

Die  Gerade i>  bat  Ton  Escherich  (nach  Chasles*  Vorschlag) 
eine  Sjrmptosenaxe  der  beiden Flftchcn  genannt  (Gmnerfs  Archiv, 
1877,  I;  allgemeinere  AniEusong  und  für  Flächen  zweiten  Grades 
tberhaapt).  Die  Ebenen  K  nnd  i^,  als  deren  Schnittlinie  D  er- 
seheint, bezeichnet  er  als  Syraptosenebenen.  Wählt  man  in  der 
Ebeae  K  (oder  K{)  irgend  einen  Punkt  und  bestimmt  seine  Polare  in 
Bei^g  auf  den  darin  liegenden  Kegelschnitt,  so  lEuurt  diese  mit  a 
einerseits  und  mit  *j  andererseits  die  Polarebenen  des  gewählten 
Punktes  bezflglicb  des  einen  nnd  des  andern  Kegels.  Diees  Iftsst 
sicli  nnn  so  anssprecben: 

Die  beiden  Symptosencbenen  (Ä"  und  A\)  haben  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Polarebenen  irgend  eines  ihrer  Punkte  in 
Bezug  auf  beide  Kegel  sich  in  ihnen  selbst  schneiden. 

Dazu  kommt  die  sebon  früher  von  D  erwiesene  Eigenscbaft,  die 
sieb  in  folgende  Worte  kleiden  Iftsst: 

Die  Punkte  der  Symptosenaxe  D  haben  bezüglich  beider 
Kegel  dieselbe  Polarebene. 

Die  beiden  letstgenannten  Sätze  bat  t.  Escbericb  als  Definition 
llr  Symptosenebene  nnd  -Axe  anfgestellt 

Weil  D  die  Polare  von  6  bezüglich  K  und  von  bezüglich  AV 
ist,  so  sind  die  Ebenen  Da  nnd  Db^  die  Polarebenen  der  Geraden 
bez&gUcb  der  Kegel  s  nnd  «j.  Wird  nun  beachtet,  dass  die  Punkte 
#,  «I  von  harmonisch  getrennt  werden,  und  dass  die  Ebenen  D9 
und  />d|  gleidibedentend  sind  mit  den  Symptosenebenen,  so  lässt  sieb 
der  Salz  anasprecben: 

Die  beiden  SjTnptosenebenen  der  Kegel  werden  von  den 
Polarebenen  der  Scheitelverbindungsgeraden,  in  Bezug  auf 
beide  Kegel,  harmonisch  getrennt.  Die  Axe  diesps  Systems 
harmonischer  Ebenen  ist  die  Symptosenaxe. 

Der  enta  der  bisher  aafgestellten  Sätze  lässt  folgende  Um- 
kihnag  s«: 


*)  Der  K^liohttitl  dcgmierirt  dano  in  die  Berfibrongieneiifeiide. 
WUO.  M 
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Gehen  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende  Kcgelachiiitte 
K  und  Ki  durch  zwei  in  der  Schnittlinie  D  der  £benen  ge- 
legene —  reelle,  znsammenfasscndo *)  oder  getrennte,  oder 
imaginftre  —  Punkte  hindurch,  so  können  sie  als  Durch- 
schnitt zweier  Kegel  anfgefiust  werden,  fOr  wdche  dann 
jene  Ebenen  Symptosenobenon  und  deren  Sdmittlinie  Sjrm- 
ptosenaxe  ist. 

Die  Scheitel  t<,  dieser  Kegel  liegen  auf  der  Verbindungslinie 
der  Pole  ö  und  Jj  vou  J)  in  Bezug  auf  A'  uud  A',  und  werden  von 
letzteren  Puukteu  harmonisch  getidiut  Um  sie  zu  erhalten,  let?e 
man  durch  die  Gerado  dJ,  eine  Ebene,  welche  A'  in  1,  2  und  A',  iu 
I,  II  schneidet;  1,  I  und  2,  II,  ebenso  1,  II  und  2,  I  treffen  sich  auf 
jener  Geraden  uud  geben  die  Scheitel  «  uud  »x. 

Diese  Bedingung,  unter  welcher  zwd  Kegelschnittslinien  (in  T&t- 
schiedenen  Ebenen)  als  Schnittorgcbuis  zweier  Kegel  angesehen  werden 
können,  ist  selbstverständlich  dieselbe,  unter  welcher  sie  als  Schnitte 
eines  Kegels  gelten  können.  Wird  der  eine  von  ihnen  auf  die  Ebene 
des  andern  oder  werden  beide  sammt  der  Schnittlinie  D  auf  eine 
Ebene  (central  oder  parallel)  projicirt  (oder  der  eine  In  die  Ebene 
des  andern  nm  die  Schnittlinie  hineingedrebt,  was  mit  einer  Parallel- 
projection  identisch  ist),  wodurch  man  zwei  neno  Kegelschnitte  (K) 
und  (A'j)  nnd  dne  Linie  (J^)  erhält,  so  inuss  letztere  eine  der  CoUi- 
neationsaxen  sdn,  welche  entspringen,  wenn  man  (A)  und  (A'^)  als 
coDinear  liegend  betrachtet 

Als  Beispiel  nehmen  wir  den  besonderen  Fall,  wo  die  beiden 
Kegelschnitte  K  uud  JCt  Kreise  sind  (Fig.  2.).  Die  Schnittlinie  £i 
ihrer  Ebenen  muss  dann  für  sie  eine  Linie  gleicher  Potenzen  sein, 
oder  die  Kreise  müssen  sich  als  Schnitte  einer  Kugel  betrachten  lassen. 
Die  Verhältnisse  sind  hier  leicht  zu  flbcrblicken.  Wählt  mau  die  durch 
die  Kreisceutra  gehende  zu  D  normale  Ebene  als  Zeichenebene,  so 
stellt  sich  D  als  Punkt  dar,  und  1,  2,  I,  II  sind  Durchmesser,  die  der 
Bedingung  zufolge  als  Sehnen  eines  Kreises  sich  repräsentiren.  Die 
Pole  von  D  in  Bezug  auf  K  und  A'^  liegen  gleichfalls  in  der  Zeichen- 
fläche,  somit  wird  diese  auch  die  Kegelscheitel  enthalten,  welche  sich 
durch  entsprechende  Verbindung  der  Punkte  1,  2,  I,  II  sofort  in  f 
und  «I  ergeben.  Die  Zeichenobene  tritt  hier  als  eine  gemeinschaft- 
liche Hauptebeno  beider  Kegel  auf;  die  Halbiruugslinien  der  Winksl 
bei  s  nnd  #i  geben  ein  Paar  Kegelaxen  sx  und  wddie  ftbrigeas 
bei  der  symmetrischen  Lage  der  cyklischen  Schnitte  mit  den  Halbi- 
mngsUnien  h  und    der  bei  />  von  JT  nnd  Ki  eingescUossenen  Winkel 


'}  Der  eine  der  beiden  Kegel  degenerirt  daon  iu  ein  Ebenenpaar. 
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pajaUel  und  daher  gegen  einander  senkrecht  sind.  Das  zweite  Axen- 
piar  sjf  und  liegt  ebenfalls  in  der  Zoicbenebeäe,  das  dritte  steht 
n  ihr  senkrecht  and  projidrt  sich  nach  «  und  «j. 

Schneiden  sich  demnach  zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  nach 
zwei  Kreisen,  so  treffen  siel»  zwei  Axcnpaare  derselben 
unter  rechtem  Winkel,  während  das  dritte  parallel  ist 

Iq  Fig.  2.  hat  die  Dnrchdriogimg  der  beiden  Kegel  zwei  nach  D 
ach  pnjieirende  reelle  Doppelpunkte,  welche  mit  der  Geraden  mg 
die  gemeinsdiafaichen  Tsnginuigsebenen  festlegen. 

Die  Fig.  3.  bringt  den  Fall  zur  Darstellung,  wo  die  beiden  Ki'eise 
mit  D  imaginäre  Punkte  gemein  haben.    Im  ersten  Falle  sind  die 
I    ZQ     und  x^x^  senkrechten  Schnitte  Ellipsen,  im  andern  Falle  ist 
einer  davon  eine  Hyperbel. 

Wenn  es  sich  um  die  Lösung  der  Autgabe  handeln  würde,  einen 
I    Kreis  auf  eine  Ebene  zu  i)rojiciren  derart,  dass  die  Pro- 
1    jection  wieder  ein  Kreis  vom  gegebenen  Durchmesser 
ist,  so  könnte  zur  Aufsuchung  der  l'rojectiüusceutra  in  folgender 
I    Weise  vorgegangen  werden. 

I  Es  sei  IT,  Fig.  4.,  der  gegebene  Kreis,  dessen  Ebene  anf  der 
Zeidieofliehe  normal  stdit  und  von  letzterer  nach  einem  Durchmesser 
12  geschnitten  wird.  £  sei  die  Ebene,  in  welcher  die  Projection  von 
JT  bestimmt  werden  und  den  Durchmesser  d  haben  soll  Nach  dem 
Yoraasgegangenen  wird  sich  die  LOsnug  darauf  rcdnciren,  durch  12 

.  euMStt  Kreis  zu  legen,  welcher  in  E  eine  Sehne  von  der  Lftngo  d  aus- 
schneidet Conatruirt  man  zu  diesem  Zwecke  an  einen  beliebigen, 
dareh  12  gef&hrten  Kreis  C  eine  Tangente  Dt  ans  O,  verzeichnet 

Bit  dieser  nnd  ^  als  Katheten  ein  rechtwinkliges  Dreieck  Dtm^  so. 

gibt,  wie  man  sich  leicht  aberzeugt,  die  um  ^  verminderte,  resp.  ver- 

nchite  Hypotenuse  Dm  die  AbstAnde  der  Punkte  I  und  II  von  D, 
Dies  gilt,  wenn  D  ausserhalb  der  Strecke  12  gelegen  ist.  —  Im  an- 
dern Falle,  Fig.  5.,  wo  D  auf  der  Strecke  12  liegt,  beschreibt  man 
Aber  12  als  Durchmesser  einen  Halbkreis  C,  macht  die  in  D  zn  12 
bis  an  diesen  errichtete  Senkrechte  Dt  zur  Kathete  eines  rechtwink- 

Ugea  Dreiecks  Dtm,  dessen  Hypotenuse  im  ^  ist;  die  andere  Ka- 
thete Dm  dieaes  Dreiecks,  einmal  zn  ^  zn  addhrt,  einmal  hiervon  ab- 
gezogen, gibt  die  Abstünde  der  Punkte  I,  II  von  V.  Schon  aus  dem 
Gange  der  Construction  ersieht  man,  dass  in  diesem  zweiten  Falle 
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die  Aufgabe  nicht  für  jeden  Wert  von  d  eine  Lösung  snläwt;  es 
muss  nämlich,  soll  cino  solcho  möglich  sein,  i><  <[  ^  aosMeu. 

Da  iu  beiden  Fällen  das  Abtrageu  der  Abstünde  der  Punkte  I 
und  II  in  zweifacher  \f  eise  geschehen  kann,  da  sich  ferner  für  jedes 
Abtragen  zw^i  Kegel,  also  zwei  Projectionsccntra  ergeben,  so  lässt 
die  vorliegende  Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Lösun* 
gen  zu. 

In  den  Fig.  4.  und  5.  bedeuten  A'i(I,  II)  und  K\'{1\  II')  jedesmal 
die  beiden  möglichen  Projectionen  von  Ä'(12),  8  und  die  der  er- 
8ten,  und  die  der  zweiten  entsprechenden  Kegelscheitel,  resp. 
Projectionsccntra.  Wie  bereits  im  Eingange  gezeigt  wurde,  werdeo 
die  beiden  Symptosencbenen  zweier  Kegel  durch  die  zu  ihrer  Schei- 
telverbiudungsgeraden  zugehürigen  Polarebencu,  d.  i.  durch  die  Ebenen 
Ds  und  7Avj  harmonisch  getrennt.  In  unserer  Darstellung  wird  also 
und  K\  durch  As  und  fh^^  dann  A'  und  A'/  durch  Du'  und  D^i^' 
harmonisch  geschieden,  und  da  h\  niitAV  (in  der  Zeichnung)  dieselbe 
Gerade  ist,  so  fallen  die  Stralcn  Ds  und  Ds'  einerseits,  dann 
und  Av^'  andererseits  zusammen,  die  vier  Projectionsccntra 
liegen  also  auf  zwei  durch  J)  gehenden  Geraden,  welche 
K  und  E  harmonisch  trennen. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dasB  für  den  Fall,  wo  wie  in  Fig.  4.  Qnd5. 
die  beiden  Kreise  gleiche  Grösse  haben,  einer  der  Kegelsdieitel  in's 
Unendliche  rttckt,  eine  der  Kegelflftchen  in  eine  Qjrlinderflache  Aber- 
geht,  bei  unserer  Aussähe  verwandeln  sich  dann  zwei  Gen* 
tralprojectlonen  in  Parallelprojectionen. 

Wnr  kehren  zu  dem  allgemeinen  Fall  Fig.  1.  znrttck. 

Hält  man  den  einen  Kegelscheitel,  z.  B.      fest,  während  man 
den  andern  .f,  das  ihn  projicirende  P(ri)endikel  durdilaufen  lässt,  so  , 
dass      coustant  bleibt,  dann  durchläuft  d  die  unbegrenzte  Gerade  ', 
S8i\  während  sich  die  Symptosenaxe  D  um  den  Pol  a  von  in 
Bezug  auf  A'  dreht.    Dabei  bilden  die  zugehörigen  Lagen  von  6  und 
dj'  ein  hyperbolisches  Punktsystem  mit  den  Asymptotenpunkten  . 
/  und        In  der  Geraden  s's^'  befindet  sich  aber  auch  das  ihr  in  i 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  A'  zukommende  Punktsystem,  welches 
hyperbolisch,  elliptisch  oder  parabolisch  ausfallen  wird,  jenachdem  ein 
reelles  oder  imaginäres  Schneiden  oder  eine  Berührung  von        mit  ; 
K  stattfindet.    Es  liegen  demnach  in        zwei  Punktsysteme,  nad 
diese  haben  im  Allgemeinen  ein  Paar  conjngirtc  Punkte,  die  wir 
^\  Jj'  nennen  wollen,  gemeinschaftlich.  Welche  Bedeutung  haben  ] 
dieselben? 
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Fint  der  DarchstOBBpmikt  toh  nacli  d\  so  geht  die  Sym- 
ptoseaaxe D durch /fj',  die  zweite  Symptosencbene D^i  steht 
auf  der  ersten  senl^recht  Desgldchen,  wenn  den  Dnrch- 
itoBsponkt  von  mit  der  Ebene  von  K  reprftsentirt,  geht  dnroii 
^  nnd  es  stehen  wieder  die  beiden  Symptosenebenen  anf 
einander  normal. 

Was  nun  die  Punkte  J'  und  anlangt,  so  treten  dieselben 
immer  auf,  sobald  {\n<  zweitgenanntc  Punktsystem  in  »*«,'  elliptisch 
ist,  letztere  Gerade  K  also  nicht  schneidet;  sie  treten  dagegen  nur 
bedingnnpsw eise  auf,  wenn  das  zweite  Punktsystem  ebenfalls 
hyperbolisch  ist,  a'a^'  mit  K  reelle  Schnittpunkte  (K,  A,)  gibt; 
in  diesem  Falle  dürfen  nämlich  die  Asymptotenpunlite  des  einen 
Systems  dnrch  die  des  andern,  K,  JT,,  nicht  getrennt  werden. 

Fassen  wir  Alles  zusammen: 

Bei  der  beschriebenen  Bewegung  des  Punktes  «|  (also  bei 
der  entsprechenden  Aenderung  des  Kegels  «i)  geschieht  es, 
wenn  K  von  f'ti  nicht  geschnitten  wird,  zweimal,  dass  die 
beiden  Symptosenebenen  zn  einander  normal  stehen;  in  dem 
Falle,  wo  ti'»^'  den  Kegelschnitt  JT  trifft,  geschieht  dieses 
nur  dann,  und  eben&Us  zweimal,  wenn  ä'  nnd  gleich- 
zeitig innerhalb  oder  gleichzeitig  ausserhalb  E  liegen. 

Was  die  Construction  der  Punkte  J^'  betrifft,  so  wird  man, 
wenn  beide  Systeme  byperbolisch  sind,  Fig.  G.,  iiber  und  KK^ 
als  Durchmesser  Kreise  bescbreii)en,  ibre  Cliordalo  bestimmen,  den 
Si'hnittpunkt  tu  derselben  mit  v'^,'  zum  Ceutrum  eines  Ortbogonal- 
krcises  O  der  erstgedacbtcn  Kreise  marben,  weleber  die  Punkte  J' 
und  ausscbucidet.  —  Ist  dag*'gen  das  zweite  Punktsystem  elliptisch, 
Fig.  7.,  so  wird  man  über  zwei  Punktepaaren  xj,  yi)  desselben  Kreise 
bestbreiben ,  welche  reelle  Scbnittpunkte  «,  ß  liefern;  durch  einen 
derselben,  z.  B.  a  und  die  Asymptotenpunkte  s'n^'  legt  man  nun  einen 
Kreis  C  und  coustruirt  zu  diesem  im  Punkte  «  jenen  Ortbogoualkreis 
0,  der  sein  Centrum  w  in  hat-,  dieser  gibt  wieder  die  gesuchten 
gemeinschafüichen  Punkte  J'  Ji  an*). 

In  dem  Zwischenfall,  wo  das  Punktsystem  in  t'si  in  Bezog  auf 
K  ein  parabolisches  ist,  geschieht  es  anch  zweimal,  dass  die 
zweite  Kegelschnittsebene  anf  der  ersten  K  senkrecht  steht,  nnd  diese 
Lagen  sind  nach  Fig.  8.  leicht  zu  constmiren;  man  brancht  blos  den 

zo  (A'/Tj)  =  /f^  =  tf,  dem  Mittelpunkt  der  parabolischen  Involution, 


*)  Jftc.  Stmoer*»  YorU  fiber  syntb.  Oeom.  IL  Th.  t.  Dr.  H.  SchrMert 
ptg.  SS. 
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zugeordnet  harmonischen  Punkt  in  Bezug  auf  v',  s^'  zu  bestimmen, 
Die  eine  dieser  besonderen  Ebenen,  D^^  nämlich,  ist  gemeinschaft- 
liche Tangirungsebeue  beider  Kegel,  wenn  J^'  der  Durchstosspunkt 
der  ScheitelverbiudungsliDie  ist-,  die  Kegel  selbst  berühren  sich  dann 
längs  einer  Erzeugenden,  welche,  doppelt  gezählt,  mit  K  die  Dorch- 
dringuDg  ausmacht 

Ein  cigditOndlcher  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Ponkte  s^'  auf 
K  selbst  liegen;  dann  follen  die  beiden  in  ihrer  YerUndnngsüi^e 

Hegenden  Punktsysteme  zusammen,  jedes  Paar  conjugirter  Punkte  ist 
ihnen  gemeinschaftlich,  daher  stehen  auch  alle  bei  der  beschriebenen 
Aenderung  des  Kegels  «j  auftretenden  Syraptosencbenenpaare 
auf  einander  senkrecht;  die  zweiten  Symptoscncbcneu  bilden 
ein  Ebencnbüschel,  dessen  Axo  sich  in  den  Pol  a  von  projicirt 
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XXV. 

Sur  une  reprfeentation  des  points  imaginaires 

en  geoiu^trie  plane. 

Par 

Paul  Appell. 


Soit  une  cooiqae  C  et  nno  droite  D  conpant  cette  conique  e& 
dem  points  imaginaires  J/j  et  Mf\  prenons  sor  la  droite  nn  point 
fixe  O  et  d^signons  par  p  la  distance  OM  de  ce  point  fixe  k  nn 
polDt  qnelconqne  if  de  la  droite.  Lcs  distances  03f, ,  OM^  seront 
doan^es  par  nne  6qnation  dn  second  degr6  en  q  ayant  ses  radnes 
imaginaires;  soient 

oes  deox  racines.  Ponr  fignrer  les  denx  points  Mi  et  M^^  portons 
k  partir  de  O  snr  la  droite  D  nne  longneor  OA'^a\  pois  prenons 
snr  la  perpendicnlaire  en  ^  an  plan  de  la  fignre  de  part  et  d'antre 
du  point  A  des  longnenrs  A.v^  =  AM^  »  hi  nons  obtenons  ainsi 
deox  points  Mi  et  M^  dont  la  position  dans  ToBpace  est  ind^pendante 
dn  choiz  de  Torigiae  O  snr  la  droite  D  et  qni  penYent  par  cons^- 
qoent  dtre  consid6r6s  comme  reprisentant  les  denx  points  imaginaires 
dlntersection  de  la  droite  et  de  la  coniqne. 

Cos  denx  points  6tant  d^termin^s  qnand  la  coniqne  et  la  droite 
8ont  connucs  possddent  des  propri^t^s  g^om^triqnes  qni  remplaoent 
Celles  dont  Ttnonc^  exige  Temploi  des  imaginaires.  C'est  ainsl  qne 
lcs  points  Ml  et  sont  des  points  d'oü  Ton  Toit  sons  nn  angle 
droit  les  conples  de  points  sitn^s  snr  la  droite  et  conjngnte  par  rap- 
port  k  la  coniqne. 


Digitized  by  Google 


860  Appelli  Sur  wu  reprintUalion  de»  pwU$  «fe. 

Si  Ift  droite  D  se  meat  pftrallMemeiit  k  elle-m&me,  le  liea  det 
points  31^  et  ^  nne  autie  eoniqne  C  qii*on  peiit  «ppeler  eon* 
jogo^e  de  la  coniqne  C  relativement  k  la  direction  D. 

« 

Cetto  representation  des  points  imaginaires  s'^tend  d'eUe-memo 
au  cas  des  courbes  alg^biiques  d'ordre  sup^eor. 

Remarqae.  Soit  an  point  imaginaire  ayant  ponr  coordonnto 
par  ra^port  k  des  axes  rectangolaires 

le  poiBt  de  Tespaee  reprösentant  oe  point  am  ponr  coordonntai 
Strassbonrg  16  Aoat 
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XXVI. 

Ueber  die  Kugeln,  welche  die  Flächen  eines 

Tetraeders  berühren. 

Von 

Herrn  Leopold  Klug, 

BeAlschullehrer  in  Fresibarg. 


El  giebt  im  Allgemtisen  acht  Kngelii,  welche  die  FlAdien  eines 
Tetneden  berflhren. 

Bezeichnen  wir  die  Flächen  und  die  ihnen  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  mit  1,  2,  3,  4  und  nehmen  diejenigen  Seiten  der  Flächen, 
auf  welchen  das  Tetraeder  ruht,  als  positiv  an,  die  andere  aber 
negativ,  so  wird  eine  Kugel  alle  Flächen  auf  den  positiven,  vier  Ku- 
geln werden  drei  Flächen  auf  den  positiven,  eine  auf  der  negativen, 
endlich  werden  drei  Kugeln  zwei  Flftchen  auf  den  positiTen,  zwei  anf 
den  negativen  Seiten  berühren. 

Bezeichnet  man  femer  den  Radius  der  Kugel,  welche  alle  Flächen 
anf  den  positiven  Seiten  berührt,  mit  r,  die  Radien,  welche  die  resp. 
1,  2,  3,  4  Fläche  auf  der  negativen,  die  übrigen  drei  aber  auf  den 
positiven  Seiten  bertlhren,  mit  r,,  r^,  r^^  die  Flächeninhalte  der 
Dreiecke  mit  /j,  /j,  /s,  /4,  endlich  das  dreifache  Volumen  des  Tetra- 
eders mit  F,  so  bestehen  zwischen  diesen  Grössen  folgende  Relationen 

1)  y  ,        2)  y  » 

3)  y  ,         4;  y  i 

1  _/i+/t+/a-/4 
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Die  erwähnten  drei  Engeln  berühren  eine  gewisse  Fläche  (2.  B. 
1  Fläche)  entweder  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite,  aber  alle 
drei  übrigen  Flächen  kann  dieselhe  Engel  weder  anf  den  positiTCii, 
noch  anf  den  negativen  Seiten  berOhren. 

Berühren  die  drei  KngeljQ  die  1  Fläche  auf  der  positiven  Seite 
uud  man  bezeichnet  mit  q,  deu  Radius  der  Kugel,  welche  noch  die 
•  Fläche  anf  der  positiven  Seite  berührt,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dsss 

6)    ^  y  ,       7)  y  . 

ä\   ^   ft — :/i"~/3»4-/4 , 

«  h —  I' 

berühreu  sie  aber  die  1  Fliiclie  auf  der  iieijativen  Seite  iiiul  mau 
bezeiehnct  mit  g,'  deu  Ihidius  der  Kugel,  welche  noch  die  1  Fluche 
anf  der  negativen  Seite  berührt,  dauu  ist 

i))   y  ;     10)   -7=  y  • 

Die  Lage  iler  drei  Kugeln  wird  von  der  Grösse  der  Flächen 
bestiuiuit. 

Wenn  wir  voranssetsen,  dass 

a)  fi>ft>U>fi 

dann  sind  -  nnd  ~  positiv,  aber  ^    nur  daun  positiv,  wciid 

/i— /s /'4  und  -7  negativ,  die  Kugeln  müssen  also  in  dem 
Falle  die  1  Fläche  anf  der  positiven  Seite  berühren. 

b)  ft>h>fA>fi 

dann  sind       nnd   ^7  positiv,  aber       nnr  dann  positiv,  wenn 
9z         Q4  9z 

/t^/a  <C/4~A9  während      negativ;  in  dem  Falle  können  nicht 

alle  drei  Wurzelu  die  1  Fläche  auf  der  positiven  Seite  bcraluen. 

c)  ft>fi>fs>U 

dann  siud  -   positiv,  ^   uud  -  ,  uegativ;  alle  drei  Kugeln  berühren 
9t  94  9% 
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ako  die  1  Fttche  weder  auf  der  positiTeii  ooch  auf  der  negativeii 
Seifee. 

Au  dieeem  folgt; 

1)  Die  drei  Kugoln  berühren  entweder  die  kleiuste  oder  grösste 
flkbe  auf  (dem  Zeichen  nach)  derselben  Seite. 

2)  Sic  berühren  die  grösste  Fläche  (und  zwar  immer  auf  der 
p<.'Siti\eii  Seite)  nur  dann,  wenn  die  Differenz  der  zwei  grössten 
FLkbcn  grösser  ist  als  die  Differenz  der  zwei  kleineren. 

3)  Biß  berOhren  die  kleinste  Flftche  (uid  zwar  immer  auf  der 
Degativen  Seite)  nur  dann,  wenn  die  Differenz  der  zwei  grössten 
Rlehai  Ue&Mr  ist  als  die  Differenz  der  beiden  flbrigen. 

in  den  Glekliimgeii  von  6)  bis  ll)  ergibt  sich,  dass 

wenn  /i  »  A  »  /'s  =  /i^  dann  sind 

Ps  ^-        =  P4  "=  =^  ? 

9»    fi+fk==fi+fi,  dann  sind 
j  fft  *         ^  9'    Aber  nicht  unendlich  gross-, 

„   A^A;  fi^fit  dann  sind 

— oo;  «ft  „  »  „ 

„    (/i  >  Ä)     A  ^  fu  dann  sind 

=  ^<  •=»  ^1  M  „  W 

Die  Mittelpunkte  der  Kugeln  werden  durch  die  gemeinsamen  Punkte 
deijenigen  Ebenen  bestimmt,  weiche  die  Flächenwinkel  halbiron. 

Bezeichnet  man  mit  Ju  und  Am  diejenigen  Ebenen,  welche  den 
iniieren  resp.  äusseren  Winkel  der  Flächen  /,  i  halbiren,  die  Mittel- 
paokte  der  Kugein,  deren  iiadien  r,  ri,  qi  sind,  mit  n»,  tn«,  dann 
lifigen 


13) 


in  der  Ebene  Jj^ ; 

in  der  Ebene  Jjs; 

171     171^  ^3 

9) 

•^13*7 

^1  "'-J  f*4 

n 

1 

99  -'13» 

min20ig|A4 

91 

99 

99 

99  "^ui 

91 

99 

99 

99  ^'9 

9» 

99 

»9  -^«9 

II 

99 

9»  -^SiJ 

ftner  gehen  die  Geraden 
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snm,,  mtfif,  m^f^iy  m^n^  durdi  dOD  Eckpunkt  1; 

mmj,  «»afi^,  m^fi,  ^  „  2; 

m2^A4,  «t^fig  „  „  8; 

**»4»  m|fl4,  flRffts»  "••Ht  M  1»  4. 

Nacli  dieser  Zusammenstellung  ist  leicht  ersichtlich,  dass  dio 
Central projectionen  der  Mittelj)unkte  aus  einem  Eckpunkte  als  Cen- 
trum auf  die  gegenüberliegende  Fläche  ein  Viereck  bcstimnien,  dessen. 
Diagonalponkte  die  anderou  drei  Eckpunkte  des  Tetraeders  sind. 

Um  dio  Lagen  der  BerfihniiigspaDkte  der  Kugehi  aaf  den  Flfichen 
z.  B.  1  Fläche  zu  bestimmeo,  bezeichnen  wir  mit  pi  die  orthogo* 
nale  Projection  des  1  Eckpunktes  aof  die  1  Flftche,  dio  Central* 
projectionen  der  Mittelpunkte  ans  dem  1  Eckpunkt  mit  m\  m/,  u,'  . . . 

die  BerOhrungspunkte  der  Kugeln  auf  der  1  Fläche  mit  a,  «i,      . . . 

Aus  der  Reihe  14)  folgt  nach  den  Gesetzen  der  Perspective, 
dass  die  Punkte 

16)  ftaoi»';  Pi<Hmt\\  Pi^»>»'«ai  Ä«*»»/«* 

sowie 

2fli«t;  3a,ag;  dtf,««; 

2a  Oj;  3a  o^;  4a  o«; 
2aj«f4i  '6a^a^\  4<i,a«; 
2a^«g;  Za^Ufi  4a^«i 

iu  eiucr  Geraden  liegen. 

IMe  acht  Berflhrungsponkte,  die  drei  Eckpunkte  (8,  3«  4)  «ad 
dio  orthogonale  Projection  (^)  des  vierten  Eckpunktes  sind  derart 
sitnirt  auf  16  Oeraden,  dass  durch  jeden  Punkl  Tier  Gerado  gehen, 
und  auf  jeder  Geraden  drei  Punkte  liegen*). 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  auf  den  unter  15)  angeführton 
Geraden  dio  benannten  Punkte  von  einander  harmonisch  getrennt  sind. 

.  Bilden  wir  zu  dem  Ende  ans  den  Gleichungen  1)  bb  11)  folgende 
andere: 

Ij.i j      1_1  ^2 
und  nelunen  wir  noch  in  Betracht  die  Proportion 


Dar^g«,  CorvflD  3ter  Ordnung  p.  914. 
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Ktkhe  sicli  aus  dou  im  Kaume  vorkommenden  ähnlichen  Dreiecken 
ergibt,  so  erhalten  wir: 


md  daTon  ist: 

Pi  m'  «»»»' 

Die  Gleicliuug  beweist,  dass  die  Punkte  pu  mu'  von  ai^  ak  har-  • 
Boniach  getrennt  sind. 

Pressburg,  den  4.  Juni. 
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xxvn. 

Bclaircissements  «iir  uiie  Note  relative 
a  la  fonction  log/  'x. 

Par 

Monsieur  Genocclii, 

Frafctsenr  k  l'Univertit^  de  Turin. 


I)oux  Notes,  quo  j'ai  prcseutees  en  1873  a  rAcademie  Royale 
tio  rJolgique,  out  ete  Tobjet  d'uu  compte  renda  dans  le  Litterari- 
sohcr  Bericht.  No.  C(XXVII,  pag.  *J'i  et  25  (Archiv,  tom.  57.). 
Coniine  eu  certaiiis  points  cos  Notes  u'out  pas  ete  coinpriscs  et  inter- 
pret^s  suivant  leur  vehtable  sens,  j'ai  cra  convenable  de  donner 
qnelqnea  exfiUcations,  ainsi  quo  le  stvant  B^dactenr  avait  bicn  Tonla 
m'y  engager.  Sur  Taue  d'ellcs,  qoi  ee  rapportait  k  la  G^m^trie 
abstraite.  Je  me  sois  dej^  explique  dans  an  travail  etcndn  qni  \ient 
de  paraitre  et  qoi  est  intitol^:  Sur  an  Memoire  de  Daviet  de 
Foncenex  et  aar  les  gconietrics  nou  enclidiennes  (Tarin. 
1877).  Ainsi  je  mc  bomcrai  ici  ä  rantro  Note»  snr  laqaelle  j'entreni 
dans  toos  les  detaila  et  je  donnerai  toas  les  d^tebn^ements  qni  sont 
nöccssaires  poar  oomprendre  oes  expUca^ons  saus  rcconrir  i  d'aalres 
toits  sur  la  qaestioa.  Je  rtpoadrai  ea  m^me  lemps  k  osrtaines  ob- 
semtioBS  pablito  daos  les  annto  1873—74  par  MM.  De  Tiily,  de 
BraxeUes,  et  Ph.  Gflbert»  de  LoaTaia. 

1«  Renale  de  ^ie^le. 

Oa  a  rideatit« 

«— *      « + tw     (a  -i-  r«)  (a  —  6)  • 
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et  nmplacaiit  saceessiTenieiit  par  vq,  v„  ...  v«,  moltipliaiit  re- 
qweÜTement  par  les  qoantitte 

1   ^+^\  ('i-hi!o)(^+^i>,  etc 
et  ^jootaat  lea  prodoita,  on  obtient,  apr^s  des  ridaetloi»  fadles, 

«^"^  («+t.o)(«+fi)"^(«+n»)(a+r,)(a+»^)"*'- • 

^  (&-f  tQ)(/>4-»'i)---(^  +  ^-»-l)  ,  (Ä  +  ro)     +  t'i) . . .  (Ä +^ 

*  (a+«^)(o+vi)...(a+VH)    '"(oHr*'o)(«+«'i)--(«  +  »»»)(«— ^) 

C*«t  la  forniulo  doniieo  par  Nicole  dans  los  Memoircs  de  l'Aca- 
ifide  de  Paris  pour  1727,  sauf  uuc  legere  dittYrcuco.  J*ai  moutre 
^\^u  (Nouvellcs  Annales  de  Math ematiqiios),  qu'on  peut 
et  lirer  nne  rC'gle  de  couvergcnce  des  serics  assez  reniar<iuable.  En 
tkt,  91  Ton  d^signe  par  Jin  le  dcruier  tcrme  do  cette  formulo,  par 
r.  raTant-demier,  qui  fouraira  les  autres  en  mettant  poar  n  les 
MBbres  0,  1,  2,  . . . ,  on  poom  öcrire 

et  Ol  aara 


d'uQ 


ea  sapposant  positives  toutes  les  quautitcs  a,  />,  a  —  pq,  V|,  ...  v«. 
Boae  li  la  aMe  dont  le  terme  gin^ral  est  ^ip^^  dWergente, 

p  poiirra  crottre  ind^fiaiment  avec  n,  et  i?»  sera  ind^fiuiment 

üecroissant,  en  maniere  que  la  Serie  «•o  +  "*j4~'^8  +  - ••  ^^^a  convcr- 
geale  et  anra  ponr  somme  ^        Ainsi  noas  anrons  deux  s^ries, 

fsse  divergente  ayant  pour  tenne  g^^ral  t^'n  =s  ~  -  ,  Tantre  con« 

^t  rgtnte  ayant  pour  terme  geueral  irn,  et  le  rapport  de  deux  termes 
coDsecatifs  daus  ces  series  sera 
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Soit  u„  le  tenae  g^o^ral  d'anc  aotre  s^rio  4  termes  poshift:  d'i 
iin  principe  coimii,  eile  Ben  divergente  li  Ton  a 

et  oonvergente  si  l*on  a 

«»  ^  IT«  «N  a+»te^.i 

ceUt  ponr  n  quelconqae  oo  k  partir  d'nne  ?alear  donnte  de  m. 

On  Toit  qu'on  pent  d'une  infinite  de  maniöree  attriboer  des  Ta- 
lern convenablee  4  «n«  a  et  ^. 

La  formale  de  Nicole  peut  se  reduiro  ii  la  saivanto 

(i+iH»)(i-K).  .(i-K)  -  i+««o+a+«DK+(i-K)(i-K)«f+  " 

^qaation  prcsque  Evidente  dac  k  Eulcr.  Dans  nn  article  post^rieur 
(r^dig^  en  septembre  1868),  j'ai  fonde  sur  la  memo  formole  ose 
throne  ^I^mentaire  des  produits  infinis.  Yoyez  Noavelles  Anna- 
les de  Math^matiqnes,  1869. 


Ii.   Fonuttle  de  Lagrange  et  formiüe  de  Binet. 

Faisons  daas  la  formnle  de  Nicole  a  «,  »  —  «;  nniltiplioBi 
par  da  et  int^grons  dea«-*0&a*l.  En  posant 


-/ 


1 

—  w)  (t>i — •) . .  *        ~  •)  . 
1.2... I  ^ 

9' 


1.2...I 

Ar 


et 

neos  anrons  % 

log(l  +  i)  -  JC^+u^X,+aA+... 

j.«-y  -u  r  — «)  •  •  K «) 

dAveloppement  de  log^l  -f^^  avec  na  rette  qa*oa  pent  reprftasKler 
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x-fa  jnfif<^r  de  U  convcrgence  de  ce  developpemcnt, 

■ew  suppoterons  «  >  0,  to  nol  o«  positif,  r„  r  ., . . .  tous  posirtft 
et  oon  infiMeara  &  Tiinit^,  et  oommerons  o>  la  plus  giaude  valenr 

Aomerique  de  entrc  les  limitcs  «r  =  0,  «  =  1.  On  anra,  en 

Tilear  muD^riqnc, 

et  par  ssite 

ÄMic,  si  la  sMe  ^  .  ^ ,  7  .  ...  est  divergeate,  -J-  aasmentera  in- 

defiuiment  avec  /i,  et  i?„  dccroitra  iudefiDiincnt  en  valeur  numeriquc; 
doDc  l'iütügrale 


qui  a  une  valeur  infürieurc  a  ^>  si  3/  est  la  valeur  maximum  de 

9 

ira  aossi  iDd^finiment  dtooissant.  Ainsi  la  sörio  indiqn^o  scra 
coDTergente.  Ello  a  ^t^  doiui6e  par  Lagraage,  saas  l'expression  da 
reste,  dana  le  cas  particolier  de  »0  «  0,  r,  «=»  1,  9,  »  2,    »  3^  etc. 

Seit  maiateuaut  la  fouctiou 

tft  =  («  —  J )  log«  —  SD 

sa  düförence  ponr      »  1  scra 

du  =^  l0g«+(a:+J)Iüg(l+^)-l. 

Miis  ponr  Iog^l  +  ^^  on  a  rexpression  pr^cödente,  et  comme 

ü  s'eusaivra 
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0 

oä  l'on  a  iait 
et  en  g^n^ral 


—  (J — w  i-i)  «fif  1 + (»+  2)  a. 


Or  «1  =  ro — },  et 
1 


0  0 

on  a  en  mSme  temps 

'{vQ—a)     — er). .  - ('•.  —  g)  (j  — g)^-^ 

1.2.. 


Bonc,  avec  ees  coaTeotions,  II  vlmidra 

0 

et  le  düveloppenieut  qui  est  ici  compris  sera  convcrgeut  pulscjue  Hh-i 
devenaut  intininient  petit  pour  n  iutiui,  il  cn  est  de  meme  de  Tiuto- 
gralo  qtti  forme  le  tcme  complemeutaii'e.  Ou  sappose  toajours  quo 

la  B^rie  ^ «  ^  »  ^  >  etc.  soit  divergente,  et  x  posltil 

V| 

Int^grons  enfln  par  rapport  a  «  et  snivant  les  r^es  dn  calcsl 
des  dUKrencee  les  denx  meaibres  de  cette  öqnatlon  eoua  la  conditioa 
d-dewos  indiqute  de  ^x^li  nne  int^rale  particoli^  du  premicr 
membre  sera  «  et  ne  pourra  diff6rer  d*une  integrale  particalito  di 
second  qae  d'one  qaantiti  constante  ou  p^iodiqne  laqaelle  eera  d^- 
sigD^e  par  C»  Ainsi,  cn  repr^sentant  par  le  siguo  £  des  intögralci 
particaUdres,  remettant  la  vdcur  de  t»,  faisant  £Xi  1%  et  transpo- 
saut,  on  aara 

Dans  le  cas  particulicr  de     =  t\  on  peut  preudre  J',  =  — 
ce  qui  düune,  en  rempla^ant  n  par  n-\~ly 
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871 


1 

0 

Cctt6  formale  se  tronvc  dan8  ma  premiöre  Note  de  1853  dont 
eile  etait  l'objet  principal,  et  ne  supposo  aucunement  que  x  soit  nn 
Dombre  entier.  Les  argomente,  par  lesquela  M.  Ph.  Gilbert,  cn  no- 
vembre  1873,  a  voulu  prouvcr  le  contraiFO,  ne  sont  pas  s6rieux*). 
Li  qaantit^  C  pennet  de  d^tenniucr  comme  on  Toudra  les  integrales 
pirticaliöres  design^  par  £:  j'insisto  sur  oette  qualiücatioii, 
or  je  ne  comprends  pas  comment  M.  De  Tilly  a  pa,  dans  aon  Rap- 
port, affirmer  qac  d'apres  mon  cxplication  les  «S.sont  nniqnement 
des  integrales  g^n^rales**). 

Dans  la  funmilc  de  Binet  ou  reduit  Zlogz  a  log/V,  C  ä  |log2», 
et  roü  prolonge  iudetiaimüut  et  sans  terme  complemeutaire  la  serie 

/Mo + A-^i + Ä-^ + •  •  M 

qac  j'appellerai  serie  de  Binet 

DL  GesTergenee  de  la  tM»  de  Blaet«  ^fanoalsssoMBt 

pear  x  Inflnl. 

La  qnestion  de  la  convergence  ne  ponvait  pas  produire  la  moindre 
<lüficQlte.  Binet  s'en  ^tait  occap^  d'one  maniere  tr^  profondo  et  tr^s 
detsülte,  et  avait  iadiqu^  des  moyens  simples  et  directs  povr  d6- 
montrer  la  convergence:  moyens  aozqaels  j'aaiai  pQ  renvoyer  sans 
aatm  ezplications.   Ayant  tronv^  une  ezprcssion  du  reste  de  la 
s^rie,  je  ii'ai  fait  qa'lBToqner  en  deox  mots  nn  principe  6nonc4  par 
Ealer  et  Lacroiz,  ponr  d^dnire  de  cette  ezpression  la  conTeigenoe. 
J'ai  donnd  nne  d^monstration  plus  ddveloppte  dans  ma  demiire  Note; 
IC  Hoppe  l'a  jogie  trop  ***)  prolize,  mais  celle  qu'il  propose  me 
ptndt  beaneonp  plus  prolize  car  eile  emploie  nne  formnle  du  Lehr* 
bseh  dont  la  dimonstration  est  anssi  nn  pen  longne.  J'ai  fiiit  nsage 
de  eonsid^rations  plus  simples  dans  ma  Note  pag;  8—9,  et  j*ai  ob- 
tenv,  ao  fond,  le  mdme  r6snltat  qne  cherchait  M.  Hoppe,  savoir  nne 

limite  sop^rieure  de  2:jin^i  (suivaut  la  notation  que  j'avais  adoptee). 


*)  Yo/M  ks  Bnlletias  d«  TAcad.  rojr.  de  Belgiqm  ponr  16SS  et  187S. 
**)  Ibid.  1873. 

***)  Ce  mot  ne  le  troave  pM  Ik;  le  na!  eontenn  de  la  renuurque  est  obIi 
il  t^y  agit  de  ce  qne  Tantcnr  ne  fait  nnl  nnga  de  ion  expresnon  dn  rette, 
fei  en  e'iranoniaeaat  nontre  la  convergence  de  la  i^rie.  (B^.) 
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Je  remarqaerai  encorc  qne  M.  Hoppe  fiemble  avoir  u^glig^*)  lUat 
la  foDCtion  k  integrer  les  Tariations  de  factcar  x-f*a  qai  entre  an 
d^nominatcnr  et  quldevient  «-f-l+ffi  «+2+a»  etc.;  et  qn'ea finis- 
saat  ii  ge  borne  k  nae  afifimatioa  qui  poor  moi  n'eat  pas  trte  daire, 
car  il  dit  Beolement,  qne  la  convcrgonce  de  la  s^rie  V»  {ünie 
de  Blnet)  s'ensnit  do  U  sans  difficnlti. 

Quoi  qu'il  eii  soit,  voici  uiu'  (It'inoiistratiou  tros  simple  A  laquelle 
sc  reduit  la  demoustratiuii  de  ßiiirt  lorsqu'ou  la  debarrawe  de  toot 
ce  qui  u'est  pas  uecessairo  pour  ctabiir  la  coavergence. 

On  a  id 

ü  /*«(l-cr)(2-cr)...(,-ft)^, 

 j  1  .^.^.pYj  <1-«)^ 

0 

le  produit  «(1  —  a)(2  —  a)...{{  —  a)  v>t  iiifüricur  a  et  la  va- 

leur  Quin^rique  de  ^ — o  uü  surpassc  pas  i\  douc  ccllc  de  sera 

infi§rieare  k  et  ccHo  de  ßiXi  sora  inf&rienre  k 

1  1.2.../  -4   A   L  1.2...(/-1) 

couvergcute  a  tcrmes  positifs  doiit  la  somme  est  ^:  ou  peut  rccun- 

nattre  cela  par  la  formale  de  Nicole,  ptiisquc,  en  y  fiusant  a  «»x+lt 

I,  tv  -»  s  on  troavo 

II,  1  ,  1.2   

Done  la  sirie  ayaut  pour  terme  g^n^ral  ßiX,  sera  anssi  coii?ergeote 
et  aora  ane  Bomme  iaferieuro  k 

II  fandra  partir  da  terme  ß^X^  poar  faire  lacomparaiaon:  itfon- 

tant  lo  terme  ßQÄ^^  qui  est  c^jal  ü  ou  coudura  quo  la  Serie  de 
Binet  est  coavcrgento  et  a  ano  somme  inf^riearo  cn  valear  absoloe  k 

12*^2«* 

Cette  limito  est  peu  approrhee,  inais  ello  sultit  i)our  montrö* 
qae  la  somme  de  la  seriu  do  liinet  doit  s'evauouir  si  x  devient  iufioi- 


Cef  variatiom  diminnent  Mnleneiit  1*  qnantitd  qni  doit  s'^rftiiovir.  (B^} 
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Cotto  proprio  C8t  d'Aflleiin  öridento      qn'on  admet  la  convergcnce, 

toQS  Ics  termcs  de  la  scric  s'auuulcnt  avec  -:  la  dctiaitiou  do  Ja 
eoBVCi^ce  et  ceUe  de  la  somme  d'ano  sörie  doivent  lever  tons 

les  doutes.  Le  restc  de  la  serie  dcvra  aussi  s'auauler  avec 

X 

U  est  encoro  viaiblc  quo  ce  restc  sora  aiio  valeur  particuliere  de 

1 

rintegrale  aux  ditftrreuces  £  j  ftfet,  comme  je  Tai 

remarque  dans  ma  deruierc  Note,  si  uae  serie  de  fonctious  de  x 

est  cuiivi'igciito,  et  II  ])()nr  suiunie  ^,  ])Our  restc  r„  apros  u  termcs, 
et  si  cela  a  lieu  pour  deux  valears  x  et  x-^-^lx^  Tautie  serie 

sera  aussi  couvcrgeatc .  aura  pour  sommo       et  pour  rest©  ^r«. 

Avant  fait  Jr,i  =  t'h,  oii  aura  r„  =  ^r'»,  et  ainsi  lo  reste  r«  de  la 

prcniierc  serie  sera  uue  integrale  particuliere  du  reste  r'„  de  la 

dcmi^rc.  Or,  dans  iiotre  eas,  le  reste  do  la  s^ie  des  differeuces  est 
1 

Wen /ä.^-* 


dai  donc  le  reste  de  la  serie  de  Binet  sera  une  int6- 


gndc  partiddi^  de  octto  foDction»  cello  qni  s*aiinalo  avec  • 

X 

Ces  proprietes  sont  une  cons^quence  bien  faciie  de  la  convefgenoe 
qai  avait  6t6  d^montreo  par  Binet 

M.  De  Tilly  :i  piiblit';  eii  IST.'i  uue  Note  pour  eclaircir  les  points 
«lue  je  viens  d'inditiucr,  dans  le  eas  partieulier  de  x  eutier,  et  M. 
Pb.  Gilbert  assure  que  son  travail  a  reiidu  un  s  er  vice  reel 
aux  geometres.  On  voit  quo  toutes  les  »lucstions  se  reduiseut  a 
la  (It'oiuustration  de  la  comergeuce  et  que  cette  demonstration  etait 
donuee  depuis  lougteinps. 

M.  Ph.  Gilbert  a  voula  furo  Thistoiro  des  recherches  snr  la 
fosetioo  IogA«)>  H  nonim^  un  grand  ttombro  d*oavrages  et  do 
M^moires,  mais  sans  les  avoir  las.  Oa  peat  en  joger  par  le  passago 
soifant  (Bulletins  de  TAcad.  roy.  de  Belglqno,  Janvier  1873, 

V^%'  0): 

..Bin«'t  no  s'etait  pas  arrete  ;\  demoutrcr  la  convergence  de  cette 
..Serie  (la  serie  dont  nous  venons  de  parier j,  mais  Caucliy,  dans  le 
^memoire  dejä  cite,  duaua  do  cette  fornmle  de  liiuet  uue  demoustra- 
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j^tion  rigourense,  d*ane  beaatö  analytiqae  exceptfonnelle,  et  qul  en- 
„traioait  en  mime  temps  la  conveigence  de  la  s^rie.^ 

Si  M.  Ph.  Gilbert  avait  Iii,  je  ne  (Iis  pas  Ic  Memoiro  de  Binet, 
mais  au  moins  cclui  de  Caucliy,  il  aurait  su  que  cctte  demonstra- 
tion  rigoureuse,  d'une  beaute  analyti(iue  t- \ ccptionnell e , 
etait  de  Binot,  rar  Caucby  Ic  declare  lui-nieme  trt^s  cxprcssemcnt. 
J'ai  refut^  dans  ma  Note  res  etranges  assertions  en  citxiiit  dos  extraits 
des  Memoires  de  Binet  et  de  Cauchy,  et  j'ai  conclu  en  ces  termes; 
..On  Yoit  donc  que  Binet.  non-seulenient  n'a  pas  n^^glige  la  qucstion 
„de  convergence,  mais  l'a,  au  coutraire.  approfondie  avec  uii  grand 
„soin,  et  que,  relativement  a  la  convergence,  Caacby  n'a  Üait  que 
„r^prodaire  une  des  d^moustratious  de  Biuet^^ 

J'ai  cit6  dans  la  m^me  Kote  nno  antra  t6rie  de  factorielles  ni- 
gatiTes  ^tndi6e  longncment  par  Binet  dans  son  grand  Memoire,  qni 
n^nmoiüs  ^tait  rest^e  inconnuc  au  savant  beige,  tant  inconnue,  que 
Tayant  depuis  rctrouvec  dans  scs  Rccherchcs  sur  Ic  devclop- 
pcmeut  de  la  fonction      (Bruxelles,  l.*^7o),  il  la  crut  nouvello 
et  lui  appartenant  et  la  detlare  serie  analoguc  a  celle  de  Binet 
et  que  Ton  pourrait  aussi  obtenir  par  d'autres  procedes 
(pag.  25).   J'ai  mentionne  aussi  uuc  infinite  de  serics  sem- 
blables  ix  ccllc  de  Binet,  que  j'avais  donnees  en  1855.  J'ai 
revendiqne  ä  Binet  un  autre  developi)enieut  qu'on  attribaait  k  Feaui 
et  qu'on  trouvc  dans  les  Coniptes  rendus  de  1839.   M.  Ph.  Gil- 
bert i)cnse  rectitier  sa  preniiere  assertion  en  attribuaut  cette  ^scrie  a 
Caucby  (Ree  he  roh  es  etc.  i)ag.  14),  mais  le  M<^moire  de  Cauchy  est  , 
de  1843  (M.  Gilbert  se  tronipait  en  le  faisant  remonter  ä  1841). 
J*ai  r6tabli  en  outre  les  droits  d'KuU  r,  de  Plana,  de  M.  Weierstrass,  I 
qui  me  paraissaicnt  oublies.   En  tinissant,  M.  Gilbert  annonc^ait  cet  j 
important  resultat:  „que  Ton  peut  obtenir  Tcxpression  du  reste  de 
„la  Serie  de  Binet  sous  la  forme  d*une  integrale  d6finie  triple". 
J'ai  repondu  qu'en  1859  j'avais  obtena  et  publik  rexpression  de  oe 
reste  sons  la  forme  d'ane  integrale  döfinie  simple. 


lY.   Factorielle  de  Gauss.  Determination  de  la  qaantit6  C 


Je  d^is  avec  Gauss  la  fonction  r«  comme  la  limite  ponr  k<^»  \ 
de  la  ftctorielle  I 


1.2.8...ifc.jfc«-i 


qni  donne 


«(x  + 1)  (x+ 2) . . .  (x+Jfe — 1)' 


Ax+1,  k)  - 


il- 


et  &  la  limite 


by  Google 


a  ia/onctioH  togFx,  375 

ou 

iogr)[x+i)— logr«  —  log«. 

AiD«  lagFx  est  unc  valcnr  particaliöro  de  Tintegrale  auz  diff^rcnccB 
^logjt,  et  en  le  sabstituaot  daus  nne  formole  pr^c^ente  nons  aarons 

si  ^(x)  repr^sente  la  somme  do  la  s^rie  de  Binet 

A^o+A-Si+ÄA,+  etc. 

tpi'oii  a  d^montrt  €tre  oonvergente.  Prenant  les  diff(§renoes  des  deux 
poar  Jx  =  1,  OB  tronve 

=  (xH-J)log(l  +  i)-l; 

tt  rcmpla^ant  saccesaivement  x  par  ...  ac+A— 1,  et 

i^ootant,  on  d^dnit 

lL{x)  -  tlix+k)  [(o; -f  m+  i)  log  (l  +  - 1]. 

et  en  outre 

«  (A— 1)  log  (x+A:)  -  log  [(«+!)  (x4-2) . . .  {x+k-l)]. 

Donc 

(«+it-4)  log(x+A)  -  (ar+i)  logx-  log[(a:+l)  (a:+2) . . .  (or+A— 1)]  -A. 

D'an  antra  oAt^  Texpression  de  IXr,  h)  donne 
logll'^k)  =  log(1.2.3..i;)+-(«~l)10gi--log[a:(a:+l)(«+2)...(a;+A-l)]. 
Combinant  oea  denx  ^qnations  et  faisant  povr  abriger 
lfm  -  log(l-.2.3..,Ä}-(ife+J)logÄ+i, 

OA  obüent 

-fi(«H-|«(*+*)+logAa:,Ä;)  =  («-i)log»-(a+&-l)log(l-f^)+9W, 
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daus  laqucllc  11  faul  prcudrc  les  limitcs  pour  il-  —  x .  Hais  comme 

(«+i-i)l<>g{n-|)  =  (._i)k,g(i  4-^)+.-2.+~— 

k  etant  suppose  >>  x,  et  par  suite  {x-^-k  —  J)  log  ^14-^^  se  reduit 

^  X  lorsqae  k  devient  infiiiL  D'aiUenrs  oq  sait  qne  la  somme  f^ar) 
de  la  8&rie  de  Binet  s'^anonit  ponr  x  infini,  en  BOite  que  la  linaite 
de  mille.  On  condnra 

cc  qui  revicnt  a  C  =\\mq>{1:).  II  rcsulte  douc  que  la  quautitc  C  est 
imlöpcudantc  de  x  cominc  (f>{k)^  et  qu'aiosi  C  n'est  pas  une  fonction 
periodique  mais  imo  simple  constaate. 

Cette  dömonstratioii  est  extraite  presqae  textacUemcnt  des  Bul- 
letins de  TAcad.  Roy.  de  Belgique,  ferner  1854,  pag.  85—88. 

J'ai  dit  an  memo  endroit  quo  la  valeur  de  C  s'obtieiit  aia^ment 
par  la  formnle  de  Wallis.  M.  De  Tilly  affirme  an  contrairo  „qii*oa 
„ne  pent  employer  ponr  cela  la  formnle  de  Wallis  qne  daaa  le  eas 
„particnlier  oü  x  est  entier'^     Mids  cette  fomnde  doime 

n  /2  2  4  4    2/.— 2  2il:  — 2     2k  \ 


on 


i/tc  /    2.4.5. ..21-       1  \ 


y2A> 

et  comme 

2.4.6. ..2/.-  2K\.2:d...k, 
1.2.3...2^•  =  1.3.5...(2i  — 1).2.4.6...2&, 

on  pent  toire  anssl 


\/n  r(2»1.2.3...i)«    1  1. 

^  2  =  hm  [-iXsTTaT-  7^J  • 


fl  s'ensnit  qne  ilogj  sera  la  limite  de 

21og(1.2.3...fc)— log(1.2.3...ab)+2fclog2~llog(aL0  = 


*)  Bulletins  etc.  novembro  1873,  pag.  460. 
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Üi  troave  d'ftiUeors 

I 

2f(i)-9(2fc)  -=  21og (1.2.3  ...  jfe)— log(1.2.3 ...  21)  — (2*+l)logfc 
liU  aou  tin>ii8 

i         29(ifc)— 9»(2ir)  -  JP+  (2*+l)log2+2Hog2  -  Jr+log2, 
I    et  U  limite  de  29ik)  —  q>       sera  aiosi 

lim  jr+log2  »  ilog^+log^  -  ilog2fK. 

i  ^ 

f    Or  C=  limqp(^) ,   et  de  inßme  C  =  lim9(2^•):  donc  la  limitc  de 
I    'if{k)-ip{2k)  est  2C— C  — a    On  condat  la  valenr  cherch6e 
j    C»|Jog29s,  soit  X  entier  on  non  entier;  ce  qni  comptöte  la  for- 
■riede  Binet 

^        £a  faisaut  il  —  <x  daos  l'equatiou 

j  |.W-|.(x+*)-"2~'[(«+'»+lJlog(l+^-)-l] 
^  Mab  formnlo  <le  Ondennann 

i 

fi*«  pest,  avec  M.  Pb.  Gilbert,  mettre  aons  la  forme 

1 

m—n      /*  J_^M 

m=o  ./  x+m+m 
I  0 

'  paisqac  cette  iutegralc  deüuic,  relative  a  a,  a  pour  valcur 

(*+m  +  i)log(l4--^)--l. 


T.   ObferfmtloB  nr  les  Talem  lilbües  de  la  Tariable« 

I       J*at  lait  nae  Observation  fort  simple  dans  ma  denii^re  Note,  qui  ne 
B'apM  flembl6  manqner  d'importance.  M.  Hoppe,  l'ayant  rapportto 
I   nenctemeDt,  l'a  Jng^  inezacte. 

L'etude  de  la  serie  de  Binet  avait  couduit  k  prendre  pour  x  des 
valeurs  infinies,  et  Ton  avait  trouvd  qae  pour  ces  valeurs,  quelle  que 
^  lear  forme ,  la  somme  de  la  s^rie  s'annulait.  Plus  g^neralcmoTit, 
j*«rsis  consid^r^  ane  »M»  convergeiite  9(a;)+9(x+l)+^(^+^)+ 
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etc.,  et  cn  supposant  (p{x)  =0  pour  touto  valcur  infinie  de  /, 
j'avait  coiiclu  quc  la  sommc  ile  cctte  serie  sorait  une  valcur  parti- 
culierc  de  Tiutcgralc  <^9(x),  s'auuulaut  pour  x^co, 

J'^non^is  ensnite  co  principe  que  je  regardais  comme  presque 
Evident  Jbotsqu'on  a  obtenn,  on  int^grant  par  une  integrale 
particnliire  /(«),  et  qu'on  dötermine  la  qnantiti  C  de  Tuitigralo 
gfyiMie  /(xy-^-C  en  fiiisant  xssco  et  en  supposant  C  constante;  d 
Ton  tronve  pour  C  nne  quantitö  finie  et  d^tennin^  on  ponrra  ooa- 
dnro  qn'on  n*anrait  pas  nne  antre  Talenr  de  C  en  la  supposant 
variable  (c'e8t*&-dire  periodiquc)/'  La  d^monstration  ^tait  trte  ^pte* 
en  d^gnant  par  e  nne  valenr  finie  quclconqne  de  a* ,  je  remarqnais 
qno  la  qnantit^  C  itant  p6riodiqno  doit  prendro  penr  x^c+U 
35  «.  c-f-2,  «  c4-3,  .„  la  mdme  valenr  qn*eUo  prend  pour  «  — 
qn'  ainsi  eile  prcndra  oette  valeur  ponr  x  -«  «-j-  m  dtant  nn  nombre 
entier  aussi  grand  qn'on  voudra,  et  par  consequent  eile  la  prcndr& 
pour  X  iaüni.  II  resultait  de  lä,  que  dans  ce  cas  rarbitraire  Cte 
r^duisait  ä  une  coustante. 

J'ijontais  cctte  explication:  ,,0n  voit  qno  la  valeur  infinie, 
ponvant  revetir  nne  infinite  de  formes  diff^rentes  c+m 
oh  c  pent  varier  d*nne  manito)  contiune,  joue  le  rdle  d'nno  infinite 
de  valenrs,  mdme  continnes,  et  pent  ainsi  snffiro  ponr  d^tenniner  la 
fonction  p6riodiqne  arbitrairo/' 

II  est  t'lair,  (jue  daus  cittc  partie  de  lua  Nute  j'ai  toujours  parle 
de  valeurs  intiiiics  d'uuc  forme  (melcou(|ue,  et  que  si  pour  cos 
valeur*^  C  preud  uue  valeur  uiiicjue,  uaturelleineut  coustaute,  je  de- 
montrais  que  C  doit  recevoir  la  meme  valeur  pour  les  valeurs  fiuies 
de  T.  M.  Hoppe  me  fait  dire  (jue  si  C  resulte  constaiit  pour  cer- 
taines  valeurs  infiuios  do  x^  ü  doit  etrc  constant  cu  geueral 
pour  «  =»  00.  *  (p, 

Je  finissais  en  ^Usant:  ,^e  principe  je  viens  de  dimontrer  sora 
ntUe  en  plnsicnrs  cas,  ponr  l'application  dn  calcnl  des  difförencet 
finiesi  il  P^^^  servir  ü  confirmer  la  d^tennination  do  la  constante 
dans  la  fomude  logarithmiqne  de  Binot;  il  explique  lo  anocte  de  la 
m6tbode  sniiie  par  H  Weierstrass  dans  la  tb^rie  des  fsciiltte  ana- 
lytiquos  et  des  ftctoridles,  et  pent  fonmir  nne  base  rigoorense  i  la 
tb^orie  des  fonctions  iuexplicables  d*En1er/^ 

Ainsi  ponr  demontrer  qno  C  est  constant  dans  la  fonuulo 
logTx  =  C+(-r  — i)logx— x+/i(z), 
il  anrait  snifi  de  pronver  qne  la  qnantit^ 

logr«  —  (« -  -  l)logx+x 
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a  ponr  j*  =  x  uno  limito  finie  et  d^terminee.  La  demüiistration,  quo 
j'äi  donneo  ci-dcssu;?,  et  quo  extraite  des  Bulletius  do  1^54, 
est  ind^pendaute  de  cc  priucipe. 

J'indiqiierai  plntÖt,  commciit  le  mdmc  princip«  sert  k  mettre  hon 
de  doute  qn'  vae  integrale  anx  düTerences  est  parfaitement  d^ter- 
nlsfe  si  eile  est  sigette  k  la  coodition  de  s'^anonir  pour  x  infinie. 
Car,  d  rnie  integrale  particnli^  /(«) »  £tp{x)  s'^vanoiiit  poar 
««OD,  me  antre  integrale  9eTa/(«)+c;  avec  C  qnantit6  constanto 
oa  p^riodiqae,  et  pour  qac  cette  integrale  s'^TaDonisse  auasi  lonqne 
s=0D,  fl  &iidra  qae  cette  valeiir  donne  C  —  0,  et  que  par  snite  on 
aü  to^fonn  C  (X 

Cette  r^flexion  montre  qu'  il  n'y  avait  aacane  ind^termination 
daus  I'expression  da  reste  de  la  serio  de  Binet  sous  la  fomic  d*ane 
integrale  anx  difli^rences,  pnisqne,  los  termes  et  la  Boninio  de  la  aerie 
s'annulant  ponr  «  oc,  Ic  reste  dt  vait  s*annuler  pour  la  meme  valeur. 
üae  tflUe  pr^tendnc  ind^tenninatiun  a  ct6  le  premier  et  principal 
nffocbe  qo'  on  m*a  fait^  et  on  Ta  relev^  tantdt  comme  nne  errenr, 
taotftt  oomme  nne  lacnne. 


Tl.  dintallsatloB  4e  la  8<rie  ie  Binet. 

£b  laiasant  anx  qnantites  ß,,  Xi^  Yi  lenr  slgnüiGation  plus  g6n6- 
lale,  OB  a  la  fonnnle  dont  celle  de  Binet  est  an  cas  particnlier 

« 

Xlogx=  (x  — Dlog«  — x+C— Äii  — iJii-,—         /3«-2  1h-1 

1 


Hais  on  a  aussi 

log  r«  =  i  log  2»  +  (x  —    log«— X + |a(x) : 

ea  poeant  donc  ^logas  =  logTx,  C  =  ilog2)s,  ü  viendra 

1 

rtx)  -  -  An- An— ...  -^1.-2  Yn-i    ^  ^--^Ev'«» 

qid  donne  nne  transfoimation  de  la  a^e  de  Binet. 

Prenant  les  differences  et  chaogeant  »  en  n-|-l»  on  obüont 


1 

Kx)-fi(«+i)  =  Mi+AA',+  ...+/?H-iJirM+ y  i?H^ 


1 
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Renipla(;ons  x  succcssivcmcnt  par  x-f-l,  3^  +  -»  •••  et 
ajontoDs:  Ic  j)remier  niembro  deviendra  fU«)  — ;i(«+TO+l),  et 
so  reduiru  11  ^i(u)  si  m  est  suppose  infini,  alors,  cd  iadiqnaDt  Ics  son- 
üics  daus  le  second  membre,  on  aora 

1 

»  m  mm«/        » — « 

0 

cc 

Ici  la  Dotation  £(pix)  d^siguo  la  sommo 

9W+v(«+l)+v(«+2)+  etc., 
et  il  laut  s'assurtT  quo  cetto  serie  scra  couvergeute.    Or  ccla  est 
fädle  k  dtoontrar  ponr  los  sommes  SXi^  en  snpposant,  comme  et- 

X 

dessus,  X  positif,  iiul  oii  positif,  r„  r^,  ^3,  ...  tous  positifs  et  noft 
iuf^heurs  ä  l'unite.       cü'ct,  JT«  sera  totyoors  positif;  on  annt 

X  x|l 

et  ixi<i         de  plus,  A\  etaut  =  ^— j — i— r — r  sera^^-Vr:! 
et  comme  on  sait  que  1  ie{w+t)  =  ^ »  ^  s'ensuivra  quo  la  senc 
^-^1  est  convergente;  mais  JT,  ne  pcut  surpassor  (j^ip^}^-^»- 
IjT,  no  pourra  surpasser  ■(^^rj[^z:i  ^^i  et  formen  atusi  nno 
couvcrgente.  Lcs  s^rics  ijd  scront  donc  ^galement  convetsontes. 

(^uaut  au  tcrmc  compl^mentairo  ^  /  JiK^^-r^tla.  ou  a  truoTe 

et  Ton  peat  prondre  w  =^-,      oü      >  «(!+#«),  ^'^<^^^,^^' 

cn  posant  «m     ^  +  ^~  +    +  ^  •  ^o^s  partagcrons  Tintegrale  cm 

denx  parties,  Tune  de  a     0  k  a  »  4,  Tautre  de  ir  »  }  a  o  ^  l : 

la  valour  nura6rique  du  tenne  complementairo  sera  moindro  quo  k 
sommo  des  valeurs  uum^Tiques  des  dcux  partics,  c*est-ä-dirc  que 
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MÜS 


doBc  eette  somme  am  infißrieiire  & 

;  1 


o 


mfcrieure  aussi  a 


pusqae 


i  t     <  *  i-f  ltMn       +  '6*)' 


On  voit  done  qiie  li  la  s^rie  ^  >  ^  •      ...  est  divergente,  comme 


«''i    '':t  ^'^i 


pourra  depasscr  toute  limite,  le  tenne  eomplcmentairo  dout  il 
>'agit  ira  cn  decroissant  au  dclu  de  toutc  limite,  et  la  sehe  tr^s- 
gvuerale  exprimant  ^(x)  sera  couvergcute. 

Cette  sörie  est  d'mie  forme  plus  gioMe  qne  tontes  Celles  aux- 
qodles  est  parvona  U.  Pb.  Gilbert  dans  lo  $.  IV  de  son  Memoire 
(pag.  18—26).  En  fsisant  vq  =  a,  =  a+1,  =  a  +  2,  etc.,  et 
remarqnant  qne  dans  ce  cas 

 1.2.3...(»-1) 

.         ia+xHa+x+l).^  {a+x+i-1) 

on  aora  lea  airiea  somblables  &  celles  de  Binet  que  j'avais 
donnfefl  CD  1855  et  1859:  ies  denz  s^ies  de  Binet  r^pondent  anx 
valenrs  a «—  0  et  a  »  1. 

On  obtient  Ies  s^es  de  M.  Gilbert  en  prenant  v^^ß, 
v^=  ß-\-'2p,  ...  et  g^n^ralement  vi^ß-\-tp^  et  supposantp  nn  nombre 

entier  et  poaitif :  alors  les  sonunes  £JCi  se  r^uisent  k  an  nombre 

fini  de  tennea,  ear  on  a 
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_1   1.2...  (>-l)  

•     P  («+«  itt+ß+p)  ...  {x+ß+i-  Ip) 

_1   1  2  ...  (t~  1)  

et  les  valeurs  que  prent!  le  premier  ternie  lorsqu'on  remplace  x  par 
st-j-p,  x-\-p-\-i,  etc.  80ut  detruites  par  ccUes  du  secoud;  d'ou  U 
r^siilte 

Mais  res  series  daus  les  quelles  chaque  termc  se  compose  par  la 
somme  de  p  ternies  et  qui  ne  proc^dent  p&s  saivant  des  factorielles 
negatives  nc  paraissent  pas  devoir  etro  regard6c8  comme  scmblables 
a  Celles  de  Biuet.  M.  Ph.  Gilbert  lui-mr-me  a  qualifie  analogue  k  I 
la  Serie  de  Biuet  celle  de  la  formale  (6),  pag.  2b.  (la  secondo  serie 
de  Bmet),  mais  non  toates  lee  series  comprises  d&ns  sa  fonnole  (5). 

J'ai  adrease  uuc  ruclainatiou  de  priorite  k  TAcadcmic  royale  de  i 
Belgique  pour  les  series  semblablcs  a  celle  de  Binct  don- 
Ii6es  daus  lo  §.  IV  du  Mi  moire  de  M.  Gilbert,  et  cette  recli- 
mation  fut  inseree  ih\u<  Ks  Bulletius  (mars  1874.  pag.  351—352) 
Sur  le  rapport  de  M.  lüuosl  Quetelet.  M.  De  Tilly,  qui  d'abord 
avait  etc  iiomme  commissaire ,  deniaude  d'etro  remplace,  jiarceque 
(je  pcnse)  je  m'etais  plaint  (|u'üu  me  donnat  pour  juges  nies  adver- 
saires  (Voyez  ib.  p.  270) ;  iiuus  11  tit  ueanmoins  sou  rapport,  eu  raison 
de  la  circonstance  d'avoir  ete  l'uu  des  coinmissaires  pour  le  Memoire 
de  M.  (Ulbert  (Bulletius,  juillet  1874.  pag.  67—70).  En  ajoutaut 
pour  les  series  du  dit  §.  IV  que  je  reveudiquais  le  niot  toutes  et 
ne  teuaut  pas  conipte  de  la  qualiticatiou  de  semblables,  il  jugea 
que  ma  reclamatiou  u'etait  foudeo  qu'  en  partie,  et  que  la  formule 
(5)  dejä  mcntiouu^e  dcvait  lui  ecbapper*). 

Qnoi  qa*  Ü  en  8oit  d'ono  qaesüon  de  mots,  J'observe  qa'on  re- 
connait  mes  droits  de  priorite  pour  nne  gindnUsaÜon  plus  on  moias 
importante  de  la  s^e  de  Binet,  et  qn'  ainsi  M.  De  Tilly  n'a  pas 
mis  entiörement  k  ooavert  sa  responsabilit^  de  commissaire  pour  le 
Memoire  de  M.  Gilbert  Sa  responsabiliti  dans  cette  qtialit^  sersit 
engagte  an  m6me  titre  pour  nVoir  pas  constatö  qae  Tone  des  Mm 
que  M.  Gilbert  s'attribnait  ^t  de  Binet  lni-m6me,  et  qne  dans  la 
dömonstration  de  la  formnle  de  Gndermann  et  dans  Texpression  di 
reste  de  la  sirie  de  Binet  j'ayais  la  priorit6  sor  H.  Gilbert,  comme 
oelni-ci  1'  a  d^ari  (Bulletins,  novembre  1873.  pag.  546). 


*)  M.  De  Tilljr  dit  Tune  aa  moiai  des  seriei,  mais  il  u'j  es« 
gu'aoe  «biolumenu 


Oigitized  by 


a  ia  fiUMtkM  logPx.  383 

Lt  formale  de  Btnet  a  M  gMnha^  k  m  autre  point  de  vue, 
doit  IL  De  TUly  ne  s'est  pas  occQp6  da  tout,  mais  qne  j'ai  rappelt 
dus  Ott  derni^  Kote  en  titaut  la  formale  symboliqae 

dans  laquelle  u  desiguc  uuc  fuuctiuu  de  ^r,  et  r„  co  quo  duvieut 
du 

r  =  ^  lorsqo'on  change  x  en  «-|-».  Baos  le  d^voloppement,  les 

poissances  de  J  representeront  des  tlifferenccs  pour  —  1.  Ou 
obtient  Ia  serie  de  Biiiet  et  les  serics  semblables  en  prenant 
i  =  logx.  Je  reuvoiü  aux  Anuales  de  Tortoliui,  185ö,  pag.  71 — 74. 

Void  ano  aatre  g^^ralisatioo.  Dana  la  formale  de  Nicole,  teile 
fK  MOS  FaTona  donn^e,  fidsons  comme  d-dessos  a  —  —  «, 

et  fiii  BNütipliona  les  deox  membres  par  ^a)cfa,  et  integrons  entre 
kl finites  «a-O  et  «  —  1,  en  d^eignant  par  q>{«)  ane  fonction  de 
k  mnble  «  qai  conserve  entre  ces  limites  nne  valenr  finie  et  ne 
dttge  de  signc  qu*  nn  nombre  fini  de  fols,  et  teile  de  ploB  qae 

Fntegrale  /  fp{a)da  sc  reduisc  a  z^ro.   Si  i'on  fait 


1 


K — «)  (Vf  —  g)  ...  (y» — et) 


ovuna 

1 


Qu*  on  remplace  x  saccessivcment  par  a-+l,  ^ -|  2,  x-^-Z^  etc. 
i  Fiafiii,  et  qu'  on  i^oote  toua  les  r^saltats:  il  viendra 


Kons  sopposerons  toi^oars  qae  x  soit  positif,  quo     sdt  nal  ou 

positif,  que  tous  les  nombres  t^,  r^,  v^^  ...  soient  podtifs  et  non  in- 
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föricurs  k  VwoXtJky  et  qne  la  s^rie       ^  »      ...  soit  divergente.  Alon 

»I  »3 

on  proavera  eomme  not»  Tayons  expliquß,  qne  tontes  le»  toinmes 

2^Xi  out  des  valeurs  tiuies-,  et  u  Tegard  du  terrae  complementairc 
1 

/*  w{u)dtt 
i?H-^^~.  ou  pourm  decomposer  rintenaUc  a  =»  0,  «  =  1  en 

0 

l)lusicur8  partics  daus  cbacuuc  desqucllcs  la  fouctiou  (f>{a)  couseno 
io  m(*me  siguc,  et  on  uommaut  M  la  plus  graude  valeur  numerique 
quo  la  fonction  (jp(a)  piiisse  acquerir  dans  tout  rintervalle,  on  troa- 
vera  saus  peine  quo  la  valoar  nomdrique  du  terrae  complementairc 
sera  införieure  & 

M 

et  par  consequent  sera  intinimeut  petite  poor  n  intini,  M  etaut  uuc 
taleux:  imie. 

1 

Ainsi  la  fonctiou  X  1      .      sera  exprimee  par  aoe  serie  con- 

0 

vergente,  avec  les  coefticieuts  /?,,  |?^,  ...  .  Cette  fonction  devient 
la  nit-nie  fi(x)  qui  est  repr^seutee  par  la  s^rie  de  Biuet,  si  Toa  prcod 
9>(a)  =  j  — a. 

En  terminant  id  ma  poltoiiqno  avec  M.  De  TUly,  je  dois  rendre 
justice  &  la  forme  extrSmement  conrtoise  de  ses  Notes  et  Rapporti. 


♦  (p.  378.)  M.  Gcnoccbi  m'accnse  d'unc  Substitution.  Mii  remarquc  se 
rnpportait  a  sc8  mots  (v.  p.  378.  1.  7.)  _cn  faisniil  .r  — On  pcut  faire 
X  =  OB  cn  Ic  ftiiisnnt  pnrcourir  unc  soiic  de  voicurg,  Donc  lo  principe  d'apti» 
l'cnonce  nc  supposc  pas  vnricr  x  oontinucmcnt.  Si  M.  Genoochi  dit  niaintenant 
qu'il  a  toujours  parlo  de  vnlours  infinies  d'nnc  forrac  quelconque,  cct  ns«ge 
nc  pcut  paB  6trc  portc  dans  nu  principe  penefal  et  inJopendant.  J'ai  dit  quo, 
la  critiqac  nyant  rovoquc  cn  Uoutc  la  justcisc  de  dcduction,  il  y  avait 
de  raison  d'aviscr  Ic  lectcur.  Hoppe. 
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xxvin. 

Heber  die  Sjümmungskreise  der  Parabel. 

NeoA  Groudlage  für  die  Theorie  derselben  uad  entsprechende 

Ausfübningen. 

Von 

Herrn  Prof:  Dr.  Nack 

sa  Ludwi^barg. 


Wemi  man  drn  Wiiila-l  /wiselKii  /.wv'i  Nonnaleu  eiucr  Parabel 
mit  demjeuigcn  zvsischeu  eleu  Breiiiistralilen  der  zugehörigen  Peri- 
pJieriepunkte   vergleicht,  so  ergibt  sicli  ein  Lehrsatz,  welcher  —  in 
seiner  Einfachheit  —  schon  au  und  für  sich  bemerkenswert  erscheint. 
Derselbe  macht  es  möglich,  die  Lage  des  Krümiiunigsmitteliiuukts  für 
je«!»'  Stelle  der  Cur\"e  auf  eine  viel  leichtere  Weise  zu  ermitteln,  als 
bisher  geschehen  sein  dürfte.    Daran  knüjdt  sich  ganz  von  selbst  eine 
Völlig  elementare  Darlegung  aller  Hauptsätze  über  die  Krümmungs- 
verhälfnisse  der  Parabel,  zu  welchen  einige  vielleicht  neue  und  nicht 
unerhebliche  Nebensätze  (Vgl.  namentlich  §  4,  III  und  §  5,  I)  hinzu- 
treten.   Man  braucht  hiebei  nichts  Weiteres  vorauszusetzen  als  die- 
jenigen allbekannten  Theoreme,  welche  überall  schon  l)ei  einem  er- 
sten Studium  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  sich  darbieten.  — 
I)as  hiemit  Angedeutete  soll  hier  des  genaueren  ausgeführt,  und  mögen 
entsprechende  Bemerkungen  für  die  übrigen  Kegelschnitte  hiuzngefttgt 
werden. 

§  1. 

Entwicklung  des  Fnndamentaisatzes  über  den  Winkel 
swischen  zwei  Normalen  einer  Parabel  (Fig.  1.). 

Auf  einer  gegebenen  Parabel  mit  Scheitel  S  und  Brennpunkt  F 
ad  irgend  ein  von  S  verschiedener  Peripheriepuukt  P  genommen.  Die 

TtaiiXi.  s& 
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zu  P  gehörige  Tangente  gibt  mit  der  Axc  den  Durchschnitt  TV  Bis 
Dreieck  PFT  hat  hei  P  und  7  gleiche  Winkd.  —  Ueisst  FU  die 
Ober  F  hinauegehende  Veriäogerang  tob  iSF,  so  zeigt  sich 

1)  Wkl.  UFP  -=  2  FTP 

Wird  ein  zweiter  Pberiepberiepiuikt  Pj  in 'Betracht  gezogen,  wddier 
mit  P  anf  derselben  Seite  der  Axe  liegt,  ist  femer  d^  ]>iirch* 
schnitt  der  Ale  mit  der  zn  P^  gehörigen  Tangente,  so  hat  man  ans 
gleichen  Gründen  wie  vorhin 

2)  Wkl.  LFP^  —  2  FU\P^,  ' 

Setzt  man  femer  fest,  dass  P^  weiter  als  P  von  F  entfernt  sei,  wer* 
nach  Wkl.  VFP^  UFP^  ist,  so  erhAlt  man  dnrch  Yerbindong  der 
Angaben  1)  und  2) 

8)  Wkl.  üFP—  J/^Pi  —  2(/TP— 

Die  hier  liuks  stclieude  Diftereiiz  ist  dargestellt  durch  den  hohlen 
Winkel  PiFP\  was  die  rechts  stehende  hetritt"t,  so  erkennt  man  sie 
gleich  dem  spitzigen  Winkel,  welchen  die  zu  P  uud  P^  gehörigen 
Taugeuten  mit  einander  machen. 

Hiemach  ist  vermöge  der  Gleichung  3)  zunächst  zn  sagen:  der 
spitzige  Winkel  zwischen  den  Tangenten  der  Punkte  P,  P|  ist  hslh 
so  gross  als  der  hohle  Winkel  zwischen  den  Brennstrahlen  FP^  FPf. 
Da  aber  dem  spitzigen  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  gewiss  ^dch 
ist  der  spitzige  zwischen  den  zugehörijgen  Normalen,  so  sagen  wir 
vielmehr: 

Wenn  zwei  Periplieriepunkte  einer  Parabel  anf 
einerlei  Seite  von  ihrer  Axe  sieh  befinden:  so  ist  der 
Hpitzige  Winkel  zwischen  den  zngehürigen  Normalen 
hall)  so  gross  als  der  iiohle  Winkel  zwischen  den  in- 
gohörigen  Brcnnstrahlen. 

0er  Satz  ist  auch  dann  festznhalten  (und  dann  besonden  leieht 
zn  beweisen),  wenn  der  ^e  der  genannten  Punkte  in  die  Axe  selbst 
ftUt  (in  die  Lage  des  Scheitels  kommt). 

Anmerknn  g.  Fflr  den  Fall,  dass  P,  P]  auf  verschiedenen  SeHss 
der  Axe  sind,  ist  ehi  dem  obigen  entsprechender  Satz  leicht  zu  findcL 
Auch  k((nnte  man  immerhin  b^de  Sätze  unter  einer  gemeinschafllichea 
Fassung  vereinigen,  die  llbrigens  bei  vollkommener  Genauigkeit 
schwerlUlig  werden  möchte.  —  Ueber  den  Winkel  zwischen  zwei  Tan- 
ge nten  ist  der  entsprechende  Satz  zu  finden  in  ,,$teinor,  Theorie 
der  Kegelschnitte",  bearbeitet  von  Geiser,  2te  Aufl.,  Seite  III. 
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S2. 

Entwicklung  des  Hauptsatzes  über  den  zu  einer  Stelle 
der  Parabel  gehörigen  KrtiminuTi^skreis.  Dazu  genauere 

Bestimmuugeu.  (Fig.  2.). 

Wihrend  die  Periphenepnnkte  P,  J\  der  Parabel  aaf  Einer  Seite 
TOD  der  Aze  gedacht  sind,  sei  mit  der  Itarchschnitt  ihrer  Nor- 
Bilea  bezeichnet;  man  hat  also  (nach  §  1.) 

wo  wieder  F  den  Brennpunkt  bezeichnet.  Nun  werde  au  die  i',A',, 
Iflf  deijenigen  Seite  von  ihr  wo  /*  sicli  bchudet,  die  Gerade  so 
aagdegt,  dass  sie  —  den  Durchschnitt  U  mit  der  PN^  gebend  —  den 

Wkl,  QP^Nt  —  QNtPi 

dariuetet  Das  liierdurcb  cutataudene  Dreieck  i^A^C^  hat  dann 

and  sein  Aussenwiukel  FUI\  ist  doppelt  so  gross  als  der  innere  bei 
iVi,  oder  es  ist 

Wid.  PQPj  —  2  FNiF^. 

Kach  dem  vorhin  Bemerkten  heisst  dies  aber  auch: 

Wkl.  PjOP  —  PjFP; 

es  liegen  also  die  vier  Punkte  P,  Pj,  Q,  F  auf  Einem  Punkte. 

Denken  wir  jetzt  anf  der  gegebenen  Parabel  zwar  -den  Punkt  in 
fester  Laga,  dagegen  P^  gegen  P  hin  anf  der  Carve  sich  bewegend. 
Hit  P  bleibt  fest  der  Punkt  FvaiA  der  jetzt  auch  einznlhbrendCi  anf 
<fie  Konnale  von  P  Mende  Kramninngsmittelpunkt  dagegen  be- 
wegt sieh  auf  der  festen  Geraden  PN  sowohl  der  Punkt  ^\  als  der 
Punkt  Q,  wahrend  ftbrigena  immer 

QPi  =  QN^ 

bleibt.  Wenn  P^  eben  in  die  Lage  P  übergeht ,  so  geht  A\  über  in 
A',  und  Q  geht  über  in  den  (testen)  Halbirungspunkt  M  der  (festen) 
Strecke  PA".  Da  aber  der  vorhin  gedachte  Kreis  PP^QF  offenbar 
mit  übergeht  in  denjenigen  festen  Kreis,  der  durch  den  Brennpunkt 
F  gehend,  die  Parabel  (oder  die  Tangente  P7' derselben)  in  P  be- 
rührt, so  ist  die  von  Q  zuletzt  zu  erreichende  Lage  ^f  auch  zu  be- 
stimmen als  Durchschnitt  dieses  festen  Kreises  mit  der  Normale  des 
Punkts  P.  Woim  also  N  nicht  zum  voraus  bekannt  ist,  so  lässt  sich 
Af  vor  ^  finden  als  Durcbschnitt  eines  bekannten  Kreises      P,  P) 

S5« 
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mit  einer  bokaimtcn  Geraden  (Normale  von  7*);  und  dann  ist  A'  /u 
erbalten,  indem  die  Strecke  PM  über  M  hinaus  um  das  ihr  gleiche 
Stück  MN  verlängert  wird. 

Die  vorstehende  Betrachtung  gilt  ftlr  jeden  Pcriphericpaokt  der 
Parabel,  anch  für  den  Scheitel;  es  ist  daher  ganz  allgemein  der  Satz 
anszusprechen: 

I)  Der  KrflmmangskreiB  zn  einem  Pnnkte  P  einer 

Parabel  wird  erhalten  mittels  eines  Hilfskreises,  der 

durch  den  Brcnnjiunkt  Fder  Curvc  so  geführt  wird,  dass 
er  die  zu  P  gehörige  Taugente  derselben  in  berührt. 
Wird  der  in  die  Normale  von  /'fallende  Durchmesser 
J*M  des  liilfskreises  über  M  hinaus  um  das  ihm  selb&t 
gleiche  Stück  verlängert,  so  bat  mau  in  dem  Puukte 
den  zu  /*  gehörigen  Kr ümmungsmittelpuukt  der  Parabel; 
und  der  zugehörige  KrUmmuugshalbmesser  (P^f)  zeigt 
sich  sofort  doppelt  so  gross  als  der  Durchmesser  des 
Uilfskroises. 

Für  den  in  obiger  Betrachtung  vorkommendeu  Punkt  3/  i^t 
wesentlich,  seine  Lage  auf  der  Normale  des  Punkts  Pins  Auge  zu 
fassen  —  ebeu  weil  von  ihr  die  Lage  des  xV  abhängt. 

Ileisst  A  der  Durchschnitt  jener  Normale  mit  der  Axe,  so  ist  zu- 
nächst klar,  dass  gar  wol  mit  .1  zusammeutalleu  kann;  es  muss 
dies  oflFeubar  geschehen,  wenn  P  auf  der  Curve  so  liegt,  dass  Winkel 
P/-^' =  90^.  Ist  freilieh  JJ'Sy>%)\  so  muss  .1/  auf  die  über  A 
hinaus  gehende  Verlängerung  von  J*A  fallen.  Ist  aber  W.  P/S«<90*, 
so  fällt  M  zwischen  P  und  -1.  In  den  zwei  ersteren  Füllen  ist  es 
selbstverständlich,  dass  N  auf  die  über  A  hinaus  gehende  Verl&ngemiig 
der  FA,  lalle,  weil  immer 

PN  —  2P1C 

Was  aber  den  dritten  Fall  (Winkel  P/>>'  <  90«)  betrifft,  so  fällt  nun 
zwar  F^f  innerhalb  <ies  nun  stampfen  Winkels  PFA\  weil  jedoch 
immer  Winkel  PFM'»  90^,  so  hat  man  die  entsprechende  Lage  Ton 
FM  genauer  zwischen  FA  und  der  Halbirungsluiie  des  Winkels  PFÄ, 
Hieraus  ist  leicht  zu  entnehmen,  dass  nun  die  Strecke  PM  zwtr 
<iPA  aber  >\PA  ansftllt  Folg^di  ist  auch  dann 

2Paf>P4,  d.h.  PN>PA\ 

es  fiült  also  unter  allen  Umständen  der  Punkt  N  anf  die  andere  Seite 
Ton  der  Parabelaxe  als  auf  welcher  der  zugeli^hrige  P  sich  belhidel. 
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Wenn  P  Tom  Scheitel  8  mehr  und  mehr  sich  entfernt,  so  ist  für 
dss  Dreieck  PFM  (rechtwinklig  bei  F)  nicht  blos  das  fortwährende 
Wsdnen  der  Kathete  FP  zu  bemerken,  sondern  anch  das  Wachsen 
des  spitsigen  Winkels  bei  P.  Dieser  Winkel  erscheint  nftmlich  nn- 
mitlelbar  als  Complement  des  spitzigen  Winkels,  welchen  der  Brenn- 
strahl FP  mit  der  Tangente  PT  des  Punkts  P  macht  Da  aber  der 
letztere  Winkel  bekanntlich  ebenso  gross  ist  als  die  Abweichung  dieser 
Tangente  von  dmr  Are,  nnd  da  diese  Abweichung  (zwischen  0  und 
SO*  zu  denken)  immer  kleiner  wird,  je  mehr  P  vom  Scheitel  8  sich 
entfernt;  so  ist  allerdings  das  angedeutete  Wachsen  des  Winkels  FPM 
l»e8tfttigt 

Vermöge  vorstehender  Rctrachtang  hat  mau  xu  dem  Hauptsätze  I) 
folgende  genauere  Bestimmung: 

H)  Der  KrUmmungsmittelpunkt  zur  Stelle  P  einer 
Parabel  fällt  auf  die  Axe  selbst  dann  und  nur  dann,  wenn 
P  im  Scheitel  8  der  Curve  sich  befindet,  wobei  der 
KrOmmungshalbmesser  gleich  der  doppelten  Länge  von 
fS^  gleich  dem  halben  Parameter  sich  zeigt.  Zu  jedem 
vom  Scheitel  verschiedenen  Peripheriepunkt  P  findet 
sich  der  Krümmuiigsmittelpunkt  A'  auf  der  andern  Seite 
der  Axe  als  auf  welcher  i'  selbst  liegt,  und  der  Krüiii- 
rnougs h al b m (' sse r  J'S  wächst  zugleich  mit  dem  lireuu- 
sirahl  11\  Dieses  Wachsen  geht  von  der  dem  halben 
l:*arameter  gleichen  Aufangsgrösse  bis  in's  Unendliche. 

Anmerkung.  Der  Satz  I)  gestattet  ohne  weiteres  folgende  Um- 
formung : 

Der  zum  Periepberiepunkt  P  einer  Parabel  gehörige 
Krilmmungsmittelpunkt  iV  liegt  auf  der  Normale  von  P 
dermassen,  dass  die  Punkte  P  nnd  als  einander  zuge- 
ordnete, eine  harmonische  Gruppe  bilden  mit  dem  un- 
endlich entfernten  Punkt  der  Normale  und  mit  demjeni- 
gen Punkte  Jf,  welcher  sich  ergibt,  indem  man  aus  dem 
Brennpunkte  F  die  zum  Brennstrahl  FP  senkrechte  Ge- 
rade bis  zum  Durchschnitt  (^  mit  jener  Normale  zieht 

Dies»'  Umformung  kann  zwar  hier  den  Kindruck  von  etwas  Ge- 
/wungeuem  macheu;  sie  ist  aber  doch  schon  an  dieser  Stelle  hervor- 
zuheben, weil  sie  das  bei  der  Parabel  Vorkommende  als  besonderen 
Kall  eines  für  alle  Kegelschnitte  gütigen  Theorems  erkennen  lässt.  — 
Dieses  von  Herrn  Gutrlcr  längst  durch  Rechunnp  gefundene  und  mir 
gütigst  mitgeteilte  winl  am  Sclilnsse  dieser  Abhandlung  besonders 
berflcküchtigt  werden.  Einstweilen  genüge  es  noch  daraut  hinzu- 
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weisen,  dass  der  unendlich  entfernte  Fnnkt  unserer  Normale  PN  ge- 
wiss Meb  auniselieii  ist  als  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  einer 
Linie,  die  anf  Gnmd  der  Annahme  eines  «weiten  —  nnendüch  ent- 
fernten ~  Brennpunkts  ü  der  Parabel  einzufUhren  ist;  diese  Unic 
^mlieh  in  U  senlcrecfat  auf  dem  Brennstrahl  UP. 

§3. 

Fünf  weitere  Regeln  der  Construction  des  Krümmuugs- 
mittelpunkts  an  den  Hauptsatz  I)  des  §  2.  angeknfipft 

(Fig.  3.). 

Wenn  wir  das  Ergcbniss  der  bisherigen  Betrachtung  (und  die 
bisherigen  Bezeichnungen)  festhalten,  so  ist  sofort  Folgendos  zu  be- 
merken. 

Da  der  KrOmmungshalbmcsser  PN  das  doppelte  ist  von  dsr 
Hypotenuse  PM  des  rechtwinkligen  Drdecks  PFM^  so  gibt  das  Toa 
^  auf  die  KathetenUnie  PF  gefUlte  Lot  NB  seinen  Fusspunkt  B  hi 
solcher  Lage,  dass 

PB  2PF. 

Hiemach  ist  von  dem  einfiMsh  zu  bestimmenden  B  aus  zu  gewinnen; 
es  gilt  der  Satz: 

I)  Der  Krümmungsmittclpunkt  A'  zu  Punkt  P  einer 
Parabel  ist  dadurch  zu  erhalten,  dass  der  zugehörige 
Brenustrahl  PF  über  F  hinaus  um  das  ihm  gleiche  Stück 
FB  verlängert,  dann  aus  B  die  zu  PB  senkrechte  Gerade 
gezogen  wird.  Wo  diese  die  Normale  von  P  erreicht, 
ergibt  sich  der  Punkt  N, 

Für  (Icu  Axenschnitt  Ä  der  Normale  des  Punkts  i'güt  bekannt- 
Uch  die  Angabe 

FA  =  FP. 

Da  nun  hier  auch 

FB^FP^ 

so  ist  das  jetzt  einzuführende  Dreieck  PAU  rechtwinklig  bei  A.  Hier- 
nach ist  weiter  zu  behaupten: 

II)  Der  Krümmungsmittclpunkt  iVzum  PanktPeiaer 
Parabel  ist  dadurch  zu  erhalten,  dass  aus  dem  Axen- 
schnitt A  der  zugehörigen  Normale  die  zu  ihr  senk- 
rechte Gerade  bis  zum  Durchschnitte  B  mit  der  Linie 
des  Brennstrahis  FP  gezogen,  dann  in  B  die  zo  FB 
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senkrechte  Gerade  errichtet  wird.  Wo  diese  die  Nor- 
male von  P  erreicht,  ist  der  Krümmuugsraittelpaakt  N, 

Mit  der  Geraden  PF  (oder  PB)  gegen  die  Normale  PA  sym- 
netrisdi  liegt  die  Linie  PC,  welche  mit  der  Parahelaxe  parallel  ist 
Hieniach  wäre  ein&ch  zn  sagen,  dass  die  Pt7  mit  ihr  angehOrige^ 
Pimktcn  ZQ  denselben  Constmctionen  zu  benutzen  sei,  wie  sie  in  den 
obigen  Sätzen  I),  II)  dieses  §  j^elehrt  sind.  Macht  man  aber  die 
Li.Mire  PC  selbst  =  /V/,  und  ziclit  inau  noch  ilie  weitere  CN,  welche 
mit  .lur  Axe  den  Durchschuitt  />  gibt,  so  bietet  sich  zunächst  die 
Congruenz  der  Dreiecke  FUN,  FCN  dar,  und  es  wird  hieraus 

WkL        —  PBJV  —  90» 

ttkannt.  Hiernach  ist  schnell  zu  übersehen,  dass  mau  den  Punkt  N 
\0Q  jedem  der  Punkte  C  uud  D  als  einfach  mittels  einer  zu  der 
Parabelaxe  senkrechten  Geraden  construircn  könne,  und  es  empfiehlt 
ach  also,  die  L4ige  der  Puidite  C  und  D  selbst  auf  passende  Art  zu 
ckrakterlsiren.  Dazu  dient  die  Einführung  der  weiteren  Linie 
wfkhe  in  E  auf  der  Axe  senkrecht  steht 

Was  nun  den  Punkt  rbctritft,  so  liegt  er  auf  dem  aus  /'gehen- 
de! Durchmesser  der  Parabel;  der  Weg  PC  aber,  ursprünglich 
=  PB rj'-\- Fli  genommen,  ist  eben  hiermit  auch  FA-\-Kr 
''AE-\-IiF=  Siiiniiic  aus  Siiltiiormale  und  Suhtangentc  von  P  — 
Summe  des  han)en  Paraiiit  tors  -\-'lSE  =  Summe  des  lialben  Para- 
meters und  des  doppela^u  Abstandcs  des  Punkts  r  von  der  Scheitci- 
taogente. 

Was  den  Punkt  D  anlangt,  so  liegt  er  anf  der  Axe  der  Parabel, 
nd  es  lohnt  sich,  seine  Abstände  von  den  beiden  Punkten  8  und  A 
der  Axe  zu  betrachten.  Da  ist  für  SD  sofort  zu  sagen :  SD=:  8E 
+ED  SE+  FC  ^  SE+2SI-:+  Parameterhälfte  =35^'+  Para- 
■eterhälfte.    Und  fUr  AD  ist  anzugeben: 

AD  —  ED—BA  —  PC^EA  —  {28E+EA)'--EA  —  %8E\ 

lotzteres  auch  durch  Einführung  der  Linie  CA  leicht  zu  beweisen, 
wckhe  als  Verlängerung  der  BA^  somit  als  parallel  mit  /'7'  erkannt 
wird  und  auf  Krkenntniss  der  Congruenz  der  Dreiecke  CDA^  PET 
hioieitet. 

Die  eben  ausgeführten  Betrachtungen  liefern  die  folgenden  wei* 
tweu  Sätze: 

ni)  Der  zn  Pnnkt  P  einer  Parabel  gehörige  Krflm- 
nnngsmittelpnnt  i^lftsstsich  constrniren,  indem  man 
ToiPans,  innerhalb  der  Cnrve,  anf  dem  znPgehörigen 
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Darclmiesiier,  ein  Stück  i%7  gleich  der  Sammeaaidem 
halben  Parameter  and  doppelten  Abstand  dos  Ptnktf 

P  von  der  Scheiteltangcnte  abträgt,  dann  durch  Cdie 

zu  der  Axe  senkrechte  Gerade  zieht  Sio  gibt  auf  der 

Normale  von  P  den  Pnnkt  N, 
•   

lY)  Der  zu  Pnnkt  P  einer  Parabel  gohArigo  Krflm- 
mnngsmittelpnnkt  iVlftsst  sich  constrniren,  indem  man 
vom  Scheitel  S  ans  auf  der  Axe  selbst,  innerhalb  der 
Gnrve,  ein  Stück  SD  gleich  der  Snmme  ans  dem  halbes 
Parameter  und  dem  dreifachen  Abstand  des  Punkts  P 
von  der  Scheiteltangente  abtrftgt,  dann  durch  D  die  in 
der  Axe  senkrechte  G-erade  zieht  Sie  gibt  auf  derNor- 
male  von  P  den  Punkt  N. 

V)  D 0 r  zu  Punkt  c i u e r  Parabel  gehörige  K r ii ni - 
iiiungsraittclpuukt  lüsst  sich  coustruircn,  indem  riiao, 
von  dem  A  x  e  n  s  c  h  n  i  1 1  A  der  Normale  des  Punkts  /*  a  u  s  - 
gehend,  auf  der  Axe  selbst  eine  Strecke  AD  (gleich- 
läufig mit  SF)  gleich  dem  doppelten  Abstände  des 
Punkts /*von  der  Scheiteltaugentc  abträgt,  dann  durch 
J)  die  zu  der  Axe  senkrechte  Gerade  zieht.  Sie  gibt 
auf  der  Normale  von  P  den  Punkt  iV. 

Mit  Ausnahme  der  V)  lassen  sich  alle  obigen  Kegeln  auch  dann 
festhalten,  wenn  der  Punkt  r  in  den  Scheitel  fällt  Für  die  III), 
V)  kann  gegenüber  der  I)  und  II)  ihre  Unabhängigkeit  von  voras- 
gebender  Zoichnuiig  des  Brennpunkts  hcrvorgehobeu  werden. 

Anmerkung  1.  Der  in  Satz  I)  unsres  §  auftretende  Punkt  B 
kann  (wegen  FP^FA^FB'^  FT)  auch  dadurch  erhalten  werdes, 
dass  einesteils  durch  den  Axenschnitt  7*  der  zu  P  gehörigen  Tangente 
die  Parallele  zu  seiner  Normale  PA  gezogen  wurd,  andemteils  durch 
den  Axenschnitt  A  dieser  Normale  die  Parallele  zu  Jener  Tangente. 
Nun  lüsst  sich  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Parabel  als  ihr 
Mittelpunkt  ansehen,  und  die  senkrecht  zu  der  eigentlichen  —  er- 
sten —  Axe  durch  diesen  Mittelpunkt  gehende  Gerade  als  zweits 
Axe.  Femer  Iftsst  sich  dann  sowohl  fftr  die  Tangente  als  ftr  die 
Normale  von  P  sagen ,  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  dersdben 
eben  ihr  Durchschnitt  mit  der  zweiten  Axe  sei.  Dieses  voraus- 
geschickt, kann  man  dem  .Satze  I)  unsres  §  dio  folgende  Fassung 
geben,  welche  deswegen  wichtig  ist,  weil  sie  (nach  dem  von  Stei- 
ner für  Plllipse  und  Hyperbel  Gelehrten)  wörtlich  für  alle  Kegel- 
bchnitte  gilt: 

Um  den  Krflmmungsmittelpunkt  ^  zu  dem  Punkt/* 


# 
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einer  Parabel  zu  finden,  kann  man  die  beiden  Axcn- 
schnitfc  der  Tangente  von  /'  und  die  beiden  der  Nor- 
male von  Pin  der  so  zu  besclireibcnden  Weise  benutzen. 
Durch  den  Schnitt  T  der  Tangente  mit  der  ersten  Axe 
zieht  man  die  Gerailc  nach  dem  Schnitt  der  Normale 
mit  der  zweiten  Axe;  ebenso  durcli  den  Schnitt  ^4  der' 
Normale  mit  der  ersten  Axe  zieht  man  die  Gerade  nach 
dem  Schnitt  der  Tangente  mit  der  zweiten  Axe.  Der 
Schnittpunkt  i/der  zwei  so  gewonnenen  Ger ailcn  selbst 
wird  mit  dem  Punkt  P  v c r b u n d e n ,  durch  Ii  die  zu  der 
senkrechte  bis  zum  Durchschnitt  mit  tU  r  N  ormale 
gezogen.  Dieser  letztere  Durchschnitt  ist  der  zu  ge- 
hörige Krttmmangsmittelpunkt  iV. 

Was  nnaeni  Sats  II)  betrifft,  so  bat  er  bereits  die  fDr  afle  Kegol- 
acfaoitte  giltige  Fassung. 

Der  Satz  IV)  unsres  §  lässt  znn&chst  sehen,  dass  der  Punkt  N 
vm  so  mehr  Ton  der  Scheiteltangente  der  Parabel  sich  entfernt,  jo 
mehr  der  zugehörige  Punkt  P  dies  tat;  beide  Punkte  immer  auf 
einerlei  Sdte  von  dieser  Tangente  liegend.  Man  kann  aber  leicht  in 
aller  Strenge  anch  davon  sich  aberzeugen,  dass  N  mit  P  zugleich 
TOD  der  Axe  sich  entfernt  Baza- dient  nns  die  Idcbt  sieb  darbie- 
tende Proportion 

WD  tPE^AD :  AB, 

wddie  vermöge  des  vor  III)  Bewiesenen  Übergeht  in 

ND  t  PE  ^  28E :  EA. 

Ihre  zwei  mittleren  Glieder  wachsen  beide  zumal,  wenn  die  Ent- 
femnog  des  Punkts  P  von  der  Axe  wachst  Da  nun  das  vierte  Glied 
EA  constant  ist,  so  sieht  man  allordbigs,  dass  auch  ND  (wio  8D) 
zn^ch  mit  FE  und  8E  wachse. 

In  diesem  Zusammenhange  er  s  die  int  es  am  allcr- 
leichtesten,  ftir  den  geometrischen  Ort  des  Krüm- 
mongsmittelpunkts  der  Parabel  oder  für  die  Evolnto 
derselben  die  Gleichnng  zu  finden. 

Es  seien  nftmlldi  als  Coordinatenazen  fttr  eine  gegebene  Parabel 
wie  auch  fttr  ihre  Evolute  genommen  die  Axe  der  Parabel  und  ihre 
Seheiteltangente,  jene  als  Abscissenaxe ,  diese  als  Ordinatenaxe-,  der 
positive  Zweig  der  Abscissenaxe  habe  vom  Scheitel  S  die  Kichtung 
nach  F.   Ist  nuu  der  Parameter  der  Parabel  2p,  so  ist 

1) 
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dio  Gleichung  der  ParabeL  Sofern  diese  Hclatiou  besteht  zwischen 
den  Cüordinatemverten  r,  y  eines  beliebigen  Punkts  P  dieser  Gurre, 
und  sofern  mit  A',  Y  die  Coordinatcnwerte  für  den  zu  diesem  F  ge- 
hörigen Punkt  N  bedceicbnet  werden,  so  ist  ans  Satz  IV)  vaum  | 
sofort  za  entnehmen 

2)  A'=3^+;), 

Während  die  eben  vorhin  anfgostollto  Proportion  liefert 
oder 

Um  Jetzt  tf,  .y  aus  den  Gleichungen  1),  2),  3)  za  deminiron,  verbindet 
man  znnftchst  die  1)  mit  3),  wodnrch  dch  ergibt 

4)  .     7«  -  — . 

P 

In  diese  aus  2)  dcu  Wert  p)  für  «  einführend,  erhftlt  man  die 
gesnchte  Evolotengldchang 


«4. 

FünfSiltzc  zur  Constructioii  (Um*  Länge  des  Krümmnngs- 
halbmcssers  ohne  vorangehende  Construction  des 
Krttmmungsmittelpunkts.  (Fig.  3.). 

Schon  im  §  2.  uusrer  Darstellung  zeigt  sich,  dass  die  L&uge  des 
zn  Pnnkt  /'  gehörigen  Krümmungshalbmessers  wesentlich  abhäute 
von  der  Beschaflfenheit  des  dort  sich  darbietenden  rechtwinkligen 
Dreiecks  PFM\  jener  Krümiiuingshalbmesser  ist  eben  das  Doppolte 
seiner  Hypotenuse.  X»ti  ist  abor  dioses  Dreieck  einfach  dadurch  be- 
stimmt ,  dass  es  eine  Kath(  te  habe  gleich  dem  Brennstrahl  .^7*  und 
dieser  Kathete  gegenüber  einen  Winkel  gleich  demjenigen  PTK,  um 
welihoii  dio  Tangente  des  Punkts  P  von  der  Axe  abweicht.  Sofort 
begreift  mau  auch  die  Richtigkeit  der  Augabe: 

I)  Der  K  r  ii  111  m  n n gs halbmesser  zu  Punkt  P  einer 
l'araliel  ist/,  u  c  o  u  <  t  r  u  i  re  n  a  I  s  II  y  p  o  t  e  nu  se  eines  recht- 
winkligen D r e i e c k s ,  a  1  s  dessen  e i n e  K a t h o t e  zu  nehmen 
ist  die  doppelte  Lange  des  zu  /'  gehörigen  Breon- 
strahls,  und  welches  dieser  Kathete  gegcuüber  eines 
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Wiakel  hat  gleich  der  Abweichnsg  der  zu  P  gehörigen 
Taigente  tob  der  Aze. 

Za  dem  eben  erwfthnten  Dreieck  PFM  ergibt  sich  sofort  ein  ihm 
oo^groentee,  wenn  man  sowold  die  Normale  PA  als  die  mit  der  Axe 
paiallel  gezogene  PC  bdde  bis  zur  Direetriz  verlAngert ,  welche  sie 
beziehnngsweise  in  Punkten  SK,  9  treffen.  Denn  P%  (senkrecht 
rar  Direetriz)  ist  bekanntlich  ^dch  der  (zn  FM  senkrechten)  PF\ 
auch  bilden  die  beiden  Linien  PF,  P%  anf  eineriei  Seite  von  der 
Xormale  liegend,  mit  dieser  gleiche  Winkel.  Hiemach  ist 

also  2i>3R  —  2PJ/  «  KrOmmnugshalbmesser  zn  P,  nnd  es  ist  zn 

OTHQUn* 

.  •  II)  Der  KrüDimungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer 
Parabel  findet  sich  doppelt  so  gross  als  dasjenige 
Stack  der  zugehörigen  Normale,  welches  zwischen  P 
selbst  nnd  der  Direetriz  begriffen  ist 

Auch  zu  dem  Dreieck  PBN  (des  §  3.)  erhalten  wir  ein  ihm  cuii- 
gmentes,  wenn  wir  schon  eiogelührte  Linien  weiter  benutzen.  Da 
der  Winkel  FPJ^  oder 

FPA  «=  FAP, 

and  da 

TA  =  DP 

ist,  so  genttgt  es,  dnrch  T  noch  die  zur  Aze  senkrechte  Gerade  za 
aehen  nnd  bis  zam  Schnit^nnkte  92  mit  der  Normale  AP  zu  ver- 
folgen, mn  sofort  die  Congmenz  von  Dreieck  AT^  nnd  BPN  zu  er- 
kennen. Hiernach  findet  sich 

^91 «  PNy 

and  es  ist  zu  sagen: 

III)  Der  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer 
Parabel  findet  sich  gleich  demjenigen  Stück  der  zu- 
gehörigen N  o  r  m  a  1  w  e  1  c  h  e  8  begriffen  ist  zwischen  tl  e  r 
Axe  und  einer  zu  der  Axe  senkrechten  Geraden,  die 
man  durch  den  Axenschnitt  T  der  zu  P  gehörigen  Tan- 
gente zu  ziehen  hat 

Will  man  za  dem  Drdeck  PTM  ein  ihm  ähnliches  beiziehen,  so 
bietet  sieh  zn  aOemiehst  dar  das  Dreieck  PET,  Die  Yergleichnng 
btider  gibt  sofort 

PK  ;  PT  -»  PFi  PU'^2PTi2PM^ 
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also  (wegen  TA)  auch 

PEiVT  TÄi2PM, 
Hiernach  ist  zu  hehanpten: 

IV)  Der  Krümmungshalbmesser  zu  Puukt  einer  Pa- 
rabel ist  vierte  Proportionale  zu  dem  Abstände  dieses 
Punkts  von  der  Axc,  zn  seiner  Entfernnag  vondemAxcn- 
sohuitte  der  ihm  zugehörigen  Tangente,  und  zu  den- 
jenigen AxenstOcke,  welches  zwischen  Tangente  und 
Normale  yon  P  begriffen  ist 

Das  Norliiu  bcnut/to,  deni  Droict  k  P/y^V  congriioiit«^  Dn^irck  A  i  % 
dessen  Hypotenuse  -P.U  tik-ich  dem  Krümniungsluilbniesscr  /u  /'  ge- 
funden Nvorden  ist,  •.'owährt  den  Vorteil  zwei  ihn»  iibuliehc  Teil- 
dreiecke .(/'/'  und  AEI*  darzubieten,  welche  auch  besonders  günstig 
liegen.  Ihre  Betrachtung  gibt  sofort 

:  AT^  =  -t««  :  AP^ 
^ATiAK 

Hiernach  ist  zn  sagen: 

V)  Das  Quadrat  des  zu  Punkt  /*  einer  Parabel  pehö- 
rigcn  Krü ninuin gsb a Ib m es sers  verbal t  sieb  zu  dein  Qna- 
drat  des  zwiscben  Tangente  und  Normale  begriffenen 
Axenstflekcs  wie  dieses  Axenstttck  selbst  sich  verhält 
zu  dem  halben  Parameter. 

Die  vorstehenden  Sätze  sind  alle  auch  fOr  den  Grenzfall  featn-  I 

lialten.  wo  /'  in  den  Scheitel  S  zu  Hegen  kommt   Doch  sind  in  die-  | 

sein  Tall  alle  ausser  II)  nicht  zur  Ausführung  einer  Construction  zn  i 
\er\veuden,  deren  Hedürfniss  übrigens  (naih  §  2.,  II)  auch  selbstver- 
ständlich wegfüllt,  wenn  mau  den  Parameter  der  Parabel  kennt 

Anmerkung  1.  Zu  dem  Satze  I)  unsres  i  kann  man  hervor- 
heben,  dass  das  Doppelte  des  Brennstrahls  FP  genau  halb  so  gross  \ 
ist  als  diejenige  durch  F  zu  ziehende  Parabelsehne,  wdcho  mit  der  ■ 
Tangente  von  P  parallel  ist,  d.  h.  jenes  Doppelte  ist  gleich  der  Hilfte 
desjenigen  Nebmiparameters,  welcher  dem  dnrdi  P  gehenden  Durch-  l 
messer  conjugirt  ist  \ 

Diese  Demeikung  genügt,  um  den  betreffenden  Satz  als  Ana- 
logon  desjenigen  für  Ellipse  und  Hyperbel   giltigco  ^ 
Satzes  zu  «»kennen,  den  ich  nur  andeuten  will  durch  die  Formel 

A       :  sin« ; 


\ 
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Uerbei  q  der  KrfiininiiDgBkübmesaer  za  Punkt  P,  a  der  nach  P  zo 
aelieide  Htlbmeflser,  h  der  ihm  conjagirte,  «  der  Winkel  zwischen 

beiden,  wahrend  -  die  fiolle  eines  gewissen  Nebenparameters  spielt. 

Was  den  Satz  H)  betrifft,  so  ist  er  sofort  anch  auf  die  Form 
si  briagen: 

Der  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer  Parabel 
ist  gleich  dem  Durchmesser  desjenigen  Kreises,  der  die 
Ftrabel  in  P  berührt  und  seinen  Mittelponkt  auf  der 
Direetrix  bat. 

Kon  ist  aber  bekanntlich  die  Direetrix  auch  zu  bezeichnen  als 
isT  geometrische  Ort  fQr  den  Scheitel  eines  rechten  Winkels,  dessen 
•  M  Schenkel  die  Parabel  berQbren;  und  ein  Kreis,  der  seinen 
XittdpoBkt  auf  einer  gegebenen  Geraden  bat,  schneidet  diese  recht- 
Hienach  Ist  die  vorige  Fassung  zu  ersetzen  durch  die  so 

b«ade: 

l)er  Krümmungshalbmesser  zu  Punkt  P  einer  Parabel 
ist  gleich  ilcni  Durchmesser  desjenigen  Kreises,  der  die 
Parabel  in  J'  heiiilirt,  und  der  rechtwinklig  scbiioidot 
tiie  Ortslinie  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  dea- 
ses  beide  Schenkel  die  Parabel  berühren. 

Diese  Fassung  ist  es,  welche  uach  St  einer  für  alle  Kegelschuitte 

Anmerkung  2.  Der  Satz  Y)  nnsres  $  macht  es  mOglicb,  sofort 
za  Punkt  P  der  Parabel  gehörigen  KrAmmungshalbmesser  ^  aas* 
ndrficken  in  dem  Parameter  2p  der  Cunre  und  in  dem  Abstand  sc 

Paukts  P  von  der  Schcitcltangente.  Die  Proportion 

M*iAT*  =  AT:AE 
geht  verqiüge  der  angegebenen  Bezeichnungen  über  in 

was  aus 

AT=-  2FP 
n  verstehen  ist   Man  hndet  also 
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§  5. 

Genaucrc  Betrachtang  des  Hilfskreises,  an  welchen  die 
Aaffindnng  des  Krammnngskreises  sich  geknüpft  hst 

(Fig.  3.) 

Vi'L'im  wir  für  einen  beliebigen  Punkt  7*  der  Parabel  die  l^ge 
des  zugehörigen  Kriiimnnnj^skrcises  gegen  die  Curve  selbst  in  jeder 
Beziehung  f^enuu  untersuchen  wollen,  so  werden  wir  beachten  müssen, 
dass  dieser  Krümnumgskreis  mit  dem  zu  seiner  Auftinduug  benutzten 
Hilfskreise  J'F^f  iihnlich  liegt,  so  zwar  dass  der  Punkt  /'  selbst  für 
beide  Kreise,  welche  die  Parabel  au  dieser  Stelle  bertihren,  der  äus- 
sere Aehnlichkeitsi)unkt  ist.  Hierdurch  tiudct  sieh  augezeigt,  dass 
wir  zunächst  für  den  Ililfskreis  alle  diejenigen  weiteren  Bestimmungen 
aufsuchen,  welche  die  bisherigen  Betrachtungen  und  ConstrnctioneQ 
uns  darbieten  kuuueu. 

Da  das  hei  F  rechtwinklige  Drdeck  PFM  hei  M  dsnselbeii  Wii* 
kel  hat,  welcher  in  dem  schiefwinkligen  PFT  bei  T  sich  findet,  so 
ist  leicht  die  Angahe  zn  begründen,  dass  der  Kreis  PFM  gidch  iit 
dem  Kreise  PFT.  Man  kann  daher  anch  (mit  Beiziehnng  ?on  1 2, 1) 
den  Satz  aussprechen: 

I)  Der  zum  Peripheriepunkt  r  einer  Parabel  geh<^- 
rige  Krümmungshalbmesser  ist  doppelt  so  gross  als  der 
Borchmesscr  desjenigen  Kreises,  der  durch  den  Punkt 
P  selbst,  durch  deu  Axenschnitt  T  der  zu  P  gehöriges 
Tangente  und  durch  den  Brennpunkt  i^geht 

Unser  Uilfskreis  hat  ferner  mit  dem  aus  P  gehenden  Parabel- 
durchmcsscr  PC  (§  3^  ausser  dem  Puukte  r  noch  einen  zweiten  0 
gemein.   Da  uuu 

Winkel  GPA  -  Winkel  FPA^ 

während  PA  den  Hittdpniikt  des  Hilftkreises  enthalt,  so  ist  sofort 

zu  ersehen 

PO^PF. 

Daran  knüpft  sich  die  weitere  Angabe,  dass  F(r  parallel  sei  mit  der 
zu  /'  gehörigen  Tangente.  Hiemach  kaun  unter  anderem  gesagt 
werden: 

II)  Der  zn  Punkt  P  einer  Parabel  gehörige  Krftn- 
mttngshalbmesser  ist  doppelt  so  gross  als  der  Dnrch- 
mosser  desjenigen  Kreises,  der  die  Parabel  iniPbertkrt 
und  dnreh  denjenigen  Punkt  O  des  zn  P  gehörigen  Ps- 
rabeldttrchmessers  geht,  in  welchem  dieser  geschnittes 
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wird  von  der  ilim  conjagirten,  durch  den  firennpvBkt 
geheodea  Sehne. 

Udscf  Hilfskrois  hat  endlich  mit  der  Axo  der  raralxl  ausser 
dem  Punkte  F  einen  zweiten  Punkt  //  gemein.  Da  nun  nach  Ein- 
fahroDg  der  Sehne  PH  sofort 

Winkel  PÄP«  Pi£F—  PTF 

511  ii  zeigt,  so  ist  für  dos  Dreieck  FTIl  uüt  seiner  UöhcDliaic  VE  zu 
I     bemerken : 

I  Winkel  HPK  =-  TPE^   PH  =  PT,   EH  =  ET. 

I    Bi  ingleich 

1  BT  «  25^;, 

so  ist  anch 

EH  =  25£, 

I  od 

SH  ist  =  %8E, 

I    gleich  dem  dreifachen  Abstand  des  Punkts  P  von  der  Schciteltangento. 
Hiernach  ist  zu  sagen: 

III)  Der  so  Pnnkt  P  einer  Parabel  gehörige  KrOm- 
\  mangshalbmesser  ist  doppelt  so  gross  als  der  Durch- 
messer desjenigen  Kreises,  der  die  Parabel  in  P  berührt 
und  durch  einen  Pnnkt  H  ihrer  Axe  geht,  dessen  Lage 
durch  jede  der  folgenden  Angaben  bestimmt  wird.  Die 
Gerade  PH  liegt  mit  der  zu  P  pchörigen  Tangente  PT 
symmetrisch  gegen  das  von /*  auf  diu  A\o  fallende  Lot /*/•;. 
Der  Abstand  des  Punkts  //  vom  Punkte  E  ist  doppelt  so 
|!ross  als  der  Abstand  des  Punkts  /'  von  der  Sclieitel- 
tdngente.  Der  Abstand  des  Punkts  II  vom  Scheitel  »S  ist 
dreimal  so  gross  als  der  Abstand  des  Punkts  P  von  der 
Scheiteltaugente. 

Gerade  die  zwei  letzteren  Bestimmangen  sind  es,  welche  fiftr  die 
weitere  üntersadrang  von  grOsster  Bedentang  werden. 

f  6.  ' 

Das  Verhalten  eines  Krüm niu ngskreises  der  Parabel 
gegen  die  Curve  selbst  genauer  bestimmt.   (Fig.  3.)< 

Ist  P  irgend  ein  vorn  Scheitel  S  verschiedener  Punkt  der  Para- 
bel, und  Sinti  /'j,  P^^  dicht  bei  P  befindliche  Punkte  dt  r  Curvc  /u 
verschiedenen  Seiten  von  P,  ist  namentlich  naher  ani  Scheitel 
als  P  selbst,  so  ist  (§  2.,  II)  der  zu  P  gehörige  Krümmungshalbmesser 
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kleiner  als  der  zn  gehörige,  grOflser  als  der  tu  Pj^  gehArige. 
Hiernach  ist  die  KrAmmung  der  Cnrve  bei  P  stftrker  als  bei  j 
schwächer  als  bei  J\i  \  der  von  P  ausgehende  Parabelzweig  PPi  nuiss  : 
also  bei  P  mehr  an  die  zugehörige  Tangente  sich  anschmiegen  als 
der  dortige  Erflmmuugskreis  dies  tot,  bei  weniger,  ffieraos  ist ! 
klar,  dass  das  Parabelstückchen  PP^  zwischen  jene  Tangente  und 
den  Krünimuiigskreis  föllt^  das  Stückchen  aber  innerhalb  des 
letzteren,  es  ist  also  klar,  dass  die  Parabel  von  ihrem  zu  /'gehörigeu 
Krümmungskreis  au  dieser  Stolle  sowohl  geschnitten  als  hcruhrt  wird. 
Da  CS  indess  zwei  nächst  aufL-inanderfolgeudc  Elemente  sind,  welche 
die  beiden  Linien  gemein  haben,  da  also  drei  Punkte,  als  ihnen 
beiden  gemeinschaftliche,  daselbst  sich  zusammendrängen:  so  ist  za 
erwarten,  dass  ausser  dem  Durcli^clmitt  bei  /'  noch  ein  weiterer  von 
ihm  völlig  getrennter,  gemeinschaftlicher  Punkt  sich  ergebe.  Solcher 
wird  in  der  Tat  gefunden  mittels  folgender,  wesentlich  an  §  5.,  lU) 
sieb  auknüpfeudon  Betracbtuug.  | 

Der  zu  P  gehörige  Krümmuugskrcis  hat  (§  2.,  I)  einen  viermal 
so  grossen  Durchmesser  als  der  Hilfskreis  FPM.  Da  nun  /'  aussenr 
Aeluilichkeitspunkt  für  beide  Kreise  ist,  so  muss  jede  aus  /*  gezogene 
Sehne  des  Krümnmii'^skreises  viernml  so  lang  sein  als  die  in  dieselbe 
Gerade  fallende  Sehne  des  Ililfskreises.  Wenden  wir  dies  an  auf  die 
in  §  5.  hervorgetretene  Sehne  77/  des  letzteren,  deren  Endpunkt  // 
auf  der  Parabelaxe  liegt.  Sie  gibt,  über  //  hinaus  verlängert,  für 
den  Krümmungskreis  die  Sehne  /*./.  deren  Länge  also  —  4/V/,  und 
deren  End])unkt  J  auf  der  andern  Seite  der  Parabelaxe  ist  als  auf 
welcher  P  liegt.  Für  den  Punkt  J  des  Krümmuugskreises  ist  hier- 
nach sofort  klar:  das  von  J  auf  die  Parabelaxe  fallende  Lot  JK  ist 
dreimal  so  gross  als  das  von  P  auf  dieselbe  fallende  PE^  und  det- 
gleichen  findet  sich 

JiK  =  'dllE. 

Da  aber  IIE  selbst  (nach  §  5.)  »  2SE^  so  ist 

HK  —  BSE, 

somit 

SK 

äo  gut  nun  für  den  Parabelpunkt  P  die  Angabe  besteht 

PE^  =  Parameter  mal  SE, 
80  gnt  besteht  auch  die  Angabe 

^P£fl  —  Parameter  mal  (9iS£), 
d.  h.  JK*  —  Parameter  mal  SK» 
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Der  auf  dem  KrUmmongskreU  befindliche  Punkt  J  genügt  hler- 
nit  dfiijenigen  Ferdeiung,  welche  aUdn  %n  erfüllen  ist,  damit  er  aach 
tof  der  Parabel  sich  befinde;  es  ist  also  J  ein  dnreh  messbare  Ent- 
fenrang  von  F  getrennter  Punkt,  welchen  beide  Linien  gemein  haben. 
Ausser  ihm  nnd  den  drei  bei  P  selbst  vereinigt  zu  denkenden  Punkten 
ksben  sie  aber  gewiss  keinen  fünften  gcmdn,  und  auch  der  Punkt  J 
selbst  kann  nicht  ein  Berührungspunkt,  sondern  nur  ein  einfacher 
Dvrehsehnittspunkt  sein;  beides  deshalb,  weil  swci  mit  fünf  gemein- 
idiafUichen  Punkten  behaftete  Linien  zweiter  Ordnung  gar  nicht  von 
eiaaader  Terschieden  sein  künnten.  Sonach  eigibt  sich  auch  die  be- 
tümmtero  Ansehanang,  dass  der  Parabelbogen  PP^J  (von  P  über 
dm  Scheitel  8  nach  J  laufend)  ganz  innerhalb  des  Krfimmungskreises 
lieh  befinde,  wfthrend  seine  über  P  und  J  hinausgehenden  Terlän- 
genngcn  ganz  ausserhalb  desselben  Torlaufen. 

Vorstehende  Betrachtungen  (verbunden  mit  dem  in  |  5.  über  die 
Isge  des  Punkts  H  Gesagten)  begründen  vollständig  den  so  lautenden 
Baoptsatz: 

I)  Ist  P  ein  vom  Scheitel  »S  verschiedeuer  Puukt 
einer  Parabel,  so  hat  der  zu  P  gchtirigo  Krüniiiiungs- 
kreis  die  Eigentümlichkeit,  sowohl  au  der  Stelle  J\ 
wo  er  drei  Punkte  mit  der  Parabel  gemein  liat,  diese 
zu  schneiden,  als  auch  einen  von  ]'  getrennten  (ein- 
fachen) Durchschnitt  ./  mit  ihr  zu  geben.  Dieser  Punkt 
J  liegt  auf  der  andern  Seite  der  Axe  als  7*;  er  findet 
sieb  auf  derjenigen  Secaute  /'//.  welche  aus  P  gegen 
die  Parabel  axe  hin  unter  dem  selben  Winkel  wie  die 
Tangente  jenes  Punkts  zu  ziehen  ist  Von  den  zwei 
d  11  r c Ii  Sehne  PJ  gctrcuntcn  Ii ogen stücken  des  Krüm- 
mungskreises  muss  das  eine  den  Parabelbogen  PS./  um- 
^chliessen,  das  andere  völlig  innerhalb  der  Parabel 
sich  befinden. 

Lässt  man  den  Punkt  P  der  oltiti;en  Darstellung  mehr  und  mehr 
gegen  S  hinrtlcken,  so  muss  auch  der  zugehörige  ./  dies  tun;  es  er- 
gibt sich  solches  aus  dem  Umstände,  dass  (bei  der  gemachten  An- 
nahme) die  zu  P  gehörige  Tangente  ihre  Abweichung  von  dem  auf 
die  Axe  fallenden  Lote  PK  stetig  verkleinert  bis  zu  der  Grenze  Null, 
und  dass  der  dem  Winkel  TPK  gleiche  JPK  das  entsiirechende 
Schicksal  hat  Wenn  7*  in  S  eintriflt,  so  ergibt  sich  dasselbe  für  J, 
welcher  Punkt  von  anderer  Seite  her  als  P  der  Vereinigung  mit  S 
zustrebt.  Hiemach  gewinnt  man  von  dem  am  Scheitel  S  befindlichen 
Krüamiungskreis  der  Parabel  die  Anschauung,  dass  er  an  dieser  Stelle 
Tier  Paukte  mit  der  Parabel  gemein  habe  und  nirgends  einen  durch 
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messbare  Entfernnog  toh  8  getrennten.  I>a8sdbe  zeigt  sieh,  wenn 
man  erwAgt,  dass  nach  §  2.  II)  der  zum  Scheitel  S  gehörige  Krflm- 
mangshalbmesser  ein  Hininram  ist;  ganz  besonders  dentlieh  aber  wkd 
es  dnrch  Betrachtnug  eines  Kreises,  welcher  die  Parabel  in  nrei 
solchen  Punkten  P,  O  berOhrt,  welche  zur  Axe  symmetrisch  liegen. 
Solcher  Kreis  ist  anzusehen  als  einer,  der  an  jeder  der  SteUea  P 
und  0  zwei  Punkte  mit  der  Parabel  gemein  habe;  und  wenn  solche 
Punkte  bis  zur  Vereinigung  mit  8  geführt  werden,  so  geht  der  ge- 
dachte Kreis  in  den  Krflmmungskrels  der  Stelle  8  Aber.  Hierasek 
kann  man  zu  I)  den  Satz  fSgent 

II)  Der  zum  Scheitel  einer  Parabel  gebürigc  Krüm- 
ln u  u  n  g  s  k  r  e  i  s  ist  so  anzusehen,  dass  vier  den  beiden 
C u r V e u  g e in e i  n s e  Ii a  f  1 1  i c h  e  Tunkte  an  jener  Stelle  ver- 
einigt seien,  und  liegt  solelier  Kreis  —  abgesehen  von 
der  am  Scheitel  statthabenden  Berührung  —  ganz  frei 
innerhalb  der  Parabel. 

Aus  dem  Satze  I)  ergibt  sich  endlich  leidit  die  einer  Umkehmng 

desselben  entsprechende  Angabo: 

III)  Um  den  KrUm mungskreis  zu  einer  vom  Scheitel 
abliegenden  Stelle  P  einer  Parabel  zu  zeichnen,  kann 
man  zu  der  Tangente  PT  des  Punkts  T  diejenige  aus  F 
zu  ziehende  Secante  nehmen,  welche  unter  demselben 
Winkel  wie  jene  Tangente  gegen  die  Axe  geneigt  ist 
Ist  J  als  zweiter  Durchschnitt  dieser  Secante  mit  der 
Parabel  gewonnen,  so  kommt  die  Construction  darauf 
hinaus,  denjenigen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  durch 
J  geht  und  die  Oerade  PTin  P  berührt 

Obige  Sätze  I)  bis  III)  sind  wurtiich  ebenso  für  die  audereu 
Kegelschnitte  gütig. 

§  7. 

Merkwürdige  Umgestaltung  der  Lehren  des  voran- 
gehenden §;  Uerieitung  einer  weiteren  Construction. 

(Fig.  3.) 

Wird  die  in  m)  des  Torigen  §  angedeutete  Construction  wütiich 
ausgefllhrty  so  ist  der  Halbirungspunkt  8  der  Parabelsehne  PJ  za 
benutzen ;  es  ist  dnrch  ihn  die  zu  PJ  senkr^te  Gerade  zu  ziehei, 
welche  dann  auf  der  Kormalo  von  P  den  zugehörigen  Krttmnmngs- 
mittelpunkt  N  liefert.  Da  nun 
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M  ist 

PL  -*  2PJ7; 

ist  hiernach  vou  /7/  aus  gerade  so  zu  construiren,  wie  es  nach 
§  3.  II)  voll  PF  aus  geschieht,  wo  man  zu  PF  die  Verdoppelung  Pli 
genommen  hat  wie  hier  zu  P/f  die  Verdoi)peluug  PL.  —  Fasst  man, 
wie  jeUt  nahe  gelegt  ist,  die  Gerade  I3L  ins  Auge,  so  zeigt  sie  sich 
mit  der  FH  d.  h.  mit  der  Parabelaxe  parallel;  das  von  P  auf  die 
BL  felleiKlo  Lot  PO  fällt  in  die  Richtung  PF,  PO  ist  in  /:  halhirt, 
und  O  selbst  ist  derjenige  Parabelitunkt,  welcher  mit  /*  symmetrisch 
gegen  die  Axe  liegt.  Auch  mit  der  Normale  PA  gibt  der  nun  ein- 
geführte Darchmüfiser  OL  cineu  bemorkcnswcrteu  Durcbschiütt  Ji, 
wobei 

FK  =  2FA,    OJi  =  2BA^ 

th,  OR  gleicb  dem  Paiamoter  der  Parabel  sich  zeigt  —  Wird  nmi 
n  017  die  ilur  gleiche  Rflckverlängerong  OV  genommen,  und  wird 
/Tgezogen,  so  bieten  sich  die  zwei  gleichschenkligen  Breiecke  PTJlf 
PVR  in  so  ftbersichtlichor  Lage  dar,  dass  man  sofort 

Winkel  TFV  =  RPL,  , 

also  auch 

Winkel  VPL  —  TPR  =  90«, 

also  YP  als  parallel  mit  NL^  also  Dreieck  RPV  als  ähnlich  mit  ItXL 
erkennt.  —  Wird  vollends  durch  V  die  mit  {PH)  parallele  Ge- 
rade VW  gezogen,  so  ergibt  sich  folgende  Betrachtung.  Eine  um 
den  festen  Punkt  R  sich  drehende  Gerade  gibt  in  jeder  ihrer  Lagen 
mit  PL  und  VW  zwei  zusammengohörigo  Durchschnitte  L^  und  Fj, 
nie  von  Anfang  an  L  und  V  als  solche  erscheinen;  auch  sind  dann 
ifflffler  die  zwei  Breiecke  RPV^  und  RNL^  einander  ähnlich,  wie  die 
vorhin  bemerkten  RPV  und  RNL  es  sind.  Büraus  folgt,  dass  immer 
PFi,  NL^  parallel  sind.  Statt  also  den  Punkt  N  von  L  aus  zu  con- 
itmiren  mittels  der  durch  L  senkrecht  zu  PL  zu  ziehenden  Geraden, 
so  kann  man  jenen  auch  erhalten,  indem  man  auf  der  VW  einen 
Ponkt  beliebig  nimmt,  von  diesem  aus  sowohl  V^P  als  VJt  zieht, 
den  Burchschnitt  L^  der  letzteren  mit  PH  bestimmt,  endlich  durch 
£i  die  Parallele  zu  V^P  zieht.  Biese  zuletzt  gezogene  giebt  mit  der 
Normale  von  P  den  gesuchten  Punkt  N, 

Die  hier  eingeführte  Gerade  VW  ist  nichts  anderes  als  die  Po- 
lare des  Punkts  R  mit  Bpzug  auf  die  Parabel:  denn  die  Punkte 
0,  R  und  der  unendlich  entfernte  Punkt  dieser  Curve  bilden  auf  dem 
Durchmesser  OR  eine  harmonische  Gruppe,  wobei  V  und  R  einander 
zngeordnet  sind-,  und  die  durch  R  nach  dem  unendlicli  entforiifru 
I*unkt  der  Geraden  VW  gehende  Secante  der  Curve  bietet  e})en  so 
aU  eine  harmonische  Gruppe  dar  diesen  unendlich  entfernten  Punkt, 
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den  ihm  zugeordneten  R  nnd  die  Endponkto  der  zngehOrigen  On  R 
selbst  halbirten)  Sehne.  —  Wird  nnn  diese  AnfiCsssnng  der  VW  ver- 
bunden mit  der  obigen,  so  einfachen  Bestimmuhg  des  Pnnkts  A,  so 
ergibt  sich  —  in  gleichem  Bange  mit  Satz  III)  des  Torigon  §  — 
der  so  lautende: 

Um  den  K r ü m ni u u g s ni i 1 1 o  1  p u u k t  A'  z u m  Peripherie- 
puukt  r  einer  Parabel  zu  finden,  ist  auf  folgende  Art 
zu  verfahren.  Man  nimmt  auf  der  JSormale  von  r  den- 
jenigen Punkt  7?,  welcher  von  ihrem  Axenschnitte 
ebenso  weit  entfernt  ist  als  F  selbst;  zu  Ji  als  Pol  die 
zugehörige  Polare  VW,  zu  dieser  die  durch  r  parallel 
mit  ihr  zu  ziehende  Gerade  PL.  Diese  zwei  letzteres 
Oeraden  schneidet  man  mittels  einer  durch  R  beliebig 
zu  fahrenden,  welche  somit  auf  der  FFK  einen  Punkt  F„ 
auf  der  PL  einen  Punkt  gibt  Endlich  noch  die  V^P 
einfahrend  zieht  min  durch  X,  die  mit  ihr  parallele 
Gerade,  welche  dann  auf  der  Normale  von  P  den  zuge- 
hörigen Krammungsmittelpunkt  ^liefert 

Anmerkaug.  So  vorgetragen,  wie  es  eben  geschehen  ist,  ver- 
sagt die  Constructionsrcgel  nnseros  §  (ebenso  wie  die  III)  des  §  6.) 
iu  dem  besonderen  F alk%  wo  P  in  den  Scheitel  der  Parabel  zu  liegen 
kommt;  denn  dann  ist  der  Axenschnitt  der  Normale  von  P  nicht  zur 
Verf&gung,  um  von  ihm  aus  den  Punkt  R  und  dann  den  Punkt  N 
SU  constrniren,  welcher  letztere  ja  selbst  als  solcher  Axenschnitt  anf- 
znfisssen  wftre.  Allein  die  der  Aufstellung  unserer  Regel  vorangehende 
Betrachtung  gestattet  uns  den  Punkt  R  darnach  zu  definiren,  dass  er 
zu  dem  Parabelpunkt  P  erhalten  wird,  indem  man  zu  P  den  mit  ihm 
gegen  die  Axo  symmetrisch  liegenden  O  nimmt,  dann  von  O  aos 
innerhalb  der  Gurvo,  auf  dem  zugehörigen  Durchmesser  das  Stock 
OR  gleich  dem  Parameter  abtrftgi  Solches  kann  auch  dann  ge- 
schehen, wenn  O  nnd  P  im  Scheitel  S  sich  vereinigen;  somit  lisst 
sich  auch  auch  dann  R  vor  N  construiren,  und  man  kommt,  im 
Uebrigen  nach  dem  Wortlaute  der  Regel  verfahrend,  zu  einem  Re- 
sultat, welches  mit  dem  schon  iu  §  2.  Gelehrtcu  überciustimnit 

• 

Der  nach  Gbigem  für  alle  Fftlle  der  Lage  des  ParabelpnnktB  P 
zu  erhaltende,  ihm  zugehörige  Punkt  R  zeigt  sich  nun  aber  andt 
identisch  mit  demjenigen  Punkte,  durch  welchen  die  Hypotenuse  jedes 
rechtwinkligen  Dreiecks  geht,  welches,  der  Parabd  eingezeichnet,  den 
Scheitel  seines  rechten  Winkels  in  P  hat.  Die  Erkenntniss  dieser 
Identität  ergibt  sich  wol  am  schnellsten,  wenn  man  für  gedachtes 
Dreieck  die  zwei  Grcnzgestalten  ins  Auge  fasst:  die  eiuo,  welche  sich 
ergibt,  hoferu  von  den  Kathctouliuicu  die  erste  mit  der  Axo  parallel 
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gCDommen  wird,  wobei  die  zweite  durch  den  mit  /'  symmetrisch  lie- 
genden Curvenpunkt  O  geht,  also  die  Ilypotenuseulinie  als  der  dnrch 
0 gehende  DorcfameBfler  sich  darbietet;  die  andere  Gronzgcstalt,  welche 
acb  eigibt,  sofern  die  erste  Kathete  in  die  Normale  von  7*  einrückt, 
die  zweite  Null  wird,  die  Uypotenoso  also  oüt  der  Normale  sich 
Teieuugt 

Ferner  ist  für  jeden  Kejnrelsrlmitt  und  für  j<Mlen  ilirn  angehö- 
rigni  Punkt  /'  zu  lieliaupten ,  da^s  alle  dem  Ke^a-lsclmitt  eingezeich- 
neten rechtwinkligen  Dn-ieeke,  welche  den  iVstcti  Scheitel  7'  für  ihre 
rechten  Winkel  gemein  haben,  ilire  Hypotenusen  durch  Kinen  Punkt 
R  gehen  lassen.  —  Diesen  allgemeinen  Satz  hat  Staudt  in  der 
„Geometrie  der  Lage'  naoli  seiner  eigentimdiclRii  Methode  bewiesen 
und  tlaraus  eine  Kegel  für  die  Coustruction  des  Krümniungsniittel- 
pQukts  zu  jeder  Stelle  eines  jediMi  Kegelschnitts  hergeleitet  (S.  207). 
Diese  Regel  ist  aber  wörtlich  übereinstimmend  mit  der  in  unserem  § 
gegebenen,  wenn  nur  in  der  letzteren  statt  Parabel  gesagt  wird  Kegel- 
schnitt, und  wenn  die  Lage  des  Punkts  J'  in  dem  Staudt 'scheu 
Sinne,  mit  Bezugnahme  aul  die  eiugczeichueten  rechtwinkligen  Drei- 
ecke, definirt  wird. 

Somit  ist  der  Lehrsatz  unseres  §  als  besonderer  Fall  eines  für 
sUe  Kegelschnitte  gütigen  zn  erkennen. 

§  a 

Rückblick  anf  die  Parabel  und  Ausblick  auf  Ellipse 

nnd  Hyperbel. 

In  den  vorstehenden  §§  wird  man  wol  alle  Hauptsätze  tindcn, 
welche  für  die  Krümmungskreise  der  Parabel  Ijekannt  sind;  und 
zwar  haben  sie  alle  in  Einem  Zusannnenhangc  sich  ergeben,  welcher 
von  dem  in  2.  gewonnenen  Standpunkte  aus  vollkommen  beheiTscht 
wird.  —  Ks  liegt  nahe,  mit  llezug  auf  Ellipse  und  Hyperbel  für  die 
ähnliche  Untersuchung  die  ähnliche  Grundlage  nnd  die  ähnliche  Ent- 
wicklung zu  suchen.  Diese  Arbeit  hat  bereits  Herr  Professor  C.  W. 
Banr  zu  Stuttgart  (am  K.  Polytechnikum)  mit  schönstem  Erf(dge  in 
Angriff  genommen.  Nachdem  ich  das  Wesentliche  der  hier  dargelegten 
Ergebnisse  nnd  Methode  ihm  mitgeteilt  hatte,  gelang  es  ihm  ~-  was 
ich  freudig  anerkenne  —  sofort  fflr  die  Ellipse  den  mir  noch  nicht 
bekannt  gewesenen  Satz  zn  finden: 

Wenn  zwei  P  e  r  i  j)  h  e  r  i  e  p  u  n  k  t  e  einer  K 1 1  i  j)  s  e  a  u  f 
Einer  Seite  von  ihrer  grossen  Axe  sich  befinden,  so 
zeigt  sich  der  Winkel  zwischen  den  zugehörigen  Nor- 
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malen  gleich  der  halben  Summe  der  zwei  Winkel,  deren 
jeder  sich  ergibt  zwischen  den  aus  Einem  Brennpunkte 
nach  jeneu  zwei  Peripheriepaukteu  gezogenen  Brenn- 
strahlen. 

Ans  diesem  Satze  —  fthnHch  schliessend,  wie  es  hier  in  §  2. 

geschehen  ist  —  entwickelte  er  den  von  Herrn  Gngler  (vergl.  §  2. 
Anmkg.)  schon  längst  auf  anderem  Wege  gefundenen  nnd  so  aos- 
gesprocheuen:  / 

Der  KrflmmQiigsmittelpiinkt  N  sa  Punkt  P  einer 
Ellipse  Hegt  auf  der  Normale  yon  P  dermassen,  dass 
die  Punkte  P  and  N —  als  einander  zugeordnete  — 'eine 
harmonische  Orappe  bilden  mit  den  zwei  Pnnkten,  de» 
ren  jeder  erhalten  wird,  indem  man  ans  einem  Brenn- 
punkt F  den  Brennstrahl  FP  zieht,  dann  ans  F  die  za 

senkrechte  Gerade  bis  an  jene  Normale. 

Diese  beiden  Sätze  (der  letztere  auch  yon  mir  selbst  fast  gleich- 
zeitig mit  Herrn  ßaur  an  den  crstcren  angeknüpft)  lassen  sich  sofort 
auf  die  Hyperbel  ausdehnen.  Von  ihnen  aus  wird  verhältnissmftsaig 
leicht  (durch  rein  geometrisches  Verfahren)  auch  fOr  Ellipse  nnd 
Hyperbel  noch  deijenige  gewonnen,  welcher  durch  die  Formel 
p  =  nreos'^  kurz  anzudeuten  ist,  nnd  welcher  unserem  Satze  §  3.  II) 
ttber  die  Parabel  entspricht  Dagegen  schemt  der  weitere  Fortgang 
auf  der  betretenen  Bahn  etwas  grössere  Schwierigkeiten  zu  haben; 
wobei  freilich  die  Hoi&iung  besteht,  dass  dieselben  —  gegenüber,  den 
etwa  fortgesetzten  Bemflhnngen  der  genannten  Gelehrten  —  in  nicht 
langer  Zeit  verschwinden  werden. 

LudwigBbnig,  im  JnU  1877. 
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XKIX. 

Becherche  des  systömes  de  deux  polygones 

regiiliers  etoiles,  inscrits  (iiins  le  mcuie  corclo, 
qui  sont  tels  que  la  surface  de  Tun  soit  double 

de  la  surface  de  l'autre. 

Par 

Seorges  Dostor. 


Noas  avons  pronv6,  dans  oe  Journal  (Tome  LIX,  page  38&)  quo 

La  snrfacc  du  <lecagone  rt-giilier  ctoile  est  double 
de  la  surface  du  pentagone  regulier  ctoile,  <iui  est  in- 
ücrit  daus  le  memo  cerclc. 

Cette  relation  remarqnable  n'eziste  pas  senleineiit  entre  les  snr* 
fiices  de  ces  den  polygones:  eile  est  one  cons^qnenco  d*iin  th4orömo 
g^ntel,  qui  a  liea  ponr  les  sor&ces  de  certains  conples  de  polygones 
rtgoUen,  inscrits  dans  le  mdme  cercle  et  ayant  Tnn  deux  fois  antaat 
de  cöt^s  que  Tantre. 

CoiisidOrons,  on  effet.  deux  polygones  reguliers  inscrits  dans  le 
meme  cercle,  et  ayant  Tun  n  et  l'autrc  2/<  cotes.  Supposons  que  le 
Premier  polygoue,  (jui  a  n  cotes,  soit  de  Tespece  et  que  le  second, 
de  2fi  cdt^s,  soit  de  l'esp^e  9. 

Les  snrftces  de  ces  denx  polygones  reguliers  seront  rcspecti- 
Tement  (Tome  LIX,  page  3öO) 

sia—  oos^  n 

cos^^  n 

•  n 
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Si,.f  =  SiiJl«  ' 

oü  R  desiguo  lo  rayon  du  cci'cle  commun  circouscrit 

Poor  qae  la  seconde  surfaces  8im^  soit  dooble  do  la  premiire 
U  font  et  il  miffit  qne  Ton  ptiisse  troaver  pour  j)  et  q  des  valenrs 
entitos  telles  quo  les  denx  fractions 

sin  -  cos   n     sm    cos  ^  n 

^1    '  7^ 

cos  n        cos  „  n 

n  Zu 

soient  ideutiqacmcut  egales,  qucl  (^uc  soll  lo  uombre  entier  i». 

Gette  ^galit^  paiüute  anra  certeincment  licv,  d  Ton  a,  poor  tonte 
valeiir  entiere  de  » 

.  «  q  P  .  « 

8in-       COS  CS08*-  Jf  ^  Sm  ;^  . 

n  In   ^  n  2n 

1  g— 1 

C08*-jj—  1f  —  COS  --g—  «, 

oa  ai  les  Irois  ^qnations 

%     n      q        %     ji  n 

saus  etrc  inconipatibk  s .  adiiicttent  des  valcurs  cuticrcs  pour  p  et  ^ 
rcspectivcmeut  iufcrieures  ü  /i  et  a  2h. 

Or  les  deox  premitos  de  ees  6qiiatioiis  donnent  les  valenrs 


«  — 1 


qui,  par  reliminatiou  de  »«,  fooruissent  pr^cis^ment  notro  troiBiemc 
equation  de  condition 

g  +  2  =  2/)  +  l,  oa  2  — 1  —  2/)  — 2. 

Ainsi,  si  M  est  impair  et  qne  Ton  ait  9  —  a— 2,  p  =  —2~*  ^ 

Premier  polygouo  regulier  scra  double  du  second.  Noos  poavons  donc 
dire  qoe: 

TMoitae.  La  sorface  d'on  pol.vgoae  regaller»  d'na 
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I  Bombre  simplemeiit  pair  2»  de  c6t^s,et  de  Tesp^ce  n — 2, 
est  double  de  la  sarface  da  polygone  r^gnlier  de  n  cöHb 

1 

et  de  resp^ee  "ifj  <iai  est  inscrit  dans  le  memo  ccrclo; 

«I  dtee  mauere  plus  pr^dse 

< 

La  snrface  d'nn  polygone  regulier,  d'an  nombre  im- 
pair  de  cot^g  et  de  8on  espice  la  plus  6Iev6e,  est  la 
Boiti^  de  la  snrface  da  polygojio  regulier,  d'un  nombre 
doable  de  cdt^s  et  aassl  de  sou  espöce  la  plas  61ev6e,qal 
le  troove  inacrit  dans  le  mdmo  cerclo. 

Pour  nous  boruer  aux  polygoncs  rcgulicrs,  inscriptihlos  par  la 
regle  et  le  compas,  donnous  a  n  succcäsivcmout  les  valeurs  3,  5,  15, 
17,  etc; 


8, 

nooa  aorons  2n=s  6, 

p 

-1» 

1; 

5, 

2«  =  10, 

p 

=  2, 

3; 

15, 

„       a»  =s  30, 

V 

=  7, 

13; 

17, 

2«  U, 

V 

=  ö, 

a  = 

15  j  etc. 

Alna!  lliexagone  r^golier  est  double  da  triangle  iqaitatM  in- 
•crit  daas  la  inßme  cerde;  la  snrface  dn  d6cagone  rdgnlier  6toil6  est 
MAe  de  la  aurfiMe  dn  pentagone  regulier  6toil^;  le  polygone  r^gnlier 
de  90  cdtes  et  de  la  treld^rae  espto  est  donble  du  polygone  regulier 
de  15  cotes  et  de  la  scptiime  csp^cc-,  ctc 
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XXX. 

Eine  \V  ahrscheiulichkeitsauigabe. 

Von 

R.  Hoppe. 


Einige  Hülfssätzc. 

Um  Ünterbrecbmig  zu  vemeiden,  will  ich  vor  Stellnng  der  Auf- 
gabo  8  allgemeiiie  Sätze  voraiuachickeiL 

Satz  1.  Ist  <r(a)  die  Wahrscheinliclikeit ,  dass  eine  Variabelc  i 
grösser  als  eine  Constante  a  sei,  so  ist  die  Waiirschciolichkeit  eines  x 
zwischen  a  und  a-^-da 

— •  —  Btc{a) 

Denn  die  Cbancen  fta  «]>a-|-da,  d.  i.  t0(a-|-da),  sind  um  die 
fragliche  GrOsse  kleiner  als  die  Chancen  fftr  «>>a,  d,  i.  w{a), 

Satz  2.  Ist  vh  die  Wabrscheiulichkcit  einer  bestimmten  Combi- 
nation  von  h  Fällen  unter  k  möpliclien,  so  ist  die  Wabrscbeiiüichkeit, 
dass  irgend  einer  der  k  Fälle  statUiude, 

wo  sich  die  Snmmen  auf  alle  möglichen  Gombinationen  beziehen. 

Beweis.  Sei  »v/  die  Wahrscbeinlichkeit,  dass  dieselbe  Coiiibiuali  m 
von  h  Fällen  w'iv  in  ri,  statthabe,  aber  kein  andrer  der  k  Fiillc  au!>ser- 
dem.  Dann  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  r,  dass  irgeiul  einer 
von  alleu  Fällen  stattfinde,  die  Summe  aller  v'.  Um  uuu  zu  beweisen, 
dass  letztere  gleich  dem  Ausdruck  (1)  ist,  brauchen  wir  die  Combi- 
natiouen  jeder  Ciasse  nur  ohne  Unterschied  zu  zähleu,  weil  stets  alle 
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PennaUtionea  ia  ihnen  enthalten  sein  müssen.  EntwkkeUi  wir  die 
«ja  die  m',  so  sind  die  Anzahlen  der  darin  enthaltenen  r*,  n^-i, 
«HSb     ^  der  CombinatioBeii  der  h  —  'k  abrigen  FiUe,  deae  ist 

*»      1  *      1         2  * 
iQgeaMia  ist  die  AnzaU  der  v\^g ,  als  Binomialcoeffideiit  bezeichnet, 

oder  die  der  V 

Fcnar  ist  die  Anzahl  der  r» 

liillich  die  aller  deijenigen  9/9  welche  £1«  enthftlti 

lomn  ist  Ar  eonslaates  g  «nd  bei  abwecfaflelnden  Vorzeichen  ge- 
il» (1)  die  Summe  nach  A  t<mi  1  aa  Ina  znm  Abbrechen  der  Boihe 
Id y  zu  nehmen.  Nach  dem  binomlachen  Satze  ist  nun 


mithin  die  Sonune  von  A  » 1  an  » —  1,  folglich 

«=1 

od  die  Anzahlen  der  im  Anadmck  (1)  enthaltenen  v^y 
^^cidcn 

(^)t,  Ws.  ... 

du  ist  gleich  den  Anzahlen  aller  verschiedenen  vk  jeder  Classe,  was 
aUein  noch  zu  beweisen  war. 

8ati  3.  Sind  die  Wahrzdieinlichkeiten  von  1»  FftUen  trti 
«•  veadlich  klein,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  flberhanpt 
cimr  Ton  ihnen  stattfinde, 

Sind  insbesondere  alle  n  Fälle  gleich  wahrscheinlich,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  flherhaapt  einer  stattfinde,  n  mal  so  gross 
a)i  die  des  einzelnen. 

DtSB  die  Behauptung,  schon  für  beliebig  grosse  Wahrscheinlich- 
^■>tea,  richtig  i^t,  wenn  keine  Falle  combinirt  vorkommen  können, 
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eibellt  vüu  selbst  Nun  ist  aber  die  Wabrscbeiulicbkeit  jeder  Coin- 
biuatiou  das  Product  der  Wahrscbeinliehkeiten  der  darin  eombinirten 
Fälle,  verscbwiudct  also  gegen  letztere,  folglich  auch  gegen  die  Summe 
aller,  da  sie  ja  positiv  sind,  uud  es  bleibt  die  reiuo  Sninine  ttbiig. 

Aufgabe. 

Auf  einer  begrenzton  Linie  liegen  w  Punkte.  Wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Stflck  der  Linie  von  ge|i;ebener  Lftqge 
frei  von  Punkten  ist? 

Es  ist  leicht  zu  seilen,  dass  diese  Aufgabe  Anwendung  in  sehr 
manuicbfaltiger  Form  zulässt.  Die  Linien  können  gerade  oder  krumm 
sein;  man  kann  statt  ihrer  Rechtecke,  Winkel  uud  andere  eiuiack 
variirendc  Kaunigrössen ,  statt  der  Punkte  geeignete  Linien  uebmei; 
die  Linien  können  Zeitintorvallc,  die  Punkte  Ereignisse  repräscntireo 
u.  8.  w.  Erweiterungen  des  Problems  sind  in  vieler  Weise  mdghck 

Wir  wollen  zuerst  voraussetzen,  dass  das  leere  Intervall  nicht 
kleiner  als  die  Hälfte  der  ganzen  Linie  sei,  uud  die  Aufgabe  so  luch 
3  Methoden  lösen. 

Erste  Methode. 

Die  ganze  Linie  AB  sei  1 ,  der  grösste  Abstand  zweier  suc- 
cessiveu  Punkte  =  p.  Es  wiid  die  Wahrscheinlichkeit  trii(.r)  ge- 
sucht, dass 

sei,  wo  X  ^  ^  gegeben  ist. 

Wir  nehmen  zu  den  n  Punkten  einen  (M4-l)tcii  Punkt  P  hinzo 

und  fragen:  Wenn  für  die  n  Punkte  dass  leere  Intervall  CD»»1— » 
ist,  wie  gi'oss  ist  nach  Zutritt  von  r  die  Wahrscheinlichkeit  eines 

leeren  Intervalls  ^  1  ~ wo  y  ^  ar? 

Offenbar  existirt  dasselbe,  wenn  entweder  die  Strecke  CP  oder 
die  Strecke  PD<;^y^x  ist.  Da  nun  ulC+DB  —  ar,  so  betrilgt  die 
Summe  der  2  Weglftngen,  die  P  durchlaufen  kann,  das  ist  die  Ghancea 
des  gedachten  Falles, 

x+2(j^  —  x)  =  2y  —  x 

Dieser  Wert,  wofein  er  als  Factor  gebraucht  wird,  Uabt  gttltig,  wenn 
C£>,  statt  genau  —1—«;  m  sein,  zwisdien  1— x  und  1— de 
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anthtlteii  ist  Die  Wahncbeiulichkeit,  dass  letzteres  stattfindet,  ist 
I    Mcb  Satx  1. 

<         Combiuirt  mau  beide  Fülle,  sü  drückt  das  Truduct 

die  Walirscheiolicbkcit  aas,  dass  für  die  n  Punkte 

1 — x-^p  ^1 — X — fte 

nd  Akr  die  n+1  Punkte  das  leere  Intervall  ^  1—  y  ist.  Lässt 
man  x  alle  möglichen  Werte  dorchlaufen,  während  y  constant  bleibt, 
iiod  addirt  die  gesammten  Chancen  for  p^l— y,  so  ergiobt  sich: 

/  {2if—x)du:n{x)  •  (2)  . 

Dircb  diese  recnrrirende  Oleicbiuig  wird  die  gesuchte  Function  be- 
stiomt,  wenn  sie  für  irgend  ein  n  bekannt  ist 

Nun  genügt  offenbar  dersclbou  die  Form 

tr„{x)  =  c^aH-«  (3) 

nnd  zwar  ist,  da  fDr  0  Punkte  die  Wahrscheinlichkeit  in  Gewissheit 
Qbogebty 

also  «  «  0;  rQ  =»1,  Fahrt  man  den  Wert  (3)  in  (2)  ein,  so  findet 
man: 

•1+2 

wemas: 

«4-1  »+1  n+l  ,^ 

Demnach  ist 

Zweite  Metbode. 

Wir  betrachten  auf  AB  ciuc  bestimmte  Strecke  CD  =  1 — ar. 
Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Punkt  ausser  derselben 
liegt,  gleich  dem  Reste  oc,  also  die,  dass  »  Punkte  ausserhalb  liegen. 
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Wir  yerrflcken  nnn  C  und  D  bei  constantem  CV  k  mal  um  f, 
80  daas  eSae  Reihe  yod  ir-|-l  gleichen  Strecken 

CD  ^  C^Di"^  C^D^      ...  CkDk 

entsteht  Bezeichnet  dann  va  die  Wahnchelnllchkeit,  daas  eine  be- 
stimmte Combination  von  h  solchen  Strecken  leer  ist,  so  Ist  nach 
Satz  2.  die  Währscheinliehkeit,  daas  überhaopt  dne  solche  Strecke 
leer  ist, 

HO  sich  die  Snromenzeichen  auf  alle  möglichen  Gombinationen  dar 
Strecken  beziehen.  Jedes  «a  hflngt  aber  alleitt  vom  Oesammtarnftsi 
der  combinirten  Strecken,  also  von  der  Differenz  des  kleinsten  wd 
grOssten  Index  ab.  Enthält  die  Combination  irgend  welche  Strete 
von  der  aten  bis  zor  (a4-^)tcn,  so  beträgt  der  Qesammtnmflmg 

1— 

und  man  hat: 

Dies  ist  der  gemeinsame  Wert  vou  sovielen  Tennen  der  Samrae  £1% 
als  die  zwischeuliegeudeu  licihcuglieder  mit  den  ladices 

a+2,  ...  a+Ä— 1 

zn  A  — 2  Elementen  combinirt  werden  können;  als  Binominalcofficifint 
ansgedrttkt  ist  die  Anzahl 

-  (6— l)»-a 

mullipiicirt  mit  der  Anzahl  der  möglichen  a,  das  ist 
Hiemach  ist  zunächst 

indem  bei  einem  einzigen  BeihengUed  nnr  -*0  sein  kann.  Die 
übrigen  Teile  des  Ausdruks  (5)  kOnnen  wir  so  addiren,  dass  wir  ent 

b  cüustaut  setzen;  dann  ist 

(*— *H-l)(af— *«)• 

gemeinsamer  Factor,  und  dessen  Cuefticieuten 
-(ft-l)o+(A-l)i-(*-l)f+ 

geben  für  &>1  die  Summe  0,  während  für  &=sl  btosa  der  erste 
Term  —1  bleibt  Folglich  ist 
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du  lit  ftr  aneiidlich  Ideixm  t 

r—  a^+nkin^-^  (6) 

LdSjt  mau  nun  C  bei  constantcm  CD  die  ganzo  übrige  Strecke  =  x 
(iarch  succcssives  Fortrücken  durchlaui'eu,  so  wird 

I  kt  =  x 

ud  die  Grösse  (6)  gebt  Uber  in 

r=  (u+i)»" 

Bies  ist  zonMcfast  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  der  naendlich 
ndn  gleichen  Strecken  leer  Ist  Da  sie  aber  tos  der  Teilongszahl 
äckt  abhSngty  so  stellt  sie  auch  die  'Wahrscheinlichkeit  irgend  einer 
cteHO  Uuigen  le«ren  Strecke  Oberhaupt  dar,  in  üebereinstimmnng  mit 
I  km  Ollen  Ergebniss  (4). 

Dritte  Methode. 

I 

;  Wie  im  Vorigen  gehen  vir  auch  hier  von  der  Bemeiknng  ans, 
'  iMi  die  Wabncheinlichkeit  einer  bestimmten  leeren  Strecke  CD=:  1— « 

in  Die  Torbergehende  Stred»  ACmOge  von  0  bis  y  wiiren  können. 
Dun  wächst  die  Wahrscheinlichkeit  der  leeren  Strecke  1  -^x  stetig 
Bit  y]  es  ist  das  Yerhältniss  der  unendlich  kleinen  Incremente  zu 
kden. 

Die  Wahrscheinlichkeit  sei  ssio(0,y).  Wfldist  jr  nm  nnd 
rtdrt  C  nach  C%  so  kommen  als  Chancen  diejenigen  Falle  hinzu,  wo 
sif  CC'  fargend  welche  (wir  wollen  sagen  m)  Punkte  liegen,  während 
die  Bedingung  einer  nachfolgenden  leeren  Strecke  »1 — x  dieselbe 
Hdbt  Da  diese  Bedingung  nur  auf  n—m  Punkte  Bezug  hat,  so 
irt  Ae  Wahrsehmnlichkeit  ihrer  ErfhUung 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  bestimmten  Punktes  auf  CC  ist 
=  c*!,  die  der  uachfolgenden  leereu  Strecke  alsdann 

I 

^  die  der  Gtombination  bdder  Falle 

'i'ilier  nach  Satz  3.,  da  alle  n  Punkte  in  gleichem  Falle  sind,  die  Zu* 
der  Chancen  der  verlangten  Icereu  Strecke 
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nnd,  da  y  flberfaanpt  tob  0  bis  a  zu  müren  hat, 

* 

/ 

Nun  sind  »/  (a-,  0)  und  /r(r,  u  )  die  Wahrsclieinliclikciten  einer  leeren 
Strecke  CV-' =  1 — x  bei  festem  nnd  beliebigem  C.  Erst ere  ist  be- 
kauuterraassea  =;t",  letztere  die  gesachte  Grösse,  folglich 

»r„(ar)  =  («  +  l)x« 

wie  wir  hier  zum  drittenmal  finden. 


ErgäuzttQg.' 

Die  beiden  ersten  Methoden  bauen  wiederholt  auf  die  Vonns- 
Setzung,  dass  nicht  mehrere  leere  Strecken  =1—0  ansaer  einander 

existirco.  Es  ist  deshalb  angenommen  worden.    Die  dritte 

Methode  ist  von  dieser  Annahme  nnabhftngig;  doch  bringt  sie  die 
Chancen  lEir  m  ansserdnandor  Hegende  loere  Strecl^en  «fach  in  An- 
rechnung; mr  mit  dieser  Deutung  gilt  dann  noch  die  Formel.  Die 
Berechnung  der  Cbancen  für  die  Combiuationen  von  Strecken,  welche 
zu  subtrahiren  sein  würden,  damit  das  Resultat  der  Aufgabe  nach 
ibrom  Wortlaut  eutspricbt,  würde  äusserst  complicirt  sciu. 


1 
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XXXI. 

Untersuchungen  über  daa  Dreieck. 

Von 

Emil  Hain. 


l 

Besiehnngen  des  Umkreiaes. 

1.  Bezeichnet  r„  die  Normale  eines  Punktes  X  dos  dem  Drei- 
ecke ABC  umschriebenen  Kreises  «af  die  Seite  BC  —  a*  so  gilt  die 


Ist  nun  P  ein  Punkt  in  der  Ebene  des  Breiecks  mit  den  Seiten- 
normalen  (trimetrischen  Punktcoordiiiaten)  ])„pbpc,  und  verlängert  man 
Al\  bis  der  Umkruis  zum  zweitenmale  in  %n  getroflen  wird;  so  mtis- 
aen  die  Goordiuaten  von  ^4$a  folgenden  Gleichungen  genügen: 

HienMS  erhalten  wir  die  Goordinaten  tob  9«: 

und  für  einen  Punkt  Q  =  ^a: 

Die  Yerbindoiigsgerado  zweier  Punkte  {a,  im'  bat  die  Gleichung: 
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Daroach  ist: 

Igt  H  der  Schnittpnokt  der  BC  mit  $aOa,  so  ciigtbt  sich  wegei 
BC^l  0  0: 

(icpiqf,  — abpcqc 

5  0    cphqk  —hpcqc 

Die  VI  lit'jjen  in  der  Geraden  opupcqhqc^  ihr  harmoniselier  Pol  in 
Bezuu'  aut  das  Urdreieck  ist  Z  ~  bcp^^qn.  Dieser  Tuukt  wird  souacli 
auf  folgende  Weise  coustruirt: 

Gegeben  das  Dreieck  ABCy  Pspa^  Q  s  g«.  AP^  AQ  treffen  des 
Umkreis  dos  gegebenen  Dreiecks  in  £U.  Die  $«£U  schneiden 
die  BC  in  K.  Der  vierte  barmonisebe  Pnnkt  zu  bezOglicb  BC  sei 
JSß,  Die  AZa  treffen  sich  in  Z^brp.,q„. 

Es  ergeben  sich  nun  einige  Spocialfällc. 

Ist  Q  der  Grebe'sche  Punkt  G  des  Urdreiccks,  ist  aUo  q«  = 
SO  wird  Z  =  bcpa.a  ^  pa  d.  h. : 

Yorzeiclinot  man  Ober  den  Seiten  eines  Dreiecks  Qaadrate,  so 
bilden  die  verlftngertcn  äusseren  Qnadratsdteu  ein  dem  nrsprflngUcbes 
Shnlicbes  Dreieck;  der  Aehnlichkeitspnnkt  beider  Dreiecke  ist  der 
Grebe'sche  Pnnkt.  Man  verbinde  denselben  mit  den  Ecken  des  U^ 
dreiecks  nnd  verlängere  diese  Ecktransversalen,  bis  sie  den  Unkreif 
zum  zwoitenmalo  in  ®a  schneiden. 

P  sei  ein  anderer  Punkt  des  Urdreiccks  und  .1/'  treffe  den 
kreis  noch  in         Die  H^aQ^«  schueideu  die  BC  in  Paukten  eiacr 
Geraden,  der  Uarmonikalcu  von  P  in  Bezug  auf  das  Urdreick. 

Im  Falle  pa  ^=  fjn  fallen  /'und      zusamnui»,  die  Sehne 
wird  Taugeute  iui  Punkte       uud  wir  kabeu  fulgeudeu  batz: 

Ist  Ps  pm  ein  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreleclcs  ABC  und  trift 
AP  den  Umkreis  noch  in       so  schneiden  die  Tangenton  in  f«  as 
den  Umkreis  die  BC  in  Punkten  einer  Geraden,  der  UarmonikakB 
.  des  Punktes  Z^hepn^  Ist  P=     so  wird  auch 

Ist  Q  =  pipcy  der  reciijruke  Punkt  von  P\  so  wird  Z  Ik\  Ist 
J  das  lukrciscentmm  des  Dreiecks  AüC,  P  ein  beliebiger  Puakt  ii 
der  Ebene  desselben  \  trifft  AP  den  Umkreis  uoch  iu  und  con- 
stmirt  mau  auf  der  andern  Seite  von  AJ  den  Winkel  ^mAJ^  so  dass 
der  neue  Schenke]  den  Umkreis  in      trifft:  dann  achneiden  sich  die 
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AfOU  in  einem  Punkte  Q,  dessen  Coordinalen  denen  vou  P  reciprok 
sind,  also  im  Punkte  Q  =  jibpc.  In  diesem  Falle  sind  die  ^sOa« 
wie  auch  onmittülbar  die  Figur  zeigt,  dcu  BC  parallel 

2.  Es  ist: 

?J4  ?e  S  —  ap^pc  pa{a pc  +  epa)    pa{a pt  +  bpa) 


pb 

0 


AP  trdfo  BC  in  A,  dann  ist: 

Pa=  0 

Die  $*$e  troffen  die  A/"«  in  91'.  Man  fiodct: 


pc 

Ph  0 

pe  fa  pafb 


\pitiape'\^cpn)  pa{aph-\-hpt) 


'pmph 


--Phpc 


!  PiPc  Pape 


^  paHl^pe  —  epk) 
*=  bjfa^pipe 


—  ept^phpe 


SM  —  pa{bpc  —  Cph)    hphpe  —cpbpe 

Afi'  ==0  e  b 

Diese  Gerade  trifft  die  SC  im  Pnnifto:  0  h  ^t.  Diese  Pnnlcte 
liegen  in  der  Geraden  he^  der  Harmonikalen  des  Grcbe'schen  Pnnlctes. 
Wir  haben  also  den  Satz: 

Ist  P  ein  beliebiger  Paukt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC^ 
trifft  AP  die  BC  in  P«,  den  Umlureis  noch  in  und  schneiden  die 
$6$c  die  PkPt  in  so  liegen  die  Schnittpunkte  der  A%'  mit  den 
BC  in  Punkten  einer  Geraden,  der  Harmonikalen  des  Grebe'schen 
Puktea. 

3.  AP  treffe  BC  in  Pa,  Ha  trenne  BC  harmonisch  von  P«. 
Dann  ist: 

AIU  Schnede  den  Umkreis  mm  zweitenmale  in  Die  Coordinaten 
dieses  Punktes  rind  bestimmt  durch  ^e  Gleichungen: 
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Wir  bekommen: 

Die  Ja  sind  der  Beibo  nacb: 


— 1>*(*|>«  —  cpk)     peibpe  —  epk) 


pdf'  pc  +  cpb)  —  aphpe 
pc{bpc  —  cpb)     +  apbpe 


—apkpc  pk{hpt  +  cjp») 
+ aphpc    ^pkibpe  —  cy») 


Somit  ist; 


Die  treffen  £(7  in: 

Die  AV  Bcbneiden  sich  im  Punkte  bepm*.  Die  Constmctiott  dieset 
Punktes  ist  also  folgende: 

AP  (P  —  p„)  treffe  den  Umkreis  noch  in  Sßa  sei  ein  solcher 
Punkt  des  Kreisumfangos,  dass  A^a'  den  Winkel  PAC  mit  A% 
harmonisch  teilt.  Die  ^l.??«'  treffen  die  JiC  in  81"  and  die  A^"* 
begegnen  sieb  im  Punkte  bcpa*. 

4.  Es  ist: 

Pa  ?Ja'  =  2(/y;)f  —  Cpi)     (ipc     — apk 

^  =  'l{bp9  +  cpk)    ape  apk 
Mau  findet,  dass  sieb  diese  beiden  (jeraden  im  Punkte 

treffen.  Nun  ist:  A^'^  =  0  c  —b.  Die  A'ä"'  sclmciUeu  sich  also 
im  Grcbe'schou  Punkte.  Der  so  erhaltene  Satz  lautet: 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC, 
trifft  AP  die  BC  in  Pa^  trennt  i7«  die  barmoniscb  von  P«  und 
scbneiden  ^Po«  den  Umkreis  noch  in  $a,  $a';  so  begegnen  sieb 
die  P„^a\  na^aia^"  nnd  die  AfU'  im  Grebe*schen  Punkt 

ö.  Die  ^$1%  schneiden  die  BC  iu  Punkten  einer  Goradeo, 
welche  die  Form  bpe-i-cpb  hat,  also  mit  der  Umkrcispolare  dos 
Punktes  P  =  pa  zusammenfiUlt  Wir  wollen  nun  die  Schnittpunkts 
der  ndt  BC  bestimmen.  Es  ist: 
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pa{cpa  —  ajic)    bpcpa  — pe(epa — apc) 

^/=— ;)a(ap»  —  bpa)    pb{tipu — bpa)  cpapb 
*»'J5c'=  ^* 


Ä  ;)c  ;?a  — i?c  {c  pa — apc) 

phiftPb  —  bpa)  epapb 

aphpdcpapb  -{-bpcpa  —  apbpe) 

\^p«(epa  —  apc)  palepa — apc)\ 
I    cpaph  ^pa(apb  —  bpa)\ 

— ptticpü  —  ape)  {cpupb  +  hpcp»  —  apbpt) 

Pa{cpn  —  a  pc)       b  pe  p.t 

— Pa{apb  —  bpa)     pb{apb  —  bpa) 


=  pa{apb— bpa)  (cpapb -\r^PcP»^  ^P^Pf) 


ibiiit: 


\  %'^e^Ophpe    —pulepm^apc)  p«iapb—bpm) 

Ik^'fc'  trifft  dio  ßC  in: 

=  0    aph  —  *f a  cpa  —  flpc 

=  0     (ij!><?  —  Cpb)  {bpa  —  ap6)     (c;?u  —  «2)c)  (fiJt  —  bpc) 

^JSit  schneiden  sich  im  Punkte  (aj»* — i|i«)(oi>e— epb)«  dem  har- 
luiiMlien  Pol  der  Geraden,  welche  den  Grebe'schen  Punkt  mit  P 
\  fotindet 

6.  £8  ist: 

Bl^e  =  cp„pb    0  palapb-{-bptt) 
IHeie  beiden  Geraden  treffen  sich  in: 

1}  =  ~>  (ap»  -f  -        (epm + ape)     bpe{api  +  epkifipn + «J"«) 

IfiOlU  folgt: 

^Si  s  0   ephiepa  +  a^«)   —  6pc(ap* + Ap«) 

Wo  vl^j  treffen  sich  im  Punkte  7^  =  a7>ft/)c(«/>6+ipa)(öpc  +  cp«)« 
^trselbe  wird  somit  auf  folgende  Weise  coustruirt: 

^(P=p«)  trifft  den  Umkreis  des  Urdreiecka  noch  in  9«.  Die 
^  €%  sdni^deii  Mch  in      die  A%  in  JS. 

Ferner  ist: 


Der  SchnittpiiDkt  dieser  beiden  Geraden  ist: 

=  (cpa     ape)  (apb  —  üpa)    bpe{aph  —  bpa)    —  cpb{cpa  —afc) 

Es  ist  dann: 

=  0    c  pb{c  pa — ape)    Ipdapt  —  hpa) 
=  0    flc  91 

9«  Ä  a|i»pe  (ajH — hpu^  (ape  —  cji«) 

Die  Äüs  treffen  die  /iC  in  den  Punkten:  0  qb  —gc,  welche  in  der 
Geraden  qbqc^  der  Harmouikalen  des  Punktes  qa^  liegen.  Der  Punkt 
Q^gß  wird  also  auf  folgende  Weise  constmirt: 

Die  Harmonflnle  von  P^pa  trefft  in  ^17«  Spirille 
den  Umkreis  nodt  in  Die  B^c',  C^b  ergeben  den  Schnittpiaki 
^3.  Die  A^^  treflfon  die  BC  iu  Punkten  einer  Geraden,  der  Hämo- 
nikalcn  von  Q. 

7.  Trifft  der  zum  Strahl  AQ  {Q  =  g«)  bezdgUch  AB^  AC  vkrte 
hannonische  Strahl  den  Umkreia  in  O«'»  so  ist: 

£U'  =  ippe — epk)  (4g« — C9»)   abpe^e  acp% 9 

Nan  ist: 

Hienms  folgt,  dass  $a'£U'  nnd  9a10«  die  in  denuelbeB  Pokli 
treffen. 

Sind  also  r,  Q  zwei  beliebige  Punkte  und  treffen  AP^  AQ  den 
Umkreis  noch  in  ^<o,  Oa;  schneiden  ferner  die  zu  AP^  AQ  bezüglich 
Aß^  AC  vierten  harmonischen  Strahlen  den  Umkreis  iu  CU': 
so  begegnen  sich  die  $aOa,  ^a'CU',  HC  in  denselben  Punkten  und 
zwar  in  Punkten  einer  Geraden,  der  Uarmoiukaleu  des  PnnlLtea  ^ji«^ 

n. 

Der  Steiner'aehe  Kegelsehnitt  iweier  Punkte. 

Sind  /'  Q  Punkte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC\  treffen  die 
Geraden  PA,  QA  die  HC  in  Pa.Qai  so  liegen  nach  Steiner  die  Piakto 
Qa  auf  einem  Kegelschnitt  Er  hat  die  Gleichnng: 

Xpbqbpeqe^a  —  ^paqa{pbqc-\  peqb)xhrc  "  0 
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wie  die  Eiasetsiiig  der  Coordioatenwerte 

7'a  =  0  pb  pr. 

Qa  =  0  ([It  qc 

bestttigt,  wcDD 

P  S  pa  pi,  pr. 

Q^qa   qh  qc 

Die  Poltre  dncs  Fanktcs  |  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  S 
hat  die  Form:  3S:3|«,  wenn  in  £1  fDr  die  «  die  £  gesetzt  worden. 

Hier  ist: 

iS'.dit  =  2pbqbpeqe  |a  — /?c  qe  ipaqb  +J>6  2«)  h—pb^l»  (i'"  qa)  -.c 

Die  Polaro  Ton  P  hat  also  die  Form: 

=  q«V^p«iphqe+peqh) 

Ebenso  ist  die  Polare  von  Ü  die  Gerade: 

pt^qbqA  ph  qe  +  J>c  fl*) 

Polaren  von  P,  Q  tre£feu  sich  in : 

!  qhpcPn  (pr P'i  4"  pn  qc)  pb  qc  qi%  (pc  qa  +/>n  qc) 
1  qcpa pb  ( pa  <ih + Pb  q»)      i>c  qa  qb  (pa  qb  +  Pbqa) 

=  paqa{pbqc  —pcqb) 

0ie Harmonikalen  Yon  P,  Q  sind  die  Geraden:  pkpe,  ^<Zc.  Ihr  Schnitt* 
pirnkt  hat  die  Form: 

Pc  P'I    qe  q<i '  /  V 

|Joi?6     qaqb  1 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Werden  zwei  beliebige  Puukto  in  der  Kbcue  cinos  Dreiecks  mit 
dessen  Edcen  verbunden,  so  treffen  diese  Kcktransversalen  die  (iegcn- 
soiton  in  sccbs  Punkten  eines  Kegclscbnittes,  in  Uezug  auf  welchen 
die  Polaren  der  beiden  Punkte  sich  mit  ihren  Harmonikalen  in  dem- 
seihen  Pnnkto  treffen. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung: 

Xphqbpeqera*—  £paqaipbqc+peqf)xhVt  —  0 

sTg^p^  SO  bekommen  wir: 

£p«qbq9  —  0 
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Liegt  also  von  zwei  Punktcu  der  eine  auf  der  Hannonikale  des  ! 
andern,  so  liegt  jener  auch  auf  der  Peripherio  des  Steiner'schen  Kegel- 
schaittes  der  beiden  Punkte. 

1 

Der  Kegelflchnitt:  £pmnre  —  0  ist  dem  Urdrdeck  mngduiebea. 
Die  Tangenten  in  Ä  schneiden  die  BC  in  Ponkten  einer  Geimdea, 
der  Harmonikaien  (geraden  Polaren)  des  Punktes  P.  Man  oemt 
diesen  Eegelsebnitt  die  konische  Polare  Ton  P  in  Bezug  aof  das  Drei- 
sdt  ABC.  Wir  können  also  auch  sagen: 

Der  Steiner'sche  Kegelschnitt  eines  Punktes  und  irgend  eines  { 
Peripheriepnnktes  seiner  konischen  Polare  in  Bezug  aof  das  UrdreieGk 
geht  durch  Jenen  Punkt  seihet 

Da     =  «  der  Grelu-'schc  Paukt  iinil  ZnrhXc  =  0  die  Gleichung 
des  Umkreises  ist,  so  bat  man  den  Spccialfall: 

Der  Steiner^sehe  Kegelsdinitt  des  Grehe'schen  Punktes  und  eines 
Peripheriepnnktes  des  Umkreises  geht  durch  den  Gnbe^sdieB  Punkt 


ni. 

lieber  den  Polarkreis. 

Sind  Ta  die  Normalen  eines  Punktes  X  auf  die  Seiteu  BC  =  a 
des  Dreiecks  ABC\  so  liegt  X  auf  der  Peripherie  eines  Kegelschnittes, 
wenn: 

Denelhe  ist  ein  Kreis,  sobald 

^*9«c  +  e^gu  —  2bcgke  —  <?  «  Gonst 

und  entspricht  dem  Fundamentaldreiedc  polar,  wenn  die  ghc  Tcr- 
schwinden. 

Wir  haben  sonach,  nm  die  Gleichung  des  Polarkieisea  ilUr  das 
Dreieck  ABC  su  bilden,  folgende  Gleichungen  au&ulOsen: 

<^gtk  +  f^^gee  =  G 


Wir  erbalton: 


1  c« 

0 
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wenn  wir  mit  or,  y  die  Winkel  des  Urdreiecks  bezeichnen.  Die 
OUdm^g  des  Pokrkreiaes  lautet  also: 

Die  Polare  des  Puürtes  t  in  Bezog  auf  diesen  Kreis  hat  die  Form: 

dJEacos«^'  . 
 hu  =o«»«f« 

Tflr  |a  =  co8/)co8y  erscheint  die  Polare  im  Unendlichen.  Sonach 
ist  der  Uöhcnschnitt  des  Urdreiceks  der  Mittelpunkt  des  Polarkreises. 

Üitt  den  Badins  zn  finden,  benntien  wir  die  Formel,  welche  den 
ibilttd  eines  Punktes  ^  Ton  der  Geraden: 

gUrt  Das  Quadrat  dieses  Abstandes  ist: 

— 2^6jC|C08a~ 

Nun  sei  {  ein  Puukt  des  Pülarkreises,  dauu  ist  seine  Tangente  die 
Gerade: 

Fsr  dieselbe  ist: 

La^  —  22?6|C|COsa  =  Za^cos^'ala^  •—  2i7cos  a  2^  ^c|6  |c 

Die  Sdtennormalen  des  Höhensehnittes  sfaid:  Srcosiloosx,  wo  r 
tei  Radius  des  Umkreises  bezeichnet  Also  ist  das  Quaibat  des 
Htibmessers  des  Polarkreises  der  Ansdradc: 

£    COB%|.>  —  in  cos«  ^he  {» |e 

Der  Qnotient: 

msss  Yon  den  t  nnabhftngig  sein ;  bei  der  directen  Division  hat  man 
tosach  zn  beachten,  dass 

Cosa »  0 

iian  findet  dann: 

€  -=  —  ilcosa 

Die  indveete  Bechnnng  gibt: 

(J?a»y  +  22;*c{i  fe)  X  —  neos« 
—  —  neOBaJ^?a*ta*  — 227cosa'£to{i{e 
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Addiren  wir  rechts  deu  Ausdruck : 

/' 

-  £aCOStiL*  0 

F 
ar 

80  erhalten  wir: 

(2?a» lö  fc  +  ÜEbeft  M  X  —  HcMa 

=       cos^a -2ncosa2bcUU 

Der  Radios  dos  Polarkreises  Ist  somit: 

Daraus,  wie  aus  der  Gleiclmn^'  für  den  Polarkreis  ergibt  sich,.dass 
derselbe  l'Ur  eiu  spitzwiukliges  Dreieck  imagiuär  wird. 

WicD,  November  1877. 
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XXXIL 

Magnetische  Influenz  versuche. 

Von 

Ludwig  Kfiip. 


a>  Zmr  magneUselien  Induction  weicher  EiBonkenie« 

Wem  eine  onipolare  magnetische  Intensität  darcli  „Influcoz** 
M^netismns  in.  weichem  Eisen  erregt,  so  entsteht  die  Frage:  ist  die 
magnetische  Intensität  au  dem  ^ade  des  Eiscnkcmea,  welcher  nicht 
■ti  dem  InflacDzpoIe  in  Bortthning  stobt,  gleich  gross  mit  der  inda- 
chten  magnetischen  Intensität,  im  Falle  das  weiche  Eisen  aas  einem 
StAcke  oder  ans  mehreren  gleichen  Stücken  zn  gleicher  Länge  zn- 
rnnmengesetstl  wkd.  Mit  HflUs  der  «magnetischen  Gompenaatlons- 
imCbode**  stellte  ich  hieraber  Yersnche  mit  prismatischen  nnd  ran- 
dn  EiseontUcken  an,  nnd  hracfate  meine  BesnUate  in  der  Tabelle  P 
sar  näheren  länslcht 


*>  Vargl.  FoggendorlPa  Ann.  Bd.  CXXXIXI.  o.  CXXXV.  oad  GniiMrt*t 
AfAhr.  T.  5S.  «•  SS. 
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Tabelle  F. 


Abstände 
der 

Kormal- 
Iftmelle 
In  cm. 

AbsUiudc  der  Kcrnpolo 
in  cm. 

Relative  Intensitäten 
au  den  Kcrupolen. 

ZuU  der 

»ngestosao- 
Den  Kerne. 

An  einem 
SIfteke. 

Linge 

in  m^'hreren 
gleichen 

An  mneni 
Stück«. 

DieMlb«  Ltaf« 
fWffkft 

Prismatische  Eisenkerne. 

SS 

0. 

46. 

1,94  nL 

35,1. 

1. 

46. 

1,71  m. 

37,2. 

2. 

46. 

46. 

1,53  m. 

1,53  m. 

.  3. 

46. 

46. 

1,37  m. 

IJH  m. 

41,4  u. 
41  (4  Stücke). 

4. 

46. 

46. 

1,23  m. 
0.1,26  m. 

1,2.5  m. 
u.  1,25  m. 

Ruude  Eiscukcruc. 

33. 

0. 

46. 

1,94  m. 

35^. 

1. 

46. 

1,67  m. 

36,9. 

2. 

46. 

46. 

1,54  m. 

1,54  m. 

39,4. 

3. 

46. 

46. 

1,36  m. 

1,36  m. 

41,6. 

4. 

46. 

46. 

1,22  m. 

1,22  b. 

Unter  Beachtang  obiger  Tabelle  ergiebt  sich  der  Schluss: 

Werden  prismatische  oder  rnnde  Eisenkerne  in  einem 
Stücke  oder  in  mehreren  gleichen  Stücken  zn  gleicher 
Länge  an  eine  unipolare  magnetische  Intensität  ange- 
legt, 80  ist  die  magnetische  Intensität  (der  indncirte 
Magnetismus)  am  Ende  des  Eisens,  das  mit  demlnflnenz- 
pole  nicht  in  Berührung  steht,  in  beiden  Fftllen  einander 
gleich. 

Doch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Kerne,  welche  zum  Anstosse 
kamen,  an  ihren  Enden  gut  eben  geschliffen  worden. 
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b)  Intenhit&tsSnderaugeu  eiuer  unipularen  nicht  iiresattii^eii 
migiietisehen  InteusiUt  dureh  Anlegen  von  reichem  Eisen. 

Wenn  die  Pole  eines  laugen  Magnetstabcs ,  welcher  magnetisch 
nicht  gesattigt  ist,  durch  Ankgcu  von  weichem  Eisen  beschäftigt  wer- 
ben,  so  ist  zu  untersuchen,  welche  Aenderungeu  der  eine  Pol  d.  h. 
seioe  unipolare  magnetische  Intensität  erleidet,  wenn  Anlegungen  von 
weichem  Kisen  statttiuden.  Versuche  in  diesem  Sinne  habe  ich  vor- 
geuummen  und  meine  Kesultato  in  der  Tabelle  Q  zusammeugestellt. 


Tabelle  Q. 


Die  Arten  der 
BeschftfHgDiig  durch 
welches  Eisen. 

Abstände 
des  Ver- 
suchsstabes 
in  cm. 

Abstände 
des  Normal- 
Stabes  in 
cm. 

Intensitäten 

des 
Versuchs- 
stabes. 

Beide  Pole  des 
VerBnchsstabes  sind 
nnheschftftigt 

46. 

4i,a 

1,21  m. 

Der  abgekehrte 
(2te)  Pol  wird 
beschSftigt 

46. 

1,29  m. 

Der  erste  Pol 
wird  allein 
beschftftigt 

46. 

1,10  m. 

Beide  Polo 
.werden 
beschäftigt 

46. 

42,4. 

1,17  m. 

Die  Tabelle  liefert  nachstehende  Schlosse: 

1.  Wird  der  Pol  eines  langen  und  ungesättigten 
Magnetstabcs,  welcher  der  Nadel  abgekehrt  ist,  durch 
weiches  Eisen  beschäftigt,  so  wird  die  magnetische  In- 
tensität des  der  Nadel  zugekehrten  Poles  dadurch  etwas 
grösser. 

2.  Wird  auch  der  Pol,  welcher  der  Nadel  zugekehrt 
ist,  nun  selbst  auf  der  andern  Seite  beschäftigt,  so  wird 
seine  unipolare  magnetische  Intensität  dadurch  gerin- 
ger, und  zwar  schwächer,  als  die  magnetische  Intensität 
es  anfänglich  war. 
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X  Wird  alsdanu  der  abgekehrte  Pol  der  Nadel  zu- 
.?1oich  wieder  mitbcsch äitigt,  so  wird  die  magnetische 
Intensität  des  ziigokchrton  Polos  wieder  etwas  stärker, 
doch  bleibt  die  lutousität  geringer^  wie  in  dem  Falle, 
wenn  beide  Polo  durch  weiches  Eisen  nnbeschAftigt  sind. 

4.  Die  magnetische*  Intensität  des  der  Nadel  zage- 
kehrten  Poles  ist  am  stärksten,  wenn  der  abgekehrte  Pol 
allein  durch  weiches  Eisen  beschäftigt  wird. 

5.  Die  hetreffoudc  magnetische  Intensität  ist  an 
kleinsten,  wenn  der  der  Nadol  zugekehrte  Pol  alleia 
durch  Eisen  auf  der  andern  Seite  beschäftigt  wird. 

6.  Die  ursprüngliche  magnetische  Intensit&t  des  Po* 
les  (bei  keiner  Beschäftigung  durch  weiches  Eisen)  iit 
geringer,  als  die  magnetische  Intensität,  wenn  der  ab* 
gekehrte  Pol  der  Nadel  allein,  durch  weiches  Eisen  be* 
scbäftigt  wird. 

7.  Die  magnetische  Intensität  des  Poles,  im  Falle 
beide  durch  weiches  Eisen  beschäftigt  werden,  liegt  ; 

swischen  den  magnetischen  Intensitäten  unter  5.  und  €.  1 

j 

I 


c)  Ueber  Intensltltslndeningeu  des  Indnelrten  Xaguetlsaiu 

in  weichen  Eisenkernen* 

Weiter  wird  untersucht,  wie  die  unipolare  magnetische  Intensitit  i 

an  dem  Ende  eines  weichen  Eisenkernes  sich  ändert,  im  Falle  Magnc-  ' 
tismus  liurch  „Influenz"  in  demselben  erregt,  und  die  Pole  des  lu- 

tlueuzstabes,  entweder  nur  ein  Pol  oder  beide  Polo  durch  weiches  I 

Eisen  beschäftigt  werden.   In  diesem  Sinne  habe  ich  gleichfalls  die  1 

kommenden  ^  ersuclie  ausgeführt  und  die  erhaltenen  Keaultate  in  der  i 
folgenden  Tabelle  R  zusammengestellt 
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Die  Arten 
der  Bcschnftigmig 

des 

Verteilangsstabes. 

Abstände  i 

des 
Kernendes 
in  cm.  1 

Abstünde  1 
des  Xormal-| 
Stabes 
in  cm. 

Intensitäten  au  dem 
Kernende,  iu  dem 
Magnetismus 
iuducirt  wird. 

Die  Pok'  des 
Verteilungsstabes 
sind  unbeschäftigt. 

Abstand  des 
Vcrtoilungs- 
Stabes. 
30. 

26,1. 

1,32  m. 

Die  Pole  unbeschäf- 
tigt; Verteilung 
üudct  statt. 

30. 

31,6. 

0,90  m. 

Der  2to  Pol  wird 

|yMi»1llf^lnf  •  TnllllMi9 

findet  statt 

• 

SO 

Iu. 

Der  ItePol  (Influenz- 
pol)  wird  biMchAltigt« 
iBtonz  findet  statt 

ao. 

83,9. 

0,82  m. 

Beide  Pole  werden 
beschäftigt;  Influenz 
findet  statt 

{  30. 

1 

32^. 

0,85  m. 

Die  ans  vmtehender  Tabelle  za  ziehenden  Schlfisso  sind  die 
folgenden: 

1.  Wirkt  der  eine  Pol  magnetisch  verteilend  (indu- 
cireud)  auf  weiches  Eisen,  und  der  audrc  (2te)  Pol  wird 
ilurcli  Anlegen  von  weichem  Eisen  beschäftigt  (d.  h.  dass 
er  auch  magnetisch  verteilend  wirkt),  so  wird  die  magne- 
tische Intensität  am  Kernende  grösser,  wie  iu  dem  Falle, 
wc'on  der  2te  Pol  unbeschäftigt  ist 

2.  Wird  der  Ycrteilungspol  selbst,  jedoch  auf  der 
andern  Seite  durch  weiches  Eisen  beschäftigt,  so  wird 
die  magnetische  Intensität  am  Kernende  wieder  etwas 
kleiner  als  unter  1. 

8.  Werden*  endlich  beide  Pole  dnreh  weiches  Eiscn- 
besehftftigt,  so  wird  die  magnetische  Intensität  am  Kern 
eide  wieder  etwas  grösser,  nnd  zwar  ist  die  magnetische 
Intensitftt  alsdann  stärker  als  unter  2. 
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4.  Die  niagnotischeulntcnsitätcu  am  Kornende  unter 
1.,  2.  und  3.  sind  jedoch  kleiner,  als  die  ursprängliche 
magnetische  Intoiisität  des  Inflaenzpoles. 

5.  Von  den  magnetischen  Intousitaten  am  Kernende 
unter  1.,  2.  und  3.  ist  die  magnetische  Intensität  unter  1. 
am  grössten,  und  auch  noch  grösser  als  die  Intensität« 
wenn  der  eine  Pol  des  Influenzstabes  nur  verteilend, 
der  audre  (2te)  Pol  aber  unbeschäftigt  ist. 


d)  Der  indueirte  Magnetismns  bei  ingespiUten  Etsenkenen« 

Auch  möchte  ich  die  Frage  beantworten,  wie  die  inducirten 
magnetischen  Intensitäten  an  den  Enden  weicher  Eisenkerne  sieb 
ändern,  wenn  Magnetismus  in  denselben  inducirt,  und  die  Enden  der 
verschiedenen  Eisenkerne  nur  auf  der  einen  Seite  mehr  oder  weniger 
zugespitzt  werden.  Die  Resultate  meiner  Versocbe,  welche  ich  gleich- 
falls iu  dieser  Richtung  erhalten,  gibt  die  kommoBde  Tabelle  S,  docb 
ist  zu  bemerken,  dass  die  Spitzen  der  Korne  stets  mit  dorn  Inflam- 
pole  in  Berühmng  kamen. 

TabeUe  S. 


Die  Arten  der 
Kerne  in  Bezug  der 
Zuspitzung. 

Abstände 
der  Kern- 
enden 
in  cm. 

Abstände 
des  Normal- 
stobes 
in  em. 

Intensitüten 

an  den 
Kernenden. 

Kdn  Konns. 

40W 

36^1. 

1,62  m. 

Sehr  schwacher 
Konus  an  dem 
einen  Ende. 

46. 

86,2. 

1,^  m. 

Schwacher 
Konns. 

46. 

36A 

1,53  m. 

Starker 
Konns. 

46. 

36,3. 

1,53  m. 

Sehr  starker 
Konns. 

46. 

86^ 

1,56  m. 
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Dio  ZB  nehenden  Schlosse  sind  die  folgenden: 

1.  Wird  iu  ei nc m  wci ch c n  K iscu k er n  e  M a g u e  t  is mus 
darch  eiue  unipolare  maguetiscbc  Intensität  inducirt, 

I  aud  das  Kerueudo  —  was  den  Pol  berührt  —  hat  keine 
I  Zospitzung,  so  ist  in  diesem  Falle  die  inducirte  inagne- 
tisclie Intensität  am  andern  Endo  desselben,  am  grössten. 

2.  Finden  Zuspitzungen  an  den  einen  K n den  der 
Kerne  statt,  so  sind  die  magnetischen  Intensitäten  unter 
irloichen  UinstiLudc  n  etwas  kleiner  als  unter  1.  unter  sich 
—  wie  die  Tabelle  zeigt  —  aber  gleich. 

3.  Ist  dagegen  das  eine  Kernende,  das  den  Pol  be- 
rlhrt,  eine  Spitze,  so  ist  die  magnetische  Intensität  am 
Aidern  Kernende  etwas  grösser,  wie  die  inducirte  Inten- 
tltlt  unter  2.,  aber  kleiner  jedoch,  wie  die  magnetische 
liteasität  unter  1. 


T*U  ULL  Sä 
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XXXllI. 

MiBcellen. 


1. 

Proaueie  eiuisrer  FMtorenreilMB. 


Ist: 


2?/(x)=/a)+/(2)+/(3)  +  /(4)+  ...  +/(u-2)  +  /(«— !)+/(«) 
1 

80  ist: 

l;/(«_l)_/(0)+/-(l)+/(2)+/(8H-.-.+/(«-3H-/(--2)+/(«-l) 
also:  ^ 

^/(x)  -  2:/(x  - 1)  =/(«)  -/(ü) 

Und  weil: 

h  fi^)  -A^  - 1)3 = l  AD  -  fm + [/(2)  -/(!)] + [  AS) — A2)l 
+[A*)-A3)]+...+[/(»-2)-y(n~3)J+[A"-i)— 2)] 
+C/(»)-/(»-l)J  «  [/(!)+  /(2)+/(3)+«.+/(«)]- W0)+A1)+A^ 


daher: 


1 


FOr  n  »OD 
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Nack  diesoD  aUgemeineren  Snmroonformeln,  erhaltoii  wir  leicht 
die  Ftodocten  der  folgenden  Factorenreibcn: 


t)  Ist: 


/(jr)      =log— g;^- 


/'(h)-1o;{-2^ 


^  log  ^2^!^^   I  /(0)  =  log8m« 


so  ist: 


/W  -/(X- 1)  «  log   log  =  log .„  .,V-T 


,       sin  2'  « 


2x        ■''ö  2^ 
28iii2*--ia.C08  2*->« 


INe  Summirangsformcl  (I)  giebt  uun: 


2' sin  2*-'« 
=  lügC08  2'-^a. 


J?lo|5C082«-»«  «  log   log  sin  et  « ^n^^i^ 


oder: 


Iogeo8a-|-Iogco8  2a+]ogco84a-|-  logcos8      . . 

II  1       1  sin2"« 

+lo«co82«-i««log2i,jj5^ 

daher: 

8in2**a 

0O8ff.CO82«.CO84«.C088ff  ...  C082»-*«  «-  öiTT— 

2'*8ina 

Und  weil 

8in2^<r  ^ 

hm  -  gV-  ^  0 

80  ergiebt  sich: 


(1) 


cosff.co82a.cOB4ff.cos8a...  0 
b)   Setzt  man: 


(2) 


fix)      =s  log  2*810  1, 


/Cap-l)=log2-i8in2„-i 


so  ist: 


/W-log2"sin^ 


/(O)  — logtintt 


er 

IN 


/(ar)— 1)  =  log2»8in^-log2*-i8inpri  -  log 


if-isingt-i 


—  log 


28m^  28in^ 
 — =log  — 


2* 


— 1 


2«"»25.co8^ 


—  —  log  cos  ^  ««  log8ec  ^- 
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Wendet  man  die  SommiruDgsformel  (I)  an,  so  erhiüt  man: 

«         V,,        «      .  siu« 
-Slogcos.^  =  —  -i-logscc  ;  —  log  - 

1  -  X  ^ 


das  ist: 


log  cos  ^4;  log  cos  ^ -flog  cos  ^-j-  ...  +  log  cos  ^  •*  log 


8104 


2- Sin  2^ 


IT 


logsec^-f  logscc  j  +  l0ese<^  ^+  +logscc 
oder: 


2« 


2MBin, 


a 


log 


>M 


sma 


a      t(      a       (t  a  sma 

cos  2  cos  ^  cos^'COs     ...  cos 


2»  siu  ^. 


a      a      a      u  tt  ^^^^"2** 

SeC  2»«CC  ;j«8ec  5»  eC  ^  ...  SCC  g;;  = 


4  8 
£s  ist  aber  für  »  =  oc 


sma 


also: 


r  «1  r^^^"! 

lim  2« sin, ^.      nlim  — 


log  cos  ^ -f  log  cos  ^-{- log  cos  -  +  ...  =  2;  log  cos    —  log 

log8ec|+log8ecj+^og8cc^  +  +  £l0g8CC  —  log 
oder: 

a       a  a 


a 

siuo 


gsec^. 


a 

sina 

u 

« 

tt 

16  • 

Bin« 

log  COS  j  +  log  COS  g  + log  cos  ^  4~       -^^  log  cos 


9 

log=- 
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n 


logsec^  -flog  sec^-  +  logsec    -f  ...  —  Xlogsec       —  log 


71 


welche  zur  Berechoang  der  Zahl     dienen  kann. 
Diese  Roiben  kann  man  auch  schreiben: 
n       n       n  it 


cos  ^  cos  g  cos     cos  ^2  ... 


7C 


2 
ff 


I 


(ö) 


sec  j-  aec  g  sec  i"<;  sec  .^^  ...  =  ^ 


16  32 


c)  Man  actze: 

log[2sin2-'a] 


log[28iii2"(»3 
/(»)  —  —  


M-l 


iogy28in2*»a 


-  ^       /(0)-  -^-i— '^-log[28ina]* 


so  ist: 


Iog[28in2»tt]-21og[2gin2'-ift]     _  log[28in2*-ift3^— log[2gin2^i>l 
2*— i  "  ■*  *}x-i 


[2siü2*-^fty 
28in2*« 

 = 


[28in2*-^<r3« 
*^^28in2«-»«.cos2'-'« 


sin2jj*« 

^^^C082*-'tt 


—  logv  tang2*-^« 


Die  SuiDmiruiigsluruicl  (I),  gicbt  nun: 


«-1 


ilog  y  tang 2'-»  a  —  log  psin  «]-  —  log  ^2  sin  2"ä  =  log     J*-^^ . 

y28in2Ma 

log  tang o-j-i log  taug  2a logtaiiL;4«-f  ilüi5taug8a+  ... 

.     1    ,  ^    1       .  [2siuaP 

+  .^.ilogtang2«-i«  =  log  ^~  1— 

y28in2*a 

oder: 


w-l 


[tangurj .  y  taug 2a  •  >  taug«a  . .  y  tang2'»-ia  «  -^^1 


(6) 


y28in2**ä 
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Der  2«^eiuier  dieses  Aasdracks  lässt  sich  in  folgender  Bdbe  ent- 
wickeln: 

W— 1  tt 

•I  i   _  J 

Vöiu  2"a  =  yi  —  [cos  2»«J-  =  1  —  ^lcos2**ay 

\.a      C«>»2"«]*  i/.8  ^[cm2"o]'>+  ... 


+ 

nud  fttr  n  OD 


t  

Iimy8in2^  —  1 


80  ist  auch: 

lim y 2d]i S"«  —  Um 2''     •  V 8hi2^  «  1 


H-l  »-1 

«   -  « 


daher: 

logtanga^-  ilogtang2a-|-llogtang4a-)-ilogtang8a+... « log[2suMil' 

oder: 

 4  II  

[tnng«]  .  ytang2ä .  Vtang4« •  Vtangda ...  »  ßsiuo]^  (7) 

G.  DobUski, 

Techniker  der  Warschau-Brombcrgcr 
Eisoubahu. 

Kntno,  d.  7.  Febr.  1877. 


2. 

Allgemeinster  Ausdruck  der  Richtungscosinns  einer  Geraden  in 

mtionnlen  Brflehen. 

Die  Auigabc  ist,  die  Gleichung 

durch  ganze  Zahlen  x,  y,  x,  u  zu  crfollen.  Schreibt  man  dafür 

80  zeigt  sich,  dass  ^ — «  Factorcn  von  «^-f-y'  nud.  Kn 

ist  bekannt,  dass  eine  Qnadratsnmme  ff*+y'  ausser  gemeiiiBanieB 
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i      FÄCtorcn  von  j-  uud  y  keinen  Factor  von  der  Form  1«  —  1  li.ibeu 
'     kaniL   Jeder  gemoinsamc  Primfartor  von  j-  und  y  Ut  aber  in  gerader 
Potenz  in  jr^-f-j/'  eutijalten,  folglich  glcicbzeitig  in  gerader  oder  gleich- 
zeitig in  ungerader  Potenz  in  ft-f-s  und  n  —  s;  die  niedrigere  Potenz 
I     -tockt  dann  in  n-\-z  und  u  —  z,  also  in  r,      s  und  »4,  so  dass  sich 
i     Gl.  (1)  durch  deren  (Quadrat  dividiren  lässt.    Nach  geschehener  Ke- 
I     ductiou  haben  daim  u-\-z  uud  u—z  Factoren  4n  — 1  nur  iu  gerader 
Poteoz. 

Es  ist  ferner  bekannt,  dass  jede  Zahl,  die  Primfactaren  4h ^1 
nr  m  gerader  Potenz  enthfllt,  eine  Summe  zweier  Quadrate  ist;  folg- 
lidi  kann  man  setzen: 

l>ica  eingeführt  giebt; 

xS-fyt  ^  (a«+&«)(c«  +  r2«)  —  (ac+M)»+(a<i— *c)« 
and  man  bat  die  Lösung: 

y  ==  atl—bc 

no  ;{  der  Grössen  «,  f>.  r,  <l  alle  ganzen  Zahle»,  die  vierte  teils  die 
giraden,  teils  die  ungeraden  Zahlen  zu  dnrcblaiilen  bat,  damit  alle 
inö^dichen  Wertsystenie  von  //,  ?/  dariu  entlialten  sind.  Die  Frage 
nach  den  idcntiscbeu  Lüsungeu  uud  dercu  Ausschliessung  bb  iht  natUr- 
I   lieb  offen.  R.  Hoppe. 


3. 

Bestfounung  der  Vieleeke  durch  die  Winkel  zwischen  Seiten  und 

Diagonalen* 

f.  1.  Zählong  d'er  Winkelrelationen. 

Zieht  man  in  einem  nock  alle  Diagonalen,  so  gehen  von  joder  Ecke 
aas  »  —  1  Gerade,  wolcho 

•  2)  Winkel 

mit  einander  bilden.  Es  entstehen  also  an  den  Ecken 

!)(»— ^)  Winkel 
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Von  den  Winkelii  an  einer  Ecke  sind  nur  n— 2  Ton  dntidar 
nnabhftDgig,  daher  existiren  an  jeder  £dw  zwiaehen  den  Winkeln 

i<n— 1)(»— 2)— (n— 2)  —  K»— 2)(fi— 3)  lineare  Bdatioaen, 

an  allen  Ecken 

in(n  — 2)(n— 3)  lineare  Relationen.  (1) 

Je  3  Ecken  des  Vielecks  sind  die  Ecken  eines  besondem  Br^ 
ecks,  folglich  entstehen 

Jn(«  —  1)  (»  —  2)  Dreiecke. 

In  jedem  Breech  oxistirt  1  lineare  Relation  zwischen  den  War 
kein,  in  allen  Dreiecken 

l)(tt — 2)  lincaro  Belationen. 

Diese  zu  den  an  den  einzelnen  Ecken  stattfindenden  (1)  gezählt  giebt 

^fi— 2)(2n— ö)  lineare  Bdationen, 

ausser  welchen  kciue  weiteren  existireu. 

Unter  ihnen  mögen  m  Relationen  Folge  der  flbrigen  sein.  Dana 
bleiben  nach  Elimination  mittelst  aller  linearen  Relational 

{«— in(«— 2)(»— 7)J  Winkel  (2) 

die  durch  keine  lineare  Relation  von  einander  abbangen. 

Dieselbe  Zahl  lAsst  sich  anf  anderem  Wege  bestimmen.  Das  Viel- 
eck ist  bestimmt,  wenn  die  von  2  benachbarten  Ecken  aaagebendsa 
Geraden  nach  ihren  Neigungen  gegen  die  verbindende  Seite  geigebaa 
sind.  Diese 

2(fi— 2)  Winkel 

sind  offenbar  von  einander  unabhängig.  Mittelst  linearer  Relationen 
lassen  sich  ans  ihnen  alle  von  diesen  Geraden  gebildeten  Winkel  finden, 
dagegen  kein  einziger  Winkel,  welcher  einen  in  vorstehender  Figir 
nicht  enthaltenen  Schenkel  hat  Jeder  solche  Schenkel  wird  dnrch  1 
Winkel  bestimmt  Nnn  sind  sämmtliche  in  diesem  Falle  befindKcba 
Linien  die  Verbindungen  der      2  flbrigen  Ecken;  folglich  sind 

3)  Winkel  (1) 

dnrch  nicht  lineare  Relationen  bestimmt 

zahlt  man  hierzn  die  unabhängigen  Winkel  (3),  so  giebt  ea 

J(n— 1)(h-2)  Winkel, 
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die  durch  keine  lineare  Relation  von  einander  abhängen,  und  man 
kt  uacli  Vergleicbnng  mit  (2): 

••  =  7) («-  2)  -  K«-  W (» - 2) («-3) 

£8  hat  sich  ergeben: 
üoablilngig  sind 

2(it— 3)  Winkel 

Duck  sie  Bind  aUe 

inCn—lX»— 2)  Winkel 
bestimnii  Hierm  sind 

2)(n'— 11-4)  Relaüonen 

erforderlich,  unter  denen 

2)(»— 3)  KeUtionen  (4) 

oiciit  liuear,  die  übrigen 

}(»— 2)(»<— 2»— 1)  Rektionen 

linear  sind.   Unter  den  linearen  giebt  es 

\n{n  —  2){n  —  'd)  Rdationon 

zwischen  Winkeln  mit  gemeinsamem  Scheitel;  die  ttbrigon 

i(»  —  1)  (/*  —  2)  Relationen 

aad  Beintioiicn  zwischen  Dreieckswinkeln.  Dreiecksrelationen  giebt 
es  lOerkMipt 

Hii-1)(h-2) 

ooter  denen 

J(« — 1)  (« — 2)  (n — 3)  Relationen 
Folgen  der  fibrigen  sind. 

§.  2.  T ransccndeutc  Yicrecksrelation. 

Nach  (4)  existirt  beim  Viereck  swiscben  den  bezeichneten  Winkeln 
1  nicht  lineare  Relation.  Im  Vieleck  aber  bildet  jede  Gerade,  deren 
Kifihtnng  durch  lineare  Rehitionen  nicht  bestimmbar  ist,  mit  3  Ge- 
raden, deren  Richtungen  es  sind,  ein  Viereck.  Folglich  reicht  Jene 
ehw  nicht  lineare  Relation,  angewandt  anf  alle  solche  Vierecke,  znr 
Bestimmung  aller  Winkel  bin.  Wir  wollen  sie  die  Vicrecksrelation 
neanen  und  demnächst  berechnen. 

In  einem  Viereck  ABCD  seien  «,  /?,  y,  6  die  Cotangcnten  der 
Winkel  an  der  Diagonale  ÄC  =  1,  /S',  y\  6'  an  der  andern  (die 
Winkel  selbst  bezeiGhnet  durch  (a),  (^),  etc.),  geordnet  wie  folgt 
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A 

a 

aß  b 

o' 

/ 

%  ö 

e 

C 

ferner  a,  6,  c,  d  die  Seiten,  »  die  Gotangente  des  Winliels  zwischen 
beiden  Diagonalen,  nnd  wir  betrachten  alle  Winkel  als  bestimmt  dnrch 
die  4  nnabhüngigeu  6,  Die  Besiehuogcu  sind  sftmmtlicb  ein« 

fach,  sobald  der  Wert  von  %  bekannt  ist  Man  hat: 

a  s\Xi(ß')  _  8iD(x  — /?)  ß—%  8in(/3) 
b  ""  sin(a')  "~  sin(x-|-a)  ™  «+*  auK") 

sin  (o  4-  y)  ^  [a  4-  yj  siu(«) '    *     siu    +     ~  [/*-Hj^iu(/i) 
also  nach  Elimination  Ton  a  nnd  Ii 

ß^n  ^  ß+d 

woraus: 
Nun  ist 

(«')-2R-[{x)+(«)]; 

=  (^')  =  2K-[(x)  +  (ö)]  * 

Nachdem  also  (s)  allein  transcendcnt  dnrch  (5)  bestimmt  ist,  cigebea 
sich  alle  Winkel  linear. 

Um  ebcuso  wie  x  auch  a',  ß\  y',  d'  ratioual  in  o,  y,  ö  dar- 
zustcUcu,  gewimit  mau  aus  (6): 

y       y— »'    '  d+» 

Bei  umgekehrter  Darstellung  vou  «,  /5,  ^  in  a,  ß\  y\  '6'  geht  nnr 
X  in  — X  ülxT,  die  Lage  der  glcichbeuauuteu  Winkel  in  der  Figur 
ist  aber  verschiedeu. 


§.  3.  Anwendung  auf  das  Vieleck. 

Beim  Viereck  war  es  für  die  Symmetrie  nnd  in  mancher  andern 
Beziehnng  die  gOnsligsto  Wahl,  die  Winkel  an  einer  Diagonale  als 
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M0bea  zu  betrachtmL  Mb  gleiches  Uast  sich  heim  Vieleck  nicht 
ioMbtea^  olme  dass  die  Einfiichheit  der  Besümmimgon  verloren 
pfct  Kduren  irir  daher  snr  Anordnang  von  §.  1.  znrttck. 

In  dem  Vieleck  AliCDE  ...hczeichuc  die  Reihenfolge  der  Biuh- 
suben  die  positive  liicbtung  der  Seiten  und  Diagonalen.  Die  Winkel 
ü  den  £cken  A  und  Ji  seien  gegeben ,  der  erste  Schenkel  sei  ge- 
flM*iiisain  AB  und  die  Verlängerung  über  B  hinaus  bzhw.  für  die 
Scheitel  A  und  der  zweite  gehe  vom  Scheitel  in  positiver  riclitung 
Ba^'h  den  respectiven  flbrigen  Ecken.  Im  convexen  Vieleck  sind  dann 
ftie  Winkel  positiv  nnd  <  2R. 

Wir  verbinden  nun  AB  mit  allen  Seiten  und  Diagonalen  des 
(n— 2)ecks  (DE  ...  zu  ebensovielen  Vierecken.  Das  erste  Viereck 
wird  AliCD  sein.  Die  Bcstimninng  über  die  Winkel  bei  C  und  D 
bt  dann  dio  gleiche  wie  bzhw.  bei  A  und  B,  Ebenso  bei  den  ttbrigeu 
YkTeckcn. 


Ferner  verlängern  wir  alle  jene  Vierecks-Gegenseiten  von  AB  bis 

mal  Durchschnitt  mit  dem  verlängerten  AB  in  N  und  führen  die  da- 
seibst  gebildeten  Winkel  (Ä),  deren  erster  Schenkel  AB  ist,  die  dcin- 
4  nath  von  O  bis  4R  (oder  von  u  bis  2R,  dann  von  — 2K  bis  0) 
r  varüreo,  als  Uülfswinkel  ein. 


i 


Diese  veränderte  Bestimmung  erfordert  eine  Modification  der 
I  Foiseln  von  §.  2^  welche  deren  Form  - bestehen  Iftsst  und  nur  einige 
'  Tocaeiclieii  der  Cotangenten,  bedingt  durch  die  Lage  der  Winkel, 
|;<ueu  mmocbo  durch  ihre  Kehcnwinkel  ersetst  werden,  beeinflusst 
Die  Formeln  worden  sich  durch  eine  blosse  Substitution  dem  Zwecke 
gemäss  nnmlttelbar  transformircn  lassen;  doch  wflrde  dieser  hinsicht- 
ii«  b  algebraischer  Rechnung  kürzere  Weg  doch  wegen  complicirter 
^  VL>rzeicheDfragen  der  schwierigere  sein.  Wir  ziehen  es  deshalb  vor 
die  Gl.  (S>)  algebraisch  uacli  k  aufzulösen. 

Die  Winkel,  welche  AC^  AD^  BC^  BD  mit  der  Richtung  AB 
Qacbea,  seien  (c),  (t)«  (17)«  ^ejenigen,  welche  CA^  CB,  DA^  DB 
Bit  der  Bichtnng  CD  machen,  («')«  {Vi%  (^0*  "^wbl  ist  identisch 
(als  sieb  deckend  oder  ab  Nebenwinkel) 


(«)  =  (£)- 

-W 

(«') 

(«  =  W 

(/»') 

(y)  -  («') 

(/) 

(.6)  =  (£-) 

(Ä') 

nd  sls  Pr^ocksinnen«  oder  -aussenwinkel 
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t—n 


FQbrt  man  diese  Worte  in  (ö)  ein  nnd  löst  die  nach  Bednction  in  i 
lineare  Gleichung  anf«  so  kommt: 


In  dieser  Form  lässt  sich  die  transcondentoVIereckarclation  asi 
leicht  anf  alle  i(n~2)(fi--3)  Vierecke  anwenden,  indem  man  blosf 
die  Ecken  C,  D  einzdn  mit  den  flbrigen  />,  F vertaaadit. 
Sind  sämmtliche  (A)  bekannt,  so  ergeben  die  61.  (7)  linear  alle 

2(m  — 2)(rt  — 3)  durch  die  gegebenen  — 2)  Winkel  mitbestimmten 
Winkel,  welche  nicht  unmittelbar  mit  ihueu  linear  verbunden  wann. 

Der  Fall  j  — 0  macht  keine  Schwierigkdt  B.  Hoppe. 


Fällt  mau  von  den  Brennpunkten  einer  Ellipse  oder  Ilyperbd 
Perpendikel  auf  die  Tangenten  dieser  Curveu,  so  ist  bekanntlich  ihr 
Product  constauL   Dieser  Satz  lüsst  sich  wie  folgt  erweitern: 

1.  „W&hlt  man  anf  der  Hanptaxe  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
zwei  Pnnkte,  deren  Ahstlnde  vom  Mittelpunkte  der  Cnrve  resp. 
nnd  — u  sind,  nnd  fiUIt  man  von  denselben  Senkrechte  anf  eine  be- 
liebige Tangente,  so  ist  stets 


wobei  k\  l  die  erwähnten  St  iikrechtcn ,  '2c  die  JbIxcenUicitat  und  '3 
die  Ncbeuaxe  des  Kegelschnitts  bezeichnen.'^ 


4. 


£in  nener  Sats  fon  den  Kegelsehnitten. 


I 
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3.  Ebenso  fiudet  man  ftr  zwei  Paukte  der  Kebenaxe,  det«a 
AWl&Bde  vom  MiUelpunkte  wieder  -^+«  und  — «  sind,  daae 

at,  wobei  2a  die  Hanptaxe  ist*' 


k 

i  Wählt  man  auf  de  r  Nebenaxe  zwei  Punkte,  welche  denselben  Ab- 

I  Staad  vom  Mittolpunkte  haben,  wie  die  Brennpunkte,  d.  h.  wenn  wir 

f  nssse  anoeJuDen,  so  erhalten  wir 

d.  L:  ^die  Snmme  der  Quadrate  der  von  diesen  Punkten  auf  die 
Taageote  gefällten  Senkrechten  ist  eine  constante  Grosse.^ 

Anton  Sj^kora. 


f 

) 


5. 

Sonunatlon  zweier  Reihen. 
Die  Sujnmatiou  der  Keihen 

S  =  sin<p+sui(<p  +  f0-rsin(<)p  +  2«)4-  ...  -j-sia[y+(n  — l)a] 
C  =  coa9>+C08(g>+a)-f  co8(9+2a)4-  ...  +cos[flp+(«-.l)«] 

geschieht  am  einfachsten,  wenn  man  die  erste  mit  cos«,  die  zweite 
mit  sin  er  (oder  auch  umgekehrt)  multipiicirt,  und  die  Prodncte  addirt 
und.  snbtrahirL  Man  findet  dadurch 

Si.osa-\-Ctbia  ^  8in((jp  +  «)+ siii(9'  +  -a)+  ..  +8in(9-t- na) 
Scosa  —  Csina  =  8in(gj— a)+8iny  +  «.  +8U>[94-(n^2)a] 


iScos  a  -f-  Csio  er  =  S-\-  sin(9-|-f»a) — sin^ 

Sen  m  —  Ctiii  et  —  iS^8in[9+(fi — D«]  +  8in(9 — a) 

oder 

.S'(l  — CO««f)  — Csin«  =  sing)  — sin(<p  +  na) 

S{X  —  cos  tt)  -f-  Csin«  =  8in[9 + (n—  l)a]  —  sinCg)  —  o) 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  wieder  addirt  und  subtrahirt,  nach 
einfacher  Beduction 
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.    litt    .     {       .    W—  1  \ 

Slü  ^  Sin  ^ip-r  -^  aj 


/        ,    M—  1    \    .  MO 


««2 


Anton  Sykora. 


6. 

ZerlefMBf  einer  SBtfcl  in  4ie  BilTereni  iweler  <|nainile. 

Setzt  mau  in  die  identische  Gleichung 

m,  n  Statt         x—jfi  80  erhält  man 

Ans  dieser  Glcichnng  folgt,  daaa  eine  Zald  in  die  Differenz  iweicr 
Quadrate  zerlegt  werden  kann,  wenn  sie  sich  in  zwei  gerade  oder  zwei , 
ungerade  Factoren  anflflsen  lAsst;  denn  alsdann  sind  m-f-»,  »— » 

gerade,  nnd  **^*'f       *  ganze  Zahlen. 

Daraus  ergiebt  sieb,  dass  jede  nngerade  Zahl  in  die  Differenz  zweier 
Qoadrate  aufgelöst  werden  kann,  da  man  die  Zahl  selbst  als  den  einen»  ^ 
die  Einbdt  als  den  zweiten  ungeraden  Factor  dersdben  ansehen  kans.  ■ 

Dasselbe  gilt  aaeb  Ton  jeder  doreb  4  teübaren  Zabl,  iiidea  ^eselke 

die  Zerfällung  in  zwei  gerade  Factoren  gestattet 
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Obige  Gldchang  (A)  liefert  alle  muglicben  Zerlegungen  einer  Zahl 
in  die  räiereDX  zweier  Quadrate,  wenn  mau  dieselbe  auf  alle  mOg- 
Kelien  Arten  in  zwei  Factoren  zerftUt,  die  entweder  beide  gerade  oder 
bdde  nogerade  sind. 

Deuu  wenu  eine  Zahl  die  Auflösung  in  die  DitiVreiiz  zweier  Qua- 
drate — V"  gestattet,  so  ist  dieselbe  auch  gleich  (r-{-f/)ij' — y);  da 
aber  die  Factorcu  -r—'/  entweder  beide  gerade,  oder  beide 

ODgerade  sind,  so  entspricht  dieser  Auflösung  in  die  Ditl'erenz  zweier 
Quadrate  eine  Zerlegung  iu  zwei  gerade  oder  zwei  ungerade  Factoren, 
ood  dieser  umgekehrt  jene,  da  {x-\-tf)  {x^y)  =  y*. 

Die  Zahl  420  =°  2.210  —  6.70  =  10.42  »  14.30  z.  B.  bietet  also 
nv  folgende  Zerlegungeu  in  die  Differenz  zweier  Quadrate: 

420 s=  106*— 104«,  -  38«— 32«,   =  26«- 16«,  =  22«— 8«. 

Gloiclizeitig  crgiebt  sich,  dass  eine  Zahl,  die  durch  2,  nicht  aber  durcli 
1  teilbar  ist,  in  die  Difterenz  zweier  Qnadrate  nicht  zerlegt  werden 
kaon,  da  dieselbe  eine  Zerlegung  in  zwei  gerade  oder  zwei  ungerade 
Factoren  niciit  gestattet.  Anton  S>kora. 


7. 

Keae  AUeltnnr  der  PythaforllseheB  Lehnitie. 

Die  Flächeninhalte  der  ähnlichen  Dreiecke  ABC,  ^IDCund  DHC 
welche  entstehen,  wenn  man  in  dem  bei  C  rechtwinkligen  Dreiecke 
AUC  die  Senkrechte  CD  auf  die  Hypotenuse  fiSUlt,  gestatten  eine 
doppelte  Vergleichang. 

Erstens  \  erhalten  sich  diese  Flächeninhalte  wie  die  Quadrate  der 
homologen  Seiten  AB,  AC\  IiC\  d.  h.  es  ist 

Fl. :  ABCi  ADCx  DBC  =-  AE^  i  ilC« :  Ä<7«. 

Zweitens  haben  diese  Dreiecke  gleiche  Höhe,  wenn  wir  resp.  AB^ 
AD^  DB  als  ihre  Grundlinien  ansehen^  deshalb  ist  auch 

Fl. :  ABC:  ADCi  DBC  =  AB  \AD\DB 

and  somit 

A& :  AC^ :  BC«  ABxADxDB 

daher 

L  iB\AC=-  ACiAD    und  AUiBC^BCiDB 

IKe  FUcben  der  Uferen  zwei  Breiecke  gestatten  aber  noch  folgende 
Veigtoichiiiigen: 
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ADC :  DBC  —  AJJ^ :  DC^  (oder  aach   »  i>C* :  Z>^) 

so  wie  auch 

ADC ;  DliC  =  ylZ? ;  Z>J3. 

woraus  sich 

AIfiiDC^  =  ADxDB 

oder 

IL  AD  iDC     DC  iDB 

ergiebt  Anton  S^kora. 
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Litterarischer  Bericht 

CCXLI. 


Geschiciite  der  ^latlieuiatik  und  i'hysik. 

BoUctino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  roatematiche  e 
fisirbc.  Pnbblicato  da  B.  BoncoiupagiiL  Tomo  IX.  Roma  1876. 
Tipografia  deOe  seienzo  matematicbe  e  üsicbe. 

Per  Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender. 

7.  Heft.  G.  B.  IJiadofio.  reber  das  Leben  uud  ilie  Schriften 
des  Giaiifraiicest'o  Malt'atti,  Matlieiiiatikers  des  18.  Jahrhunderts. 
Virzeiehiiiss  seiner  und  der  auf  das  Malfatti'sclie  Problem  bo/ii«ilitlien 
Arbeiten.  i>7  unguUrucktc  Briefe  von  iiiui  an  Autüu-Maria  Lorgua 
(uDvoUeudet). 

8.  Heft.  Fortsetzang  der  Briefe  an  Lorgna,  9  fernere  an  CaT. 
Ab.  Girolamo  Tirabeacbi,  nnd  4  au  verschiedene  Personen. 

9.  Heft.  Alfonse  Sparagna.  Italienisclic  Uebersetzung  von 
Moritz  Cantor's  Schrift:  Gottfried  Friedlein.  Nekrolog.  B.  Bon- 
compagni.  Verzcichuiss  von  Fricdlein's  Arbeiten.  0.  Abria  nnd 
J.  Hoücl.  Notiz  über  das  Lebcu  und  die  Arbeiten  von  Victor- 
Amedee  Le  Besgo  nebst  Verzeichuiss  seiner  Arbeiten  uud  einer  von 
ihm  selbst  redigirten  Notiz  Ober  die  hauptsäcblicbsten  derselben, 
V.  A.  Le  Besge.  Bemerkungen  zu  den  Schriften  von  Leonard  de  Pise. 

10.  Heft.  Moritz  Steins  diu  eider.  Des  jüdischen  Astro- 
nomen Propliatius  in  Muntpeliicr  aus  Marseille  (u.  J.  1I3()())  Vorrede 
zum  astroDoniiscbeu  Kaieuder,  bisher  uugedruckt,  aus  zwei  alten  Ucbcr- 
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Setzungen  (dcrcu  eine  auch  interpolirt)  nebst  hebräischem  Text  mm 
erstenmal  herausgegeben  uud  mit  eigeucr  wörtlicher  lateiuischer  Leber- 
sctzuug  versehen. 

11.  Heft.  C.  £.  S^dillot  Brief  aa  D.  B.  Boncompagni  Aber 
das  Leben  nod  die  Arbeiten  von  Lonis-Am^ie  S^dülot  6.  Bon- 
compagnL  Yerzeicbniss  seiner  Arbeiten. 

12.  Heft  Moritz  Cautor.  Ueber  die  Nationalität  des  Coper- 
nicns,  ins  Italieniscbe  übersetzt  von  Alfouso  Sparagna. 

Pnblicataousverzeichnissc  im  8.,  10.  und  12.  Ueft 

Besonders  herausgegeben  ist  der  Nelsrolog  von  Gottfried  FHcd- 
lein.  H. 


Caroline  Herschel's  Memoiren  nnd  Briefwechsel.  (1750— 
1848.)  Herausgegeben  von  Frau  John  Berschel.  Aus  dem  Engli- 
schen von  A.  Scheibe.  Autorislrte  Uebcrsetzung.  Hit  CaroliBe 
Herschel's  Portrait  BerUn  1877.  Wilhelm  Hertz.  364  S. 

Das  Bach  enthalt  chronologisch  geordnete  Documente  zur  Lebens- 
geschichto  der  drei  um  die  Fortschritte  der  Astronomie  hauptsftchlicb 
verdienten  Familienglieder  Wilhelm,  seiner  Schwester  Caroline  mä 
seines  Sohnes  John,  nur  in  wenigen  Stellen  ergänzt  und  verbunden 
durch  die  Erzählung  der  Herausgeberin.  Cbarakteristbch  für  die 
Aufzeichnungen  sowol  als  für  die  Briefe  Caroliue's,  letztere  wenigsteas 
in  der  ersten  Hälfte,  ist  es,  dass  man  darin  nur  fertige  Tatsache! 
findet,  während  die  Wege,  auf  denen  so  Ausserordentliches  hat  zi- 
Stande  gebracht  werden  kOnnen,  mit  keinem  Worte  erwähnt  wenka. 
Nachdem  wir  Wilhelm  bis  S.  36  ausschliessU.-h  als  Musiker  kennen 
gelernt  haben,  seine  Zeit  anscheinend  völlig  durch  musikalische  Ter- 
anstaltungen  in  Beschlag  genommen,  folgt  unmittelbar  die  Errichtuug 
des  ISfdssigen  Spiegelteleskops,  bei  welcher  er  als  vollendeter  Astro- 
nom, Optiker,  Coustmcteur  und  Baukundiger  auftritt,  die  von  ika 
zugezogenen  zahlreichen  Techniker  und  Arbeiter  beau&ichtigcnii,  deren 
Leistungen  er  sehr  ungenügend  findet  und  mit  eigner  Hand  ergänzen 
mu88.  Einleitend  erwähnt  zwar  hier  die  verbindende  Erzählung  seine? 
Interesses  an  der  Astronomie,  doch  giebt  auch  diese  keinen  Aui- 
schluss,  wo  er  die  Ausbildung  so  eminenter,  alles  Frühere  uht-rrageu- 
der  Fähigkeiten  in  so  niannichfaclier  Beziehung  gewonnen  hat.  Der 
nun  folgende,  die  Lebenszeit  Wilhelm's  umfassende  Abschnitt,  uuil 
zwa''  mehr  die  liriefe  als  das  Tagebuch,  lüsst  erkennen,  welchen  An- 
teil die  Schwester  an  seinen  Arbeiten  liatte.  Ausser  Handdiensteii 
tieleu  ihr  zu  Aufzeichnungen  und  Beiechnongeu  seiner  Beubachtuageu 


Digitized  by  Google 


IMterariMtkmr  Beriekt  CCXLL 


3 


sowie  deren  Fortsetzung  ia  seiner  Abwcscubcit,  Arbeiten  an  den  von 
FkuDsteed  vorliegonilen,  von  Herscliel  fortgesetzten  Katalogen  der  Fix- 
itene  und  Nebel,  Aufsuchung  und  Verfolgung  der  Kometen.  Bei 
dieser  Beschäftigung  hatte  sie  das  Glück  unter  8  von  ihr  neu  ent- 
deckten, teilweifle  auch  hier  näher  beschriebenen  Kometen  denjenigen 
bei  seiner  zweiten  Erscheinung  zu  entdecken,  welchen  nachher  bei 
Tierter  ürscheiniuig  Enclte  idenüficirte.  In  einem  weit  befriedigende- 
rem Zosammenhango  steht  der  nachh<^rigo  Briefwechsel  CaroHne's  mit 
ibrem  Neffen  John,  welcher  einen  steten  Einblick  in  die  Tätigkeit 
des  letsteren,  die  Erlebnisse  beider  nud  ihre  Yerhättnisse  zu  den  . 
flichgenossen  und  gelehrten  Gesellschaften  gestattet  Ihre  eigne 
littflrarische  Tätigkeit  ans  dieser  Zeit  beschränkt  sich  auf  Vollendung 
des  Begonnenen.  Das  Ganze  umiasst  die  Lebenszeit  Caroline's»  d.  i. 
die  Geschiebte  eines  Zdtraums  Yon  fast  100  Jahren. 

Geschichte  des  Priucips  der  kleinsten  Actiun.  Akudeniische  An- 
rritt.svurlesuiig  von  Dr.  A doli) Ii  Muyer,  a.  o.  I'rotessor  der  Mathe- 
matik an  der  Universität  Leipzig.   Leipzig  1611.    Veit  u.  C.   31  S. 

An  der  Entdeckung  und  Gestaltung  des  Prindps  sind,  soweit  die 
Schrift  es  erwähnt,  beteiligt  Euler,  Dan.  Bemoulli,  Maupertuis,  König, 
d'Arey,  Lagrange,  Jos.  Bertrand  und  Jacobi,  ob  Leibnitz  bleibt  zweifel- 
haft Der  Vortrag  beginnt  mit  der  definitlTen  Aufstellung  nach  Ja- 
cob! bezOglich  auf  ein  Hasseusystem.  Euler  ist  der  Entdecker  des 
Princips,  jedoch  in  dessen  Beschränkung  auf  einen  Punkt  Dem 
Hsapertiiis  bestreitet  der  Yerfiisser  Verdienste  um  die  Fortbildung, 
nd  sehreibt  ihm  vielm(»hr  Entstellung  durch  Einführung  vieler  Will- 
kflr  zu.  König  kritisirt  ihn  und  behauptet  die  Prioritnt  von  Ldbnitz; 
Euler  erkennt  Maupertuis  in  dessen  präsumtiver  höherer  Leistung 
au  und  tritt  in  jenem  Streit  auf  seine  Seite;  Hauptgrund  war,  dass 
ihm  der  täuschende  aprioristische  Schein  inii)ouirte.  Hiergegen  richtet 
sii'h  BernouIli*s  Streben.  Lagrange  fasst  das  rrincii)  ulli^einciucr, 
doch  vermag  der  Verfasser  dessen  Aufstellung,  welche  den  Wurtiii 
nach  sinnlos  sei,  nur  auf  eine  Art  zu  inter])retiren,  derzufulge  eine 
Verwechselung  mit  dem  Ilamilton'scheu  Trincip  vorliege.  Im  ge- 
ammtcu  Hergang  sind  also  mamhe  ruukte  der  Unklarheit  enthalten; 
•iie  Geschichte  bat  au  dercu  Beleuchtung  eine  würdige  Aufgabe  zu 
iOsen.  H. 

Die  römischen  Gruudsteucrvcrmessungen.  Nach  dem  lateinischen 
Texte  des  gromatiscbeu  Codex,  insbesondere  des  Hyginus,  Frontiuus 
und  JNtpsos  bearbeitet  von£.  Stoeber,  Köuigl.  Bayerischem  Bezirks- 
geometer.  Mit  einem  Vonvort  von  Dr.  C.  M.  v.  Bauerufeind. 
MAttcbea  1877.  Theodor  Ackermann.  149  S. 
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Das  Vorliegende  Ist  Tor  dem  Eraehdoen  des  Werks  tod  Cantor 
Aber  die  römischen  Agrimensoron  bearbeitet,  also  ohno  Bezagaabne 
auf  dasselbe.  Banernfeind  findet  den  Unterschied  zwischen  den  Ge- 
sichtspunkten beider,  dass  es  in  jenem  daranf  ankam  zn  zeigen,  wo- 
her die  romischen  Geometer  ihre  geodfttischen  Kenntnisse  erbslten, 
nnd  wie  sich  dieselben  bis  in  «das  Mittelalter  fortgepflanzt  haben, 
dass  es  dagegen  Tomehmstcr  Zweck  des  Gegenwärtigen  sei,  n^ien 
einer  kurzen  Darlegung  des  Entwickelnngsgangs  der  praktischen  Geo- 
metrie bis  auf  die  Zdt  der  römischen  Kaiser  eine  voUstftndigc  Ueber- 
sicht  der  römischen  Grundstouerrennessungen ,  deren  Begclung  eben 
jenen  Agrimensoren  oder  Gromatikem  anvertraut  war,  zu  geben.  In 
der  Einleitung  wird  die  geometrische  Praxis  der  alten  Aegjptcr  nnd 
Griechen  in  Aegypten,  dann  der  BOmer,  im  Dienste  des  Staats,  er 
Ortert,  die  Messinstromente  beschrieben  nnd  die  in  Ladimann's  Aus- 
gabe des  gromatiscbeu  Codex  euthalteneu  17  Schriften  anfgeführt. 
Die  2  ersten  Capitel  haudeln  vom  römischen  Laudgebict,  dem  Ver- 
fahren bei  Colouisinmg  der  eroberten  Länder  und  der  Vermarkung, 
das  dritte  von  den  röuiisclien  Agrimensoren  und  ihren  Instrnmenten ; 
das  vierte  besilireibt  austührlicher  die  Messungsmethodeu;  der  Gegfu- 
stand  des  letzten  ist  das  Steuerwuscu  der  Kömer.  II. 


Lehrbücher,  Sammlungeu  und  Tabellen. 

Leitfaden  zum  Unteiriehto  in  der  Arithmetik  und  Algebra  an 
Gymnasien  und  verwandten  Anstalten.  Von  Dr.  Job.  Chr.  Wal- 
berer,  Professor  am  königlichen  Gymnasium  in  Hof.  Manchen  1876. 
Theodor  Ackermann.  114  8. 

Der  Umfang  des  Lehrbudis  entspriclit  dem  g{'sanunt<Mi  Pensum 
der  Gymnasien.  In  Erfüllung  der  h)gischen  Anforderungen  ist  es  ia 
vielfacher  Hinsicht  mangelhaft,  doch  bleibt  auch  bei  Absehen  von  der 
Strenge  mancherlei  an  der  BehanUlungsweise  auszusetzen.  Der  An- 
fang macht  durch  einen  einfachen,  concinnen,  wolgeordneten  Vortrag 
bei  klarer  Auffassung  einen  guten  P^ndruck;  um  so  greller  stechea 
dagegen  die  liünti;;en  handgreiflichen  und  leicht  zn  verbessernden 
Unrichtigkeiten  ab.  So  wird  i.  B.  „algebraischo  Sammo^^  so  detinirt, 
dass  der  Schttlcr  a — b  für  die  Summe  von  a  und  &  holten  muss.  Die 
Methode  ist  die  rein  arithmetische*,  die  Erweiterung  des  Zahlcngebieti 
wird  erwähnt,  jedoch  nicht  hinreichend  zur  Deutlichkeit  gebradrt; 
von  ihron  Gonsequenzen  ist  gar  nicht  die  Bede.  Von  der  Inversion 
der  Operationen  wird  kein  Gebrauch  gemacht,  vielmehr  der  Sab- 
traction,  Division  und  Badicirung  durch  gesonderte  Betrachtung  er> 
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kürt,  dio  der  einfallen  Aufifassting  im  Wege  steht,  und  die  Bedeatang 
ia  Dtniion  Dar  einseitig  zu  erlconnen  giebt  In  den  späteren  Ab- 
MUok  gleichen  die  allgemeinen  Erlftnternngen  mehr  und  mehr  dem 
T«trag  eines  Gdehrlen,  welcher  dem  Standpunkt  des  Anfftngors  so 
fas  steht,  dass  er  nicht  zu  beurteilen  ycrmag,  was  dem  Schiller  vor 
den  zu  wissen  notwendig  ist.  Die  wichtigsten  Erklärungen  sind 
I  mreichcnd  nnd  versteckcu  «ich  hinter  vielem  UeberflOssigen.  Nach 
I  lUesi  ist  das  Bttch  weder  pädagogisch  noch  wissenschaftlich  betrachtet 


Lehrbuch  der  bcsondorii  Arithmotik  für  den  Sclinlgcbranch  bc- 
ubeitct  von  Carl  Kicserif z  k y,  OUTlehror  an  der  St.  Annenschule 
'  a  St  Petersbui^.  Dorpat  1876.  G.  Hässci.  116  S. 

*     Bis  Buch  ist  eine  Anweisung  zum  bflrgcrlichcn  Rechnen,  welches 
F  M  aaf  Zins-,  Disconto-,  Termin-,  Gesellschafts-  und  Mischnngsrech- 
I  tag  erstreckt    I)ie  Erläuterungen  sind  sorgfältig  ohne  jedoch  auf 
'  dsea  Einblick  in  die  Grflnde  des  Yerfahrcns  gerichtet  zu  sein;  da* 
!  figtn  ist  ftkr  die  Anschauung  manches  anerkennenswerte  getan ,  z.  B. 
^■Rh  die  Därstellnng  der  Brflhe  in  geteilten  Linien.  Da  sidi  ein 
ketrichtlieher  Teil  des  Buchs  mit  den  russischen  Massen,  Gewichten 
I-  8.  w.  nnd  den  darauf  bezüglichen  Reductionen  beschäftigt,  so  ist 
'  Mttriicb  an  eine  Verwendung  iu  Schulen  anderer  Länder  nicht  zn 
.  too.  H. 


Lehrbuch  der  Algebra  for  Industrie-  nnd  Gewerbeschulen,  sowie 
an  Selbstuntcrricbt  Von  Johannes  Orelli,  Professor  am  dd- 
inMsehen  Polytechnikum.  Dritte,  umgearbeitete  und  wesentlich 
mehrte  Auflage  in  2  Theflen.   ZOrich  1877.    Caesar  Schmidt 


Der  Vortrag  ist  ein  erläuternder  mit  unbegrenzter  IMgebigkdt 
^  Worten;  dabei  wird  Jedocl|  die  Oricntimng  durch  voigängige 
l^uposition  und  nachfolgende  Formulimng  des  Resultats  nicht  ver- 
^btfiiDt,  und  selbst  der  Wortflberfluss  ist  geeignet  die  Anfiiusnng 
1^  zu  machen,  wozu  auch  die  beständige  Begleitung  mit  ansge- 
Beispielen  viel  beiträgt  Bei  der  grossen  Langsamkeit  des 
Foitiehritls  war  es  natOrlich  möglich  auf  manche  nfttzliche  Dinge 
oäker  emzugehen,  welche  Lehrbfldier  von  Udnerem  Umfang  bei  Seite 


H. 
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lassen  mflssen;  dies  ist  jedoch  in  den  4  ersten  AbscbnittOD,  wdchc 
die  Operationen  belumdeln,  nnr  in  sehr  geringem  Masse  geschehen 
Wo  die  Division  der  Polynome  so  ansfahrlich  erOrtert  wird,  Imnntc 

auch  ausser  der  Emiedriguug  der  höchsten  Potenz  die  zarZerftllnnf 

in  Partialbrüche  gebrauchte  Erhöhung  der  niedrigsten,  die  Anffindnug 
des  gemeinsamen  Teilers,  die  Addition  der  Brüche  mit  polynomischcD 
Nennern  und  manches  damit  verbundene  gezeigt  werden,  was  von 
praklisclKT  Anwendung  ist.  Au«  h  zu  reiferer  Ik'iiriffsentwickelune. 
z.  B.  in  Bezug  auf  MuUiplieation  entgegt-njzesetzter  Gr<)ssen,  war  durch 
die  Ausfübrlielilceit  der  Besprechung  reiclilich  Geh'genheit  juebuten 
Doch  ist  wenigstens  anzuerkennen,  dass  das  Aiifi;estel!te  eorrect  iinl 
nirgends  irreleitend  ist.  Die  Behandlung  der  (lleiclmngen  zeichnet 
sich  durch  Sorgfalt  aus.  Ks  sind  die  Determinanten  und  die  uuend- 
licheu  (HHiSsen  in  den  Kreis  der  Erörterung  ge/ogen,  und  zum  An- 
satz von  Aufgaben,  sowie  zur  Beurteilung  ihrer  Bestimmtheit  eine 
recht  eingehende  Anweisung  erteilt.  Die  Detenniuantenlehre  leitd 
durch  specielle  Beobachtung  ein,  doch  ist  die  nachherige  allgemdM 
Theorie  davon  unabhängig  erhalten.  Die  Besprechung  der  nnend- 
liehen  Grössen  ilberspringt,  sehr  zum  Nachteil  der  Deutlichkeit,  die 
BegritTserklärung  nnd  ermangelt  infolge  dessen  fester  Principien,  neu 
gleich  das  Anfgestellte  an  sich  eorrect  ist.  Die  Lehre  von  den 
Gleichungen  schliesst  mit  dem  2.  Grad;  es  folgen  dann  noch  4  Alh| 
schnitte:  Sätze  Aber  Zahlen  nnd  WarzelgrOssen,  Theorie  der  Loga- 
rithmen, arithmetische  nnd  geometrische  Progressionen,  KettenhrQcbe. 
Imaginäre  OrOssen  werden  im  1.  Teil  nnr  bei  den  Glddinngea 
Grades,  nnd  nnr  ganz  knrz  besprochen. 

Der  2.  Teil  enthält,  was  man  sonst  wol  algebraische  Analjai' 
nennt,  die  unbestimmte  Analytik,  die  Combinationslehre,  den  blnoai« 
sehen  Satz,  die  Lehre  von  Functionen,  Grenzwerten  und  inoonunes* 
surablen  Zahlen,  Ton  imaginären  Zahlen,  die  Auflösung  der  Gleichoagei 
3.  Grades,  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  und  von  den  hUhtn 
Gleichungen.  Der  Vortrag  zeichnet  sich,  sohr  im  Gegensatz  zn  eiserl 
gewissen  viel  beliebten  Oberflächlichkeit,  ans  durch  eine  DarsteUancs- 
wtise,  welche  bei  strenger  Beobachtung  exacter  Forderungen  dock 
das  Verstehen  leicht  macht.  Der  4.  Abschnitt  giebt  einen  Teil  einer 
Intinitesinialtheorie,  welcher  wesentliche  Eortschrittc  im  Vergleidi 
mit  den  früheren  nachlässigen  Methoden,  aber  auch  noch  maiu'he 
Ueberbleibsel  derselben  zeigt.  Das  Unendlichkleine  ist  eorrect  aJ« 
Variabele  erklart;  aber  >varuni  mussto  erst  der  Grenzwert  mit  Au- 
wendung dfs  (freilich  nicht  so  genannten)  Unendlichkleineu,  daui: 
wieder  dieses  durcli  jenen  detinirt  werden?  Wichtiger  ist  das  Fohlt-a 
des  Hauptsatzes:  Zwei  Constante  sind  tilcich ,  wenn  sie  von  ciu^r 
Variabelu  unendlich  wenig  ditferircn.  Dieser  Maogel  äussert  sich  sehr 
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bcmorklich  hai  Erklärung  der  iacommeDsurablca  Zahlcü.  Hier  wird 
aufgestellt:  Wir  wollen  2  incommcnsurabelc  Grössen  gleich  nennen, 
wenn  ihr  Untcrsrhi(<il  nachweisbar  kleiner  ist  als  jede  noch  so  kleine 
aagebbare  Zahl.  Dies  ist  nun  eine  offenbare  VerwiH-hselung  der 
Tariabelen,  commensarabeln  Zahl,  d.  i.  des  unendlichen  Dedmal- 
brocfas,  mit  deren  Grenzwert;  denn  nur  letzterer  ist  iacommcnsnrabel, 
snd  nur  erstero'  kann  unendUch  wenig  düTcriren.  Der  obige  Haupt* 
tttz  schHcbtet  dio  Yerwirmng  in  einfachster  Weise.  Auch  die  Er. 
Uining  dos  Fnuetionsbegrilfo  ist  mangelhaft;  es  fehlt  die  Bedingung, 
dass  der  Fnnctionswert  durch  den  Azgumeotwert  bestimmt  sei;  das 
ente  Beispiel,  das  in  der  Tat  unrichtig  ist,  zeigt,  dass  der  Mangel 
sieht  bloss  in  den  Worten,  sondern  auch  im  Gedanken  liegt  Vor- 
trefflich ist  dio  Methode  und  Darstellnngsweiso  des  letzten  Abschnitts. 


Lehrbuch  der  Buchstabenrechnung  und  Algebra  mit  mehr  als 
1500  Uebungsanfgaben.  Zum  Gebrauch  an  Seminarien  und  höheren 
Lehranstalten,  wie  auch  fSr  den  Selbstunterricht  bearbeitet  tou 
W.  Adam,  Königl.  Seminariehrer in Neu-Knppin.  Erster  Theil:  Dio 
Tier  Species  mit  der  Bruchrechnung,  Verhältnisse  und  Proportionen^ 
Potenz»  n  und  Wurzeln.  Die  Gleichungen  vom  ersten  und  zweiten 
Grade.  Höhere  Gleichungon.  Avolcho  auf  die  Form  einer  (nuulratischeu 
Gleichung  gebracht  werden  können.  Zweite,  vernu  lirte  uud  verbes- 
serte Auflage.    Ntu-Kuppiu  lt>77.    Kud.  Petrenz.    iMö  S. 

Das  Lehrbuch  zeichnet  sich  durch  Vollständigkeit  und  Sorgfalt 
aus.  Von  ersterer  überzeugt  sich  nicht  allein  der  Kundig(  sofern 
er  koin<'n  für  ein  umfassendes  Studiuni  wichtigen  Punkt  übergangen 
tinglet,  i^ündern  es  wird  auch  durch  ausführliche  Discussiouen  dem 
Lernenden  das  Bewn«stsein  davon  erteilt.  Die  Discussionen  sind  je- 
doch das  Einzige,  worin  der  Vortrag  der  Li'hren  keinen  Raum  sjiart; 
in  jeder  andern  Beziehung  ist  er  angemessen  kurz  gefasst.  Die  Sorg- 
falt ist  geübt  in  der  streng  logischen  AntVassnng  und  dem  correcteu 
oud  leicht  verständlicheu  Ausdruck.  Hierbei  mnss  man  vom  Anfang 
des  Buchs  absehen,  welcher  nur  als  Anknüpfung  an  Bekanntes  zu  be- 
trachten ist.  Im  einzelnen  sind  folgende  Ausstellungen  zu  machen. 
S.  .'Vi.  steht  der  unrichtige  Satz:  „Die  Null  multiplicirt  nicht".  Das 
würde  heissen,  den  Factor  0  könnte  man  beliebig  hinzufügen  oder 
weglassen.  —  Der  Ausdruck  ,,indirecte  Operationen^^  (von  Snbtraction 
Division  gesagt)  und  „indirecte  Verhältnisse"  ist  ungeeignet;  nicht 
die  Operation,  sondern  die  gewählte  Erklümngsmethödc  ist  indirect 
(warum  nicht  „inverse,  umgekehrte"?)  —  Bei  den  Proportionen 
kommen  Quadratwurzeln  in  Anwendung,  dio  erst  im  spfitem  Abschnitt 
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erklärt  werden.  —  Bei  den  Gleiiluuigon  werdeu  zu  Anfang  identische 
und  analytische  nominell  unterschieden,  sachlich  ergie!)t  sich  nachher 
ki'in  Unterschied.  —  Die  sog.  englisclie  untl  französische  Eliniinatiuus- 
mcthode  sind  genau  dieselbe,  nur  ist  bei  ersterer  das  Verfahren  den 
Multiplicator  zu  finden  hier  verschwiegen.  Glcichwol  werden  beide 
nicht  nur  als  verscliiedeu  aufgefiilirt,  sotrar  die  erstere,  mangelhafte^ 
für  AnRinger  enii»fühlen.  —  l)ic  genannten  Tunkte  sind  im  Vergleicli 
zum  Ganzen  geringfügig,  gegen  dessen  Vortretflichkeit  sie  verschwin- 
den. Die  neue  Aadage  unterscheidet  sich  extensiv  durch  Uinzunahmc 
der  trigonometrischen  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen,  der 
Lösung  höherer  Gleichungen,  die  auf  quadratische  zarOckftthrbar  sind, 
und  des  verkürzten  Verfahrens  der  Wurzelausziehung,  sowie  darcb 
Vcrmelirnng  der  Aufgaben.  Den  Aufgaben  gehen  stets  durchgereeh» 
netc  Beispiele  voraus.  Die  Anweisung  zum  Ansatz  der  Gloicbmiges 
ist  die  fOr  den  denkenden  Schüler  selbstverständliche,  kunstlose;  es  ist 
sehr  zu  billigen,  dass  das  unumwundene  Aussprechen  der  Begel  eine 
solche  Auffassung  in  natürlicher  Einfachheit  zum  Ziele  nimmt. 

H. 

• 

Kritische  Beleuchtung  der  Euklidischen  Geometrie.  Von  Dr.  Carl 
Heinze,  Vorsteher  eines  Militair-Bildungsinstituts  und  Städtischem 
Lehrer.  Einleitung  zu  der  von  demselben  Verfasser  und  in  dem- 
selben Verlage  erschienenen  Elementar -Geometrie  für  den  Schnl- 
gebrauch''.  Berlin  1876.  Friedberg  n.  Mode.  24.  S. 

Die  Elementnr-Geometric,  für  den  Rchnlgebrauch  bearbeitet  von 
Dr.  Carl  Hcinze,  Vorsteher  eines  Militair-Bilduugsiustituts  und 
stILdtischcm  Lehrer.  Mit  Figuren  auf  4  Tafeln.  Berlin  1S77.  Fried- 
berg u.  Mode.  74  S. 

Die  ,, kritische  Releuehtung"  nennt  der  Verfasser  eine  nur  aus 
dem  Grunde,  um  den  neuen  Elementen  Einganj^  zu  verschaffen,  ver- 
suchte und  darum  abgedmngene.  In  der  Tat  ist  sie  nichts  weiter  als 
eine  Bemängelung  der  Wortfassung,  aber  nicht  einmal  der  Euklid- 
schcn,  sondern  zum  grössten  Teil  der  in  neuern  Autoren  angetroffe- 
nen. Sachlich  ist  allein  die  Behaui)tung,  die  ConuTiienz  durch  Deckung 
zu  erklären  sei  unmöglich,  was  ziemlich  einseitig  erörtert  wird.  Die 
letztere  Schrift  bietet  weder  dem  Bericht  n«Hli  der  Kritik  einen 
nenneuswerteu  Gegenstand  dar.  Im  Vorwort  wird  die  Euklid'sche 
Methode  gelästert,  die  versprochene  gelobt  ohuc  beide  zu  kennzeich- 
nen. In  der  Ausführung  ist  von  Methode  keine  Spur;  der  Verfasser 
giebt  sich  nicht  die  Mühe,  auch  nur  den  Anschein  der  vorher  ge- 
priesenen Vorzüge  zu  wecken.  Eine  Probe  der  Unklarheit  giebt  der 
Anfang  (überschrieben  „Lehrsatz"',  gewöhnlich  nennt  man's  „Er^ 
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klärang") :  „Der  Ort,  in  welchem  dn  aÜDiälig  abnohnicndes  Ding  auf- 
hört Banin  einzunelnnm.  ist  der  goomctrisrhc  Punkt Was  dem 
weiter  liiDzugcfQgt  wird,  dient  nnr  dazu  die  Verwirrung  zn  Termehren. 

H. 

Goometrische  Anschannngslebre.  Eine  Yorschnlo  und  Ergänzung 
der  reinen  Geometrie  mit  600  Fragen  und  Aufgaben.  Von  Dr. 
E  Kreta  eh  m  er,  Oberlclirer  am  Kgl.  Friedr.-Wilh.-Gymn.  zu  Posen. 
Posen  1877.  Joseph  Jolowicz.  62  S. 

Ton  diesem  Buche  lasst  sich  sagen,  dass,  was  es  sein  >Yill,  es 
aoch  ganz  ist.  Die  Idee  einer  instructiven,  zweckgemftssen  Bosch äf- 
tigoBg  der  Kinder  mit  Gegenstftndcn  der  theoretischen  und  praktischen 
Gconetrie  mit  AusseUoss  der  zwei  logischen  Tätigkeiten,  Begriffs- 
bestimmong  and  Scblussfolgenmg,  ist  hier  in  voller  Boinheit  tct- 
wirkUeht  Was  sie  üben,  ist  Darstellung  der  Gebilde,  deren  Beob- 
achtung hauptsächlich  in  qualitativer  Beziehung  und  Bechenschaft 
Iber  dieselbe.  Sie  werden  dadurch  äusseilich  vertraut  mit  der  Welt, 
ii  weldier  sie  später  beim  Betreiben  der  exacten  Geometrie  zu  leben 
Üben,  und  lernen  die  Namen,  vorläufig  als  Merkzeichen,  kennen, 
fiearhtong  der  Quantitäten  findet  nnr  in  sehr  engen  Grenzen  statt, 
von  Winkeln  werden,  abgesehen  von  den  letzten  Abschnitten,  nur 
rechte  zugezogco,  wiederholt  aber  auf  die  Gleichheit  von  Längen  hin* 
gevNsen;  hieran  knüpft  sich  die  Lehre  vom  Messen,  welche  besonders 
aosflihrlich  auf  das  Feldmessen  eingeht  H. 


Die  Elcmeotc  der  Mathematik  für  Seminarion  und  Mittelschulen. 
Von  Martin  Schneider,  ordentlichem  Lehrer  am  herzoglichen 
Uhrerseminar  zu  Göthen.  Erster  Theil:  Planimetrie.  Göthen  1877. 
Otto  Schulze.  128  S. 

Das  Lehrbuch  nimmt  Bozug  auf  ciiuMi  Yorcursus  des  Anschauungs- 
ünterricbts.  Zu  Aiifaug  JimIos  Abschnitts  werden  die  Ergebnisse  des- 
selben geordnet  iiufgestellt.  Diese  werden  dann,  gleichsam  ais  Axiome, 
rim  Ausgang'^pnnkt  der  Argumentation  genommen.  Blieb  es  hierbei 
auausgesprochen,  dass  unbewiesene  Sätze  definitive  Gültigkeit  haben 
S'jlleu,  so  biitte  der  stillschweigende  Uebergaug  zur  Arguuientatiou 
'wenigstens  nicht  zum  verhüllten  Trugschluss  benutzt  werden  sollen, 
wie  es  namentlich  hier  beim  Parallelensatz  geschieht.  Correcterweiso 
ttusste  dieser  schou  im  Vorcursus  enthalten  sei«,  wcun  die  Auffassung 
dos  Winlcels  als  Kicbtungsunterschied  Ergel)ni8s  sein  sollte.  Es  mussto 
Vorher  ausführlich  die  Transponibilitiit  der  Figuren  erst  one,  dann 

Eit  Stelluugsänderang  gelehrt  werden;  dann  erst  hatte  der  Kichtuugs- 
»terschied  einen  Sinn;  dann  aber  waren  auch  alle  Paralleleusätzo 
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gleichzeitiges  Resultat  der  Beobachtnnr^.  Das  Vorliegende  verkehrt 
den  Zusanimeuhan;»  und  baut  einen  Scheinbeweis  auf  einen  unerklärten 
IJegritf.  Es  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  jedem  Abschnitt  zahlreicho 
leichte  Aufgaben  beigefügt  siud,  und  eiu  besonderer  Abschnitt  die 
rccbnonde  Geomotrio  bebandelt  H. 


Lehrbuch  der  Physik.  Von  Peter  Münch,  Director  der  Real- 
scbnlc  erster  Ordnung  zu  Münster,  Mit  301  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen  und  einer  Spectraltafel  in  Farbendruck.  Dritte,  vir- 
mehrto  uud  verliesserte  Autlage.  Mit  einem  Anhange :  Die  Grund- 
Ichren  der  Chemie.   Freiburg  im  Dreisgau  187G.   Herder.   ^9  S. 

Tierte,  Terbesserto  Auflage  1877. 

Die  zweite  Auflage  ist  im  litt.  Der.  217!  besj)rochcn.  Die  Ver- 
mehrung, mit  welcher  die  gegenwärtige  erscheint,  besteht  in  der 
Spectraltafel  und  dem  Anhang  über  dicniic,  letzterer  bestimmt  für 
Gymnasien  und  solches  Anstalten,  in  deren  Lehrjilan  ein  systematischer 
Unterricht  in  der  Chemie  nicht  aufgenonmien  ist.  Wenn  ausserdem 
die  Vorrede  eine  nicht  unerhebliche  Anzahl  von  VerbessiTuugen  uud 
kleineren  Zusätzen  ankündigt,  so  sind  erstere  entschieden  wesentliche 
zu  nennen.  Der  Vortrag  ist  jetzt  ein  gründlich  durchgearbeiteter; 
er  führt  namentlich  bei  Heginn  der  Behandlung  des  einzelnen  Themas 
sofort  zur  exacten  Auffassung  der  Hauptpunkte.  Was  über  Mängel 
in  der  2.  AuHage  im  Bericht  gesagt  ist,  hat  auf  die  dritte  keine  An- 
wendung. Es  lässt  sieh  das  Lehrbuch  jetzt  zu  den  empfehlec:- 
wcrtesten  für  Gymnasien  zählen.  —  Die  vierte  Auflage  ist  bis  auf 
wenige  kleine  Aenderungen,  z.  B.  AbkOrznng  der  Dedaction  der 
Wellenbewegung,  abereinstimmond.  H. 

i 

Grundriss  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerbliche  Fortbildaugs-  || 
schulen.  Im  Auftrage  der  Königlicheu  Kommission  für  gewerbliche 
Fortbildungsschulen  in  Württemberg  ausgearbeitet  von  Dr.  Ludwig 
Blum,  Professor  an  der  K.  Ilealanstalt  in  Stuttgart  Fünfte,  ver- 
mehrte und  verbesserte  Autläge.  Mit  1)9  Abbildungen  in  lIolzschiiitL 
Leipzig  und  Heidelberg  1876.  C.  F.  Winter.   155  S.  kl 

Dies  kleine  Buch  giebt  in  gedrängter  Kürze  aus  den  I^ehren  der 
Physik  das  Kotwendigste  zur  Ausbildung  für  gewerbliche  Berufszwcigo. 
Don  grössten  Teil  macht  die  Mechanik  aus,  doch  begreift  es  anch 
Schall,  Wärme,  Elektricität  nebst  Magiietisnms  und  Galvanismu?.  so- 
wie einiges  über  das  Licht.  Die  technische  Verwendung  ist  stets  mit 
theoretischen  Vortrag  in  unmittelbarem  Anschluss.  Die  allgemeinei 
J:)rkläruugeu  sind  grosseutcils  sehr  ungenOgendi  oft  nichts  weiter  zb 
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KuMtefttttHmg  mit  Hinweisong  auf  dio  Erscheinung  ohne  Bczeich« 
'    mig  der  Pankto,  in  irclchen  die  Auffassung  stattfinden  mnss.   So  ist 

TL  B.  die  Krklüruug  von  specifischcm  und  absolutom  Gewicht  di-rart, 
tiass  gar  kein  Unterschied  daraus  erhellt.  Weit  besser  sind  die  Zu- 
«imnicnstelluntien  von  Gesetzen ;  diese  zeichnen  sich  sogar  vor  manchen 
Lihrbuchern  durch  correcte  Fassung  aus;  letzteres  gilt  insbesondere 
von  den  allgemeineu  Bewegungsgesetzen,  nur  hätte  hier,  zur  Ueber- 
•  instimmung  mit  dem  Vorhergehenden,  der  Fall  der  Xichtbewegung 
:  infolge  der  Kelbunj?  nicht  fehlen  dürfen.  Im  ganzen  lÄsst  sich  das 
'   Buch  als  vielfach  besserungsfähig  bezeichnen.  II. 

I 

Lehrbuch  der  Physik.   Einschliesslich  der  Physik  des  Himmels 
!    (HimmelskaDdo),  der  Luft  (Meteorologie)  und  der  Erde  (Physikalische 
\    Geographie).    Gemäss  der  ueucreii  Anschauung  für  Gymnasien,  Real- 
idwlen  und  ähnliche  Lehranstnlten  bearbeitet  von  Professor  Dr.  Paul 
Beis,  Gymnasiallehrer  in  Mainz.    Dritte,  stark  vermehrte  und  ver- 
'    ksserte  Auflage.   Mit  270  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten  und 
^   ^  Aufgabeu  nebst  Lösungen.    Leipzig  lö76.    (^uaudt  u.  Uäudol. 
740  S. 

Ib  diesem  Lehrbuch  ist  kefaic  Metbode  Yorwaltend,  Ticlmcbr  von 
aDea  Methoden  der  beste  Gebrauch  gemacht  um  den  physikalischen 
Uatarrfeht  so  ergiebig  als  möglich  werden  zu  lassen.  Als  erster 
GeiieMspankt  zeigt  sich  flberall  die  Orientimng  in  der  Erscheinung 
md  den»  Oesetzen.  Die  Begrflndnng  hat  sich  das  Lehrbach  nicht 
nr  iDgemomen  Vorschrift  genommen,  wol  aber  alle  ans  dem  Schni- 
istttricbt  zu  Gebote  stehenden  Mittel  der  elementaren  Rechnung  und 
^      leichteren  Experimente  in  Anwendung  gebracht,  welche  zur  Be- 
^  gitidnag  beitragen  können.  Demgemftss  kommt  keine  Differential- 
■od  Integralrechnung  vor,  dodi  ist  auch  kein  Versuch  gemacht,  nm- 
MbM&iehe  algebraische  Deductionen  an  deren  Stelle  zu  setzen,  \icl- 
•ehr  genügt,  wo  kein  einfacher  bandiger  Beweis  möglich  ist,  dio 
Erifaterung  des  Sachverhalts.    Ein  solches  Verfahren  begegnet  einer 
flieht  nnbedeutenden  Schwierigkeit.    Das  Lehrbuch  unternimmt  es 
»11c  Theorien  auf  neuesten!  Standpunkte  vorzutragv'u.   Hierdurch  wird 
•ier  Schüler  mit  ausgedelniten  Gebieten  bekannt  gemacht,  auf  denen 
noch  in  uuzähli;zen  Punkten  grosse  Ungcwissheit  herrscht,  wo  aber 
ftlr  ihn  alle  Fähigi;eit  der  Coutrole  längst  aufgebort  hat.  Uuter 
diesen  Umständen  ist  es  nicht  leicht  eine  unklare  und  irreleitende 
Mischung  von  halbreifen  Ideen  fernznhalteu ,  welche  allen  Zweck  des 
Vnterrichts  zunichte  macht.    Der  Verfasser  hat  es  aber  verstanden 
iü  solchen  Theorien  die  Hauptsache  derart  in  den  Vordergrund  zu 
Stelleu  und  denjenigen  Lehren,  welche  wol  als  sicher  gelten  dürfen, 
«oriel  instmctiTe  Seiten  abzogewinnen,  dass  die  Ungewissen  Punkte 
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als  uncrbcblich  dagejfcn  verschwinden.  Die  cxncte  Fassung  der  Grund- 
begriffe und  Gnindk'bron,  namentlich  in  der  ]\Iechanik,  ist  zufrieden- 
stelleud,  Avenn  auch  die  i^lOglichkcit  einer  Verbesserung  im  einzelnen 
niclit  ausgeschlossen  sein  soll;  jedenfalls  zeichnet  sie  sich  im  Vergleich 
mit  deu  meisten  Lehrbüchern  aus.  Hervorzuheben  ist  noch,  dassjcdo 
GclegcoUeit  zu  Ucbougsaufgabon  reichlich  benutzt  wird.  H. 

Lehrbuch  der  Physik  für  Gymnasien,  Realschulen  und  andere 
höhere  Lehranstalten.  Von  Dr.  Johann  Robert  Boymann,  Pro- 
fessor am  Königlichen  Gymnasium  zu  Coblenz.  Mit  305  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten  und  einer  Spectraltafel.  Dritte,  verbes- 
sertc  Auflage.    Köln  und  Neusä  lb77.   L.  Schwann.   442  S. 

Nftch  der  Lohre  von  den  allgcmcincii  Eigeuschaften  der  EOiper 
folgt  hier  zaerst  dio  Chemie,  dann  die  Mechanik,  die  Lehre  vob 
Magnetiflnras,  der  Elektricitftt,  dem  Schall,  dem  Licht  nnd  der  Wfirme. 
Der  Vortrag  ist  ein  ziemlich  trockener,  der  znm  technischen  Ausdnick 
der  Lehren  wenig  hinzutnt  Ohwol  erhebliche  Ansstellnngen  nicht  zt 
machen  sind,  so  ist  doch  auch  andrerseits  kein  rechter  pädagofl^eher 
Gedanke,  kein  Bestroben  znm  klaren  Yerständniss  und  znr  exacteo 
Anffassnng  hinzufahren,  darin  zn  erkennen,  und  die  im  Ganzen  ent- 
haltene methodische  Arbeit  eben  nicht  gross.  Es  macht  vielmehr 
den  Eindruck,  als  ob  dio  Erörterung  jedes  Punktes  nur  der  Erfittlon^ 
gegebener  Yorschrift  dienen,  nichts  was  etwa  gefordert  werden  könnte 
vermissen  lassen  solle.  Eine  solche  Bedeutung  scheinen  namentlicli 
die  zahlreichen  Beweise  (wenn  man  sie  so  nennen  darf)  zu  haben, 
die,  da  sie  grossenteils  nicht  streng  l)iindig,  ziemlich  zwecklos  in 
pädagogischer  Hinsicht  sind.  Geradezu  uurii  htig  ist  z.  B.  die  Deduc- 
tion  der  Gesetze  der  Centraibewegung  mit  Statuirnng  einer  Tangential- 
kraft, da  ja  dio  Ceutralauziehuug  als  einzig  wirkende  Kraft  auge- 
nommcu  war.  '  II. 

Elementarbuch  der  Physik.  Von  Dr.  R.  Caspar,  Oberlebrer 
am  Königlichen  Gymnasium  zu  Bonn.  Freiburg  l  Br.  1876.  Herder. 
226  8. 

Der  Verfasser  bestimmt  das  Buch,  ohne  den  Gebrauch  an  SchnhMi 
auszuscbliesscn ,  zunächst  und  hauptsächlich  für  den  Selbstunterricht 
von  Lesern  ohne  besondere  mathcmaUscho  Vorbildung,  die  es  ohne 
feste  Aufmerksamkeit,  ohne  selbsteigenes  Kachdenken  sollen  gebrauchen 
können.  Es  wird  deshalb  nicht  bloss  auf  dio  höhere  Aualysis,  sondern 
auch  auf  die  Trigonomctrio  nirgends  Bezog  genommen,  und  nur  Addi- 
tion und  Multiplication  in  einfachster  Gestalt  in  Anwendung  gebracht. 
Dass  man  mit  so  beschrankten  Httlfsmitteln  bei  gehörigem  Geschick 
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eine  wirkliche,  richtige  Naturerklärung  in  ziemlichem  Umfang  gcbeu 
I      kann,  ist  bekannt  und  durch  manche  IJearbeitungen  dargetan.  EiBO 
solche  Hess  sich  nach  den  im  Vorwort  entwickelten  Grundsätzen  er- 
I     Karten;  auch  entspricht  dem  der  Aufaug  des  Buchs.   Doch  weiterhin 
zeigt  sich  bald,  dass  der  Verfasser  es  bequemer  gefunden  hat,  auf 
vulgäre  Vorstellungen  zu  bauen  als  zu  belehren  und  aufzuklftreu. 
Sdoü  auf  Seite  15.  statuirt  er  2  Arten  von  Kräften,  solche  die 
momentan,  und  solche  die  in  der  Zeit  wirkeu;  die  Wahrheit  dass 
alle  Krüfte  in  der  Zeit  wirken,  die  momentane  Wirkung,  also  auch 
die  Wirkung  unendlich  vieler  momentaner  Impulse  null  ist,  bleibt 
i    gm  Tersehwiegen.  und  selbst  die  dauernde  Wirkung  wird  als  aus 
i    liederholten  Impulsen  bestehend  dargestellt  Das  hcisst,  der  Yer- 
ftner  sucht  denjenigen  Laien  zu  dienen,  dio  in  der  Erklärung  nicht 
die  Soduction  auf  einfache,  durchschaulSche,  sondern  auf  geläufige, 
voeatwickelte  Vorstellung  suchen.  Wo  eine  solche,  aus  den  Irrtümern 
derHeoge  Vorteil  ziehende  Praktik  sichtbar  wird,  brauchen  wir  nicht 
TOB  andern  Fehlem,  z.  B.  dass  nach  dem  (ungeschickt  gewählten) 
Wortlaut  der  Schwerpunkt  ein  beliebiger  Punkt  im  Körper  ist,  zu 
reden.  H. 

liChrbuch  der  Physik  für  die  oberen  Classeu  der  Gymnasien  und 
I   Realschulen.    Von  Fr.  Jos.  Pisko,  Director  der  Staatsrealschulc  in 

Sechsliaus  bei  Wien.  Vierte,  verbesäerte  und  theilweise  umgearbeitete 
t  Aoliage.   Mit  377  im  Texte  aufgenommenen  Holzschnitten.  Brünn 

im.  Carl  Winiker.  453  S. 

i 

!        Das  Lehrbueli  geht  etwas  reichlicher  auf  die  quantitativen  Ele- 
mente ein  und  bietet  dadurch  dem  Schüler  Gelegenheit  zur  Selbst- 
Mtii'keit;  nur  ist  es  mit  sehr  geringer  Sorgfalt  bearbeitet:  Fehler  wie 
thr  auf  Seite  7±,  wo  der  SchwerpunktsbegiiÜ  ohne  Rücksicht  auf 
Lagenändernng  des  Körpers  erörtert  wird,  als  ol)  er  schon  durch  das 
Gleichgewicht  der  Schwenk  in  einer  Lage  bestimmt  wäre,  kommen 
häutig  vor.    Gleichwie  iiier  werden  oft  die  notwendigen  Bestimmungen 
erst  einzeln  im  weitern  Verlauf  hiuzugebravht  und  zwar  ohne  orien- 
tircude  Hiuwcisung,  so  dass  man  aus  vielen  Stellen  zusammensuchen 
iiiuss,  was  gleich  anfangs  hatte  vollständig  gesagt  werden  können, 
(»auz  besonders  gilt  dies  von  den  Aufstellungen  in  Betretf  der  Kräfte. 
Manche  (z.  B.  Reis  s.  oben)  haben  es  einen  nicht  abzuändernden 
Uebolstand  genannt,  dass  ..Kraft'"  in  so  verschiedenem  Sinne  gesagt 
wird.    Natürlich  ist  es  nur  die  Schuld  des  einzelnen  Schriftstellers 
oder  Lehrers,  wenn  er  den  Misbrauch  nachahmt,  und  Efi'cct  und  ani- 
malische Kraft,  d.  i.  KiT(  et  in  der  Zeiteinheit,  mit  Zug  und  Druck, 
dem  allein  der  Name  Kraft  zukommt,  gleich  benennt;  denn  wir  be- 
sitze« die  linterscheidenden  Wörter.  Allein  der  Hauptgrund  des  Mis« 
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brauch s  liegt  wol  darin,  dass  die  unklare  Begriffsmischung  denen  eine 
Handhabe  bietet,  welche  ihre  Dcductioneu  mehr  auf  leichte  Zustim- 
mung als  auf  Evidenz  einrichten.  ^Vieweit  ein  solches  Motiv  im 
Vorliegenden  zugrunde  liegt,  mat;  unentschieden  bleiben.  Die  Begriffe 
werden  factisch  in  Vermischung  gehalten;  der  Verfasser  sorgt  im 
einzelnen  dafür,  dass  er  dem  Urteil  entgeht,  etwas  falsches  gesagt  zu 
haben,  er  sorgt  aber  nicht  dafür,  dass  der  Schüler  richtig  scheiden 
und  die  Beweise  controliren  lernt.  Bei  Ilcrleitung  der  Gesetze  der 
Centraibewegung  wird  sogar  der  Schüler  zu  der  falschen  Meinung 
verleitet,  das  Parallelogramm  der  Kräfte  gelte  auch  vom  Stosse.  Der 
Kündige  sieht  freilich  aus  dem  Folgendon,  das»  im  Gruudo  nur  Be- 
wegungen, nicht  Kräfte  zusammengesetzt  werden«  Das  Oftuzc  ist  sehr 
entfernt  ein  Muster  von  Methode  abzugeben.  U. 

Chemische  Erscheinungen.   Ein  Anhang  zu  A.  Trappe*s  Scbul- 
Physik.   Bearbeitet  von  Dr.  Gustav  Stcuzel,  Oberlehrer  an  der  | 
Realschule  am  Zwinger  zu  Breslau.   Mit  8  in  den  Text  gedrucktsi  ' 
Abbildungen.  Breslau.  Ferdinand  Hirt  S. 

Das  Buch  von  Trappe,  dessen  Anhang  das  Gegenwärtige  bilden 
soll,  ist  im  230.  litt.  Ber.  besprochen.  Es  werden  die  wichtipstoü 
34  einfachen  StottV,  anfangend  mit  Wasserstoff,  Chlor,  Sauerstoff, 
aufgeführt,  von  jedem  die  Haupteigenschaften  genannt,  beim  Sauer- 
stoff die  Lehre  von  den  Verbindungen  erörtert  und  eine  kleine  Ad- 
zahl  von  Versuchen  angegeben.  Die  Bestimmung  ist  daher  wol  nur 
den  Sclidh-rn  eine  vorläufige  Vorstellung  von  dcu  Gegenständen  der 
Chemie  zu  vcrschafleu.  H. 

\ 
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Methode  und  Principien. 

Die  Axiome  der  Geometrie.  Eiue  philosophische  UatenncLang 
der  Bicmann-Helmholtz'schen  Raumtheorie.  Von  Dr.  Benuo  Erd- 
mann,  PriTatdocenten  der  Philosophie  an  der  Univerntät  zu  Berlin. 
LeijMQg  1977.  Leopold  Voss.  174  S. 

Die  vorliegende  Schrift  zcieliiiet  sich  als  philosophisches  Erzeug- 
r  ^-  :ii  hohem  Grade  aus,  wi-im  {,^leich  es  nur  Anfänge  von  bester 
\ Urbedeutung  .sind,  welche  dieselbe  einer  Beachtung  besonders  wert 
machen.    Zunächst  ist  sie  die  erste  Antwort,  welche  den  aus  den 
Macten  Wissenschaften  hervorgegangeneu  idiilosophischen  Theorieu 
von  Seiton  eines  wirklich  befähigten  Vertreters  der  Fachphilosophie 
zuteil  wird.    Ohne  mathematische  iiilduug  wird  wol  niemand  eine 
solche  Befähigung  erlangen;  doch  hat  man  bei  der  in  Kcdo  stehenden 
nicht  sowol  an  mathematische  Kenntnisse  als  vielmehr  an  diejenige 
gesondere  Logik  zu  denken,  welche  allein  Frucht  exaot  wissenschaft- 
licher Fachstudien  sein  kann  nnd  sich  von  der  an  deu  formalen  Be- 
dingungen klebenden  gemeinen  Logik  durch  sehr  sichtliche  Ueber- 
legenheit  unterscheidet.  Hierbin  gehört  vor  allem  das  reservirto  Urteil, 
welches  plausibelc  Schlosse  Terscbniftht  nnd  sich  nicht  auf  allgemeinen 
festen  Glauben  Tcrlftsst,  eine  Eigenschaft  die  gegenflber  dem  Ehrgeiz 
weitgreifender  Schlösse  nicht  hoch  genug  geschätzt  werden  kann. 
Ohwol  aber  der  Ycrfosser  sich  selbst  sehr  frei  yon  Yomrteilett  er- 
halten hat  —  bis  za  welcher  Grenze  ist  nicht  wol  zu  erkennen  —  so 
hat  er  doch  nicht  mit  dem  Yorarteü  gebrochen,  vielmehr  bewegt  sich 
MIUO.  Hefts.  s 


Digitized  by  Google 


16 


LiiterariscJier  Bericht  CCXLII. 


seine  gauzc  Darstellung  in  der  Si)hiire  der  Kant'schen  Vorurtt-ile,  die 
er  nicht  zu  teilen  scheint,  die  er  jedoch,  sei  es  auch  nianchiual  nur 
stylistisch,  benutzt,  vermutlich  um  von  den  darin  befangenen  Lesern 
besser  verstanden  zu  werden.  Zum  Teil  mag  dies  mit  Glück  ge- 
schehen sein,  zum  Teil  aber  vermindert  sich  auch  dadurch  die  Leistung 
bedeutend.  Das  ersterc  gilt  von  den  beiden  ersten  Capiteln:  „Zur 
Kntwickelungsgeschichte  des  Axiomensystcnis'*  und  „Die  Axiome  der 
Euklidischen  Geometrie"  --  besonders  bemerklich  im  zweiten,  das 
letztere  iu  den  beiden  übrigen:  .JMiilosophischc  Cousequenzen"  uud 
„Grundzüge  einer  Theorie  der  Geometrie".  Das  zweite  Capitel  be- 
ginnt mit  Stellung  der  Aufgabe  den  Kaum  zu  detinircn.  Nach  ge- 
wöhnlichen Begriffen  erfordert  die  Detinition  ein  Allgemeineres,  unter 
welches  das  Object  zu  subsumireu  ist;  der  Kaum  aber  ist  individuell 
und  doch  kein  Individuum  aus  einer  Gattung.  Nach  praktischem 
GeBicbtopankt  folgt  daraus  natürUcb,  dass  der  gewöhnliche  Begriff  der 
Definition  von  keiner  Anwendinig  auf  den  Banm  ist,  und  wir  deo 
Zweck  der  Definition  nicht  ausser  Acht  lassen  dürfen,  nm  die  dem 
Gedanken  eutsprechendo  Form  der  Begriffsbestimmung  zu  finden.  Der 
Zielpunkt  des  Verfassers  lag  aber  ganz  wo  anders  als  in  einer  cor- 
recten  Begriffsbestimmung;  ihm  kam  es  auf  Beleuchtung  der  Bedeutung 
der  vorliegenden  Begriffserweiterung  au,  die  iu  den  Biemann-Helm- 
holts'schen  Au&tellungou  bereits  in  bestimmter  Richtung  ToUzoges 
war.  Hierzu  bot  sich  ihm  die  zwar  nicht  sachlich  richtige,  sondera 
im  Grunde  nur  stylistische,  zur  Vereinfachung  brauchliche  MotiTiroag 
in  der  formellen  Forderung  der  Definition  dar.  Er  macht  ans  der 
Definition  des  Baumes  ein  Problem  und  l&sst  die  Erweiteroog  des 
B^iffi  als  Weg  zur  Lösung  erscheinen ,  was  wol  schwerlich  semer 
ernsten  Meinung  entsprechen  wird.  Es  leuchtet  gewiss  sofort  die  Ver- 
kehrtheit ein,  wenn  jemand  in  den  Anfangsgranden  der  Creometriei 
um  jener  formellen  Forderung  zu  genOgen,-  den  Kreis  als  specielle 
Ellipse  definiren  wollte.  Anscheinend  subsumirt  zwar  auch  diege 
wohnliche  Definition,  die  den  Kreis  eine  krumme  Linie  von  constastem 
Centndabstand  nennt;  allein  hier  ist  die  krumme  Unie  nur  em  ia- 
differenter  Titel,  das  Erkenntnissmoment  liegt  im  constanten  Abstand, 
und  beilflufig  wird  zu  einer  künftigen  Bildung  des  Curvenbegriffs  Bit 
einer  Instanz  ein  Anfang  gemacht.  Nur  weil  die  Detinition  der  psychi- 
schen Genesis  liechnung  trägt,  wird  sie  für  annehmbar  gehalten,  eiDö 
solche,  die  bloss  formelle  Bedingungen  erfüllt,  würde  die  Schuldoctriü 
verwerfen.  Diese  psychische  Genesis  aber  ist  es,  was  der  Verfa>j>tT 
ganz  und  gar  bei  Seite  lässt;  er  begnügt  sich  mit  äusseren 
gleichungspunkten  im  Gebiete  fertiger  Ideen.  Verglichen  wird  di^ 
geordnete  räumliche  Anschauung  mit  der  analytischen  DarstciluD;: 
einer  mehrfach  ausgedehnten  IMaunichfaltigkeit ;  beide  drcken  sieb 
teilweise,  doch  wird  die  letztere  nicht  durch  die  Grenzen  der  ersterea 
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bndirtnkt  und  befiUugt  uns  demgemftss  aoch  den  Begriff  des  Ranmee 
'  mideelter  AvffiMSQiig  zn  erweitern,  znnftcbst  atoo  die  Beschrftnknng 
uf  3  Dimensionen  anfEnbeben,  dadurch  vermittelt  aber  anch  die  Be- 
tetang  der  Bediogongen,  dnrcb  welche  die  rftnmiichen  Gebilde  be- 
sfinotsind,  in  ^össercm  Umfange  aufzafassen,  was  sich  schon  bei 
3  Dimensionen  gegenüber  der  Planimetrie  geltend  macht   Wenn  nun 
,   der  Verfasser  aiu  Schlüsse  des  1.  Capitels  von  seiner  Aufgabe  spricbt, 
^.dieiiuitlieniatischeu  Kiitwickelungcn,  die  zur  Aufstellung  des  Axiomen- 
sjstems  geführt  haben,  einer  Prüfung  zu  unterziehen,  die  ihre  ana- 
;   lytische  Berechtigung  und  anschauliche  Bedeutung  zum  Gegenstände 
Ittt"  — so  ist  in  der  Tat  von  einer  sohlien  Prüfung  nichts  zu  sehen; 
hierzu  würde  ein  Kingeheu  auf  das  mathematische  Detail  und  ein 
Aufnehmen  psyehologisclier  (resichtspunkte  schwerlich  zn  entbehren 
gt'wescn  sein.    Die  Darstellung  geht  in  keinem  Punkte  über  die  in 
frcmdeo  Arbeiten  gegebenen  Momente  hinaus;  doch  bot  schon  deren 
I  Wiedergabe  in  verstitudlichem  Zusammeiiiiang  hinreichenden  Stoff, 
und  man  wird  darin  gern  eine  Leistung  anerkennen.    War  nun  bis 
dahin  die  gewUhlte  formell  logische  Verbindung  so  indifferent  und  dem 
wirklichen  Gegenstand  fremd  und  doch  der  Hervorhebung  und  Schat- 
tiruug  günstig  wie  die  Farbe  einer  Bildsaule,  so  hörte  sie  offenbar 
^af  gleichgültig  zu  sein,  wo  der  Verfasser  zu  den  philosophischen 
Konsequenzen  überging.   Hier  wird  das  ganze  Ergebniss  des  Räsoune- 
meüts  dadurch  entstellt  und  verschoben,  dass  er  die  Disjunctioneu 
und  logischen  Verhältnisse  von  seinen  Gegner  Kant  ohne  alle  Prüfung 
aafnimmt.    Kant  hat  in  der  Kritik  der  reinen  Vernnnft  nicht  nur 
keine  Auskunft  über  den  Sinn  seines  Apriori  gegeben,  sondern  das- 
selbe auch  in  nebelhafter  Verschwommenheit  bald  mit  Notwendigkeit, 
bald  mit  Allgemeinheit,  bald  mit  Ursprttngliehkeit,  bald  mit  Sub- 
/ectirität  pcnnutirt  nnd  gleichwie  selbstverständlich  als  identisch  be- 
trachtet Das  aber  leuchtet  auch  unausgesprochen  aus  allem  hervor, 
dass  er  die  Temunft  als  constant,  jeder  Genesis  nnfohig  ansieht:  es 
bum  davon  nur  unverftndert  zur  &scheinung  und  Besinnung  gelangen, 
was  latent  vorher  da  war.  Dass  er  mit  der  Genesis  auch  die  Mgr 
hcfakeit  aller  Erklftmng  und  dadurch  das  Kecht  alles  Urteils  Aber  den 
Ursprang  leugnet,  ist  ihm  nicht  eingefallen.  Das  Apriori,  d.  i  das 
Stammen  aus  der  Vernunft,  steht  daher  zur  Erfahrung  factisch  in 
kdnem  andern  Gegensatz  als  die  absolute  Unkenntniss  zur  teilweisen 
Kenntniss  oder  Forschung.  Indem  der  Verfasser  (auf  S.  91.)  direct 
die  Frage  aufidmmt,  „ob  der  Inhalt  der  Raumvorstellung  in  nati- 
Tistischem  Sinne  a  priori  oder  in  empiristischem  a  posteriori  erworben 
wird*'  —  überspringt  er  die  Hauptsache,  die  Prüfung  der  Disjunction 
selbst.    Auf  Grund  des  tinirirten  Gegensatzes  scheint  die  Argumen- 
tation, welche  zur  Eutsrbei<iiuig  nach  letzterer  Seite  hin  führt,  eine 
äusserst  klare  und  treffende  zu  sein.   „Aus  den  bekannten  Gesetzen 
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unserer  sinnlichen  Wahrnehmungen  können  wir  die  Reihe  der  sinn- 
lichen Eindrucke  herleiten,  welche  eine  sphärische  oder  pseudosphäri- 
sche Welt  ans  geben  wflrde,  wenn  sie  existirta  Da  demnach  andere 
Erfohrnngen  den  Inhalt  unserer  Banmvorstellangen  eben£sUs  te^ 
ändern  wArden,  so  eigiebt  sich,  dass  unsere  Banmanschaanng  nicht 
anabhängig  von  aller  Er&hmng  gegeben  sein  kann,  dass  sie  eine 
empirische  Yorstellang  sein  mnss.**  Dem  Beweise  fehlt  in  der  Tat 
nichts  als  der  Gedanke  des  Gegenteils,  das  bestritten  werden  soO; 
in  Ermangelnng  eines  solchen  Gedankens  aber  ftllt  er  in  nichts  sn- 
sammen.  Es  ist  auch  so  wenig  ein  Schritt  an  einer  bessern  Erkenntr 
niss  als  es  eine  NatarerUämng  angebahnt  haben  wttrde,  wenn  jemand 
demZena  die  Bewirknng  des  Donners  beatritten,  ihn  aber  sonst  still- 
schweigend als  Urheber  des  Wetters  gelten  gelassen  hätte.  Wir  kOnnea 
in  dem  Resultat,  \ne  es  hier  gefasst  ist,  kein  Betreten  einer  wissen- 
schaftlichen Bahn,  sondern  nur  eine  Reform  innerhalb  eines  abergUä- 
bischen  Cultus  (des  Apriori)  sehen.  Der  Yer&aaer  mag  von  dessta 
Nichtigkeit  überzeugt  sein  nnd  denken,  auf  dne  Noll  mehr  odtt 
weniger  komme  es  nicht  an.  Dass  aber  hier  die  Null  ao  ra  aageo 
nicht  Addeud,  sondern  Factor  ist,  zeigt  sich,  sobald  man  nur  einiger- 
masscn  den  psychischen  Hergang  zuzieht.  Die  Schrift  umgeht  näm- 
lich die  Frage  ganz:  Können  wir  zu  der  analytischen  Darstt'lluug  einer 
geordneten,  stetig  e^^vcitertcu  mehrfachen  Mannichfiütigkeit  ohne  Hülfe 
des  empirischen,  aus  der  sinnlichen  Wirklichkeit  entnommenen  Raumes 
gelangen?  Dass  dies  nicht  der  Fall  ist,  zeigt  erstlich  der  Versach. 
Ohne  Zuziehung  des  Raumes  können  wir  eine  geordnete  Zahlenreibo 
nur  mit  Hülfe  der  Zeit,  aber  auch  damit  nicht  die  Beziehung  mehr- 
facher Ausdehnung  bilden.  Zweitens  ist  auch  dem  analytischen  Ih" 
griff  der  erweiterten  Geometrie  eine  Schranke  geblieben,  die  er  vom 
euklidischen  Räume  aufnehmen  muss,  die  indes  auÖ'allenderweise  alle 
Rearbeitcr  solcher  Theorien  ausser  Acht  gelassen  haben.  Alle 
bilde  mehrfacher  Ausdehnung  haben  nur  dadurch  bedingt  einen  Sinn, 
dass  irgend  eine  «fache  Mannichfaltigkeit  linear  ist,  gleich  dem 
Räume  der  euklidischen  Gebilde.  Obgleich  diese  Zahl  n  in  ihren 
Formeln  enthalten  ist,  betrachten  jene  Autoren  doch  ihre  Geometrie 
als  eine  absolute.  So  sorgfältig  nun  auch  Erdmann  nach  Vorgang 
von  Helmholtz  jede  Aeussorang  darüber  gemieden  hat,  ob  er  das  ana- 
lytische Erzeugniss  als  empirisch  oder  rationalistisch  ansehe,  so  kann 
die  Kritik  an  der  Frage  nach  dessen  Ursprang  nicht  vorbei^'ehin 
Jenes  Schweigen  ist  eine  Schonung  des  unter  Kantianischen  Philo- 
sophen und  Mathematikern  herrschenden  Vorurteils,  welche  selbst 
durch  den  Nachweis  des  empirischen  Ursprungs  des  Ranmbesnib 
nicht  darauf  aufimerkaam  werden,  dasa  ihr  Glaube  an  daa  Apriori  der 
mathematischen  Begriffe  nichts  als  ein  Glaube  ohne  Grund  war,  der 
Tor  der  Forschung  zurückweicht,  die  oben  dadurch dasa  sie  jelst 
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nach  BewdaeB  Ar  die  Notwendigkeit  das  Tnlgären,  beschrftnktea 
BnmiMgrifii  tnchen,  Temten,  dass  Ton  Kant  bis  dahin  nlamand  an 
Bejgrtodiug  gedacbt  bat,  eine  Sohonong  die  dem  Uaren  Einblick  in 
iB  Sache  ioasent  hinderlich  ist  Erkennt  man  an,  dass  der  ana- 
I    tftiicbe^  weitere  Banmbegriff  selbst  empirisch  gewonnen  nnd  anf  den 
nUidischen  basirt  ist,  so  folgt  darans  die  Notwendigkeit  der  enkH- 
dachen  Geometrie  für  alle  Falle,  selbst  wenn  kllnftig  beobachtete 
TMttchen  nns  znr  Ueberschreitnng  der  enklidischen  Grenzen  zwingen 
NmeB.  Diese  Notwendigkeit  ist  aber  in  einer  Hinsicht  das  diametrale 
Gegenteil  der  cartesischen,  welche  die  Kantianer  im  Sinne  haben,  die 
loeh  immer  in  der  Meinung  befiuigen  sind,  die  Notwendigkeit,  in  der 
der  Geist  sieh  findet,  bestimme  aach  die  Tatsachen  der  Natmr.  Sie 
«iid  fiebnehr  dem  Geiste  durch  seinen  Zweck  aoferlegt,  den  eben 
jeas  Tatsaehoi  bestimmen.    Nach  cartesischem  Vorurteil  hat  der 
Btm  nur  3  Dimensionen,  wenn  der  Geist  nicht  mehr  als  3  denken 
kuDL  Das  ist  aber  grundlos  uud  irrig;  der  Geist  muss  die  Tatsachen 
'   aBerkenncn,  auch  wenn  er  sie  niclit  bcftreift,  und  dann  seine  F&hig- 
'   keiten  zu  erweitern  suchen,  um  sie  zu  begreifen,    hu  vürliogeudeu 
^  Falle  geht  nun  die  Erweiterung  der  Denkfähigkeit  dem  Zwange  der 
Tatsachen  voraus:  noch  ist  keine  Abweichung  der  Dreieckswiukel- 
summe  entdeckt,  und  schou  sind  wir  für  den  Fall  der  Entdeckung 
mit  einer  Theorie  gerüstet.    Aber  die  Theorie  steht  durch  ihre  Grund- 
begriffe auf  dem  Boden  eines  liuearou  (ebenen)  Kaumes,  der  also  als 
hisis  aller  Kaumtheorie  nie  in  Frage  kommen,  vielmehr  allein  sich 
als  onznrcichend  erweisen  kann.    Wenn  also  Erduuinn  (S.  17U.)  sagt, 
für  jenen  FaW.  würde  eine  berichtigte  liaumvorstellung  den  Inhalt  der 
geometrischen  Untersuchung  bilden,  so  stellt  er  damit  die  Sache  in 
l  ein  unrechtes  Licht,  als  ob  eine  V  ertauschung  der  euklidischen  Geo- 
metrie mit  einer  andern  in  eventueller  Aussicht  stünde.  Einen  linearen 
Kaum  kann  keine  (leometrie,  auch  die  Holyai'sche  nicht  umgeben. 
Ob  ^ir  die  dritte  Dimension  zur  Grundlegung  entbehren  könnten, 
and  nicht  etwa  die  analytischou  Bannibegriffo  auf  solcher  Basis  zu 
beschränkt  aosfallen  würden,  mag  unentschieden  bleiben;  Jedenfalls 
erleichtert  nns  die  mit  Hülfe  der  Gesichtseindrücke  erworbene  Drei- 
dhnoisionen-Anscbannng  die  Bildung  der  Grundbegriffe.   Diese  Kttlfe 
bört  au^  sobald  wir  mehr  als  dreifache  Mannichfaltigkeit  untersuchen, 
«ad  die  ans  der  dreifachen  herrObrenden  Begri&beschränkungen 
'  ftbertragen  sich  auch  auf  alle  Erweiterungen.  So  stellt  sich  das  sach- 
!  hebe  Yerhaltniss  ttberall  anders  dar,  wenn  man  die  Genesis  der  Vor- 
i  ilflUangen  nnd  Begriffe  zu  Bäte  zieht,  als  es  nach  der  oberflächlichen 
'  Isaf  sehen  Logik  erscheint  Letztere  vermag  wol  darzutun,  was  auf 
dem  Boden  der  vulgären  Meinung  steht,  aber  nicht  über  ^rindpien 
2a  entscheiden.  Dies  wurd  gewiss  der  Yerfssser  empfunden  haben: 
so  vielen  richtigen  Urteilen  man  auch  in  der  Schrift  begegnet,  die 
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einen  der  vulgären  Meinung  nicht  eotsprecbenden ,  liefern  Einblick  | 

kund  geben,  so  ist  doch  kein  einziges  zur  Evidenz  gebracht,  jedes  1^ 

erscheint  als  persönliche  Ansicht;  daher  möchte  auch  eine MittMiang  Ii 

der  eiuzeluen  der  Sache  nicht  förderlich  sein.   Wer  nur  das  rci(^  I  i 

gegliederte  Inhaltsverzeichniss  gelesen  hat,  mnas  das  Vorstehende  ilr  | 

einen  sehr  einseitigen  Bericht  halten.  Allein  von  dieser  Gtiedemg  <: 

ist  in  der  Aasftthmng  nichts  sn  finden;  anch  die  Schrift  sellMt  UcAt  , 

bei  dem  einen,  hier  besprochenen  Thema  stehen.         Hoppe.  i 

Die  Bedeutung  der  Paiigcomctrie.  Mit  Bezug  auf  den  Aufsatz: 
„Ueber  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen  Axiome, 
von  Hclmholtz,  Berlin,  April  1876".  Von  Schjnitz-Dumont,  Mit 
UolzschniU  im  Text  Leipzig  1877.  Erich  Koschnj.  47  S.  j 

Das  Beste,  was  diese  Schrift  enthält,  ist  entschieden  die  iu  den 
ersten  Abschuitten  an  der  Hclniholtz'schen  Darstellung  geübte  Kritik. 
Kach  der  früheren  Schrift  desselbeu  Verfassers,  „Zeit  und  Raum  etc.''  i 
(besprochen  im  232.  litt.  Ber.  S.  41.)  in  welcher  er  mit  Watfeu  der  • 
speculativen  Philosophie  erfolglos  gegen  Gauss  und  Kieniauu  pole-  j 
misirte,  musste  es  höchlich  überraschen  ihn  hier  auf  den  Boden  iler 
psychischen  Beobachtunj^  zu  finden,  wo  es  ihm  leicht  wird  die  Schwächen  i 
der  Helmholtz'schen  Betrachtungsweise  zu  enthüllen,  leicht  einmal  weil  | 
er  die  fremde  Beobachtung  benutzt,  dann  weil  er  nicht  wie  Helmholtz  ; 
damit  ein  positives  Ziel  verfolgt   Denn  in  der  Tat  unternimmt  er  mit 
keinem  Worte  die  äusserst  klar  nachgewiesenen  Mängel  zu  verbesseni, 
sein  Sieg  über  den  Mathematiker  soll  bloss  die  Angriffe  fern  halten, 
denen  er  von  dieser  einen  Seite  sich  ausgesetzt  fand,  ihn  rechtÜartigcn, 
wenn  er,  wie  im  weitem  geschieht,  die  Beobachtong  verlässt  nnd  in 
die  specnlative  Philosophie  zorfickverfällt.  Ein  näheres  Eingehen  aof ' 
seine  Eritilc  hat  der  Verfosser  dadurch  sehr  begOnstigt,  dass  er  die 
SteUen,  auf  die  sie  sich  berieht,  in  extenso  wiedergiebt  Anderster 
Stelle  ÜBhrt  Helmholtz  ans,  wie  Wesen,  die  aof  einer  Flache  Idrfn,  f 
ihrem  Baume  nur  2  Dimensionen  zuschreiben,  und  unfthig  sein  wttrdet  j 
sich  Ton  einem  Heraustreten  aus  der  FIftche,  auf  die  sich  alle  Wahr-  \ 
nohmungen  bezogen,  eine  Vorstellung  zu  machen.  Er  erkUrt,  was  4 
er  unter  „Vorstellung'^  versteht,  fasst  dieselbe  jedoch  als  r^e  Kepro-  , 
duction  auf.  Schmitz-D.  erinnert  hiergegen,  dass  die  Vorstellung  auf 
transformhrenden  Geistesacten  beruht,  scheint  aber  gleichwie  H^m- 
holtz  kerne  Ahnung  davon  zu  haben,  dass  von  der  Wahrnehmung  ganz 
dasselbe  gilt.   Er  meint  mit  der  Wahrnehmnng  die  unmittelbar  ge- 
gebene sinnliche  Tatsache  bezeichnet  zu  haben;  hierauf  nämlich  allein 
stützt  sich  Sfine  Untersrhi'iduug  von  der  Vorstellung.    In  Wirklich- 
keit werden  aber  nicht  diese,  sondern  stets  transformirte  Gebilde-, 
nahezu  meist  gleich  der  entwickeltsten  Vorstellung,  wahrgenommen,  i 
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ODd  der  L  nUrschied  liegt  vielmehr  darin,  dass  die  Wahruehniun^'  an 
der  Tatsache  haftet,  die  Vorstellung  sich  davon  sofort  unabhängig 
Mcbt.  Dies  gehört  so  wesentlich  zum  Begriff  in  allen  Beziehungen, 
I    hss  man  in  diesem  Punkte  dem  Philosophen  keine  Aenderung  der 
lonninologie  gestatten  kann  ohne  alle  Verständigung  zunichte  za 
■ichen-  Bass  nun  trotz  der  Täuschung,  die  der  Unterscheidung  zu- 
grande  liegt,  der  Einwand  in  Kraft  bleibt,  Utost  sich  leichter  in  Vcr- 
bindang  mit  dem  Folgenden  zeigen.    Im  zweiten  Citat  entwickelt 
fiefanholti  die  Gestaltung  der  geometrischen  Begriffe  für  Wesen,  die 
auf  eine  Kogelfläche  beschränkt  wären.  Der  Begriff  der  Aebnlicbkeit 
!  Wirde  ihnen  ganz  fehlen,  und  ihre  Adone  worden  andere  sein,  als 
•  die  der  Wesen  aof  der  Ebene.  Schmitz-B.  zeigt,  dass  die  Incon- 
Tflsienien  (mit  Unrecht  nennt  o^s  Widersprüche),  in  denen  sich  solche 
Weeea  beftnden,  diese  nach  allerhand  Versuchen  dahin  fUiren  wttrden 
die  dritte  Dimension  hypothetisch  einzuführen  und  eine  der  Euklid- 
wfaei  adäquate  Geometrie  zu  bilden.  Hehnholtz  identifidre  ftlsch- 
Ikh,  hier  wie  oben,  die  Wahrnehmung  mit  der  Vorstellung.  Wahr- 
aehmoag  ist  hier  das  unrechte  Wort;  denn  nach  Erwerbung  der 
FontellnngsfiUiigkeit  in  3 «Dimensionen  wird  jede  Wahrnehmung  dieser 
I  gemflsB  aus&Uen.  Was  er  meint,  ist  der  gegehene  Sinneseindruck; 
oidi  dieser  nominellen  Berichtigung  ist  in  der  Tat  ein  wesentlicher 
Irrtom  in  der  Holmholtz'schen  Aufstellung  enthttllt.  Es  ist  nur  anf- 
&Deod,  dass  Schroitz-D.  an  zwei  naheliegenden  Punkten  vorbeigeht, 
die  seiner  Ausführung  eine  reelle  Sttitze  bieten,  wie  man  sie  bei  seiner 
iri^roentatiou  in  schwebenden  Ideen  wol  noch  vermissen  möchte. 
Wäre  es  erstens  apodiktiscli   richtig,  dass  Wesen  von  sphärischer 
hxhteuz  keine  Planimetrie  scliaffen  könnten,  so  würden  aiub  Wesen, 
'  «lie  in  spluii  isch  gekrümmtem  Baume  lebten ,  keine  Euklid'sche  Stereo- 
metrie bilden  können.    Da  die  Menschen  eine  solche  besitzen,  so 
hatte  Helmholtz  den  Beweis  geliefert,  dass  der  wirkliche  Kaum  ein 
linearer  sein  muss,  was  weder  seiner  Ansicht  entspricht  noch  für 
erwiesen  gelten  kann.    Zweitens  ist  der  gedachte  Fall  aussihliesslich 
sphärisch  gegebener  Sinulichkc-it  kein  imaginärer,  sondern  der  wirk- 
liche.   Unsere  unmittelbar  empfangenen  Gesichtsbilder  sind  sphärisch 
geordnet  und  nur  nach  2  Dimensionen  ausgedehnt;  dennoch  bilden 
^ir  daraus   die  YorsteUnng  von  3  Dimensionen,  und,  wie  gegen 
^chmitz-D.  zu  bemerken  ist,  auch  die  Wahrnehmungen  sind  der  glei- 
eben  Transformation  gemäss  körperlich  gestaltet  Auf  die  Betrachtung 
des  Weges  dieser  Transformation,  welche  die  ganze  Frage  klar  legen 
vttfde,  wollen  sich  leider  beide  Gegner  nicht  einlassen.  Der  Verfasser 
schtiesst  nun  seine  Widerlegung,  mit  der  sein  Ziel  erreicht  ist,  und 
knüpft  nur  noch  interessante  Bemerkungen  an  H's.  weitere  Aus- 
Ishnoigeii.  Vitil  schwacher  seigt  sich  seine  Logik  in  den  3  letssten 
Abachaitten,  wo  er  die  Biemann'sche  Banmtheorie  eingehender  be- 
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tnchten  w!U;  oft  scheint  er  den  Sinn  der  AnfsteUnogen  tüM  ml 
verstehen,  seine  Bemftngelnngen  sind  resnltattos  nnd  endifsn  nMUtI 
mit  Beroftmg  auf  seine  frohere  Schrift,  in  der  man  dann  das  Bdnsp-Ii 
tete  noch  weniger  dargetan  findet  Hoppei  Ii 

|] 

Von  den  Elementen  und  Grundgebildeu  der  synthetischen  Geo- 
metrie. Yersach  einer  Erweiterang  der  Lelire  von  den  Formes 
unserer  Baomanschannng.  Ton  K.  Rudel,  Bector  der  kgi.  Gewv^ 
schule  in  Bamberg.  Bamberg  1877.  Schmidt  28  S. 

Die  Schrift  besteht  aus  2  Teilen  überschrieben:  Betrachtungen:, 
vom  Standpunkte  1)  gewöhnlicher  —  2)  einer  höheren  Form  der 
Raumanschauung  aus.   Im  ersten  werden  als  Grundgebilde  aufgeführt; 
und  erklärt:  Punkt,  Strahl,  Ebene,  Strahlen-  und  Ebenenbüschd, 
Punkt-  und  Stral  lenbüudel,  Punktbund  (räumliches  Gebilde),  nud 
nach  Annahme  bostitnmter  genetischer  Beziehung  zwischen  allen,  nd- 
von  einer  unendlichen  Anzahl  n  im  Ebenenbüschol  enthaltener  EboDt^n 
die  Anzahlen  der  Elemente  der  iihrigen  Gebilde  abgeleitet.    Im  zwei- 
ten Teil  wird  die  Anzahl  der  Dimensionen  von  3  definitiv  auf  4  er- 
weitert, es  giebt  nun  eine  Mehrheit  dreifach  ausgedehnter  RftiuM 
nnd  ein  einziges  vierfach  ausgedehntes  „All'\    Es  werden  dann  die 
nähern  Umstände  der  Lage  der  Gebilde  im  All,  ihre  Schnitte  n^i 
ihre  relativ  unendlichen  Anzahlen  durch  Analogie  bergeloitet.  D« 
Nachwort  rechtfertigt  die  Betrachtungen  des  2.  Teils  in  voUkomaei 
annehmbarer  Weise.  Nur  gegen  eine  Aeusseimng  haben  wir  um  so 
mehr  Grund  zu  protestiren,  weil  die  darin  ktthn  proclamirte  Aiiiid|B| 
von  Vielen  geteilt  zu  wenlen  scheint.   Wenn  der  Verfasser  ssgll 
.  .  .  Geometrie  auf  Grund  director  Anschauung  zu  erfiusen  uad  m 
betreiben  mflsse  uns  der  Natur  der  Sache  nach  absolut  und  fftfl 
immer  versagt  bleiben  .  .  .  und  weiteriiin  specieller:  ,«weil  «in 
r&umliche  Wesen  sind,  darum  ist  uns  Jede  reale  Vorstdlung  voj 
Gebilden  höherer  als  dritter  Dimension  verschlossen'^  —  so  behanptet 
er  mehr  als  er  weiss.  Wer  Oberhaupt  zeitweilige  Grenzen  der  gd- 
stigen  Fähigkeit  zu  ewigen  macht,  der  messt  sich  ein  Urteil  flbtf 
du  GeUet  an,  dessen  Kenntniss  ihm  nach  eigenem  Ausspruch  Ter* 
schlössen  ist   Ein  solches  Urteil  ist  eben  dai^m  stets  irrig,  aoch 
wenn  es  sich  negirend  verhält.   Hier  insbesondere  liegt  es  schrnsh^ 
wie  voreilig  die  Behaui)tuut;  ist.    In  welchem  Sinne  sind  wir  räum- 
liche Wesen?    Die  gegebene  liüuinlichkeit  der  Gesichtsciuptiiulmigt'B 
ist  eine  zweifach  ausgedehnte;  liypotiietisch  wird  die  dritte  Dimen- 
sion eingeführt;  dennoch  geht  die  iiitellectuelle  Schöpfung  (in  früb>ter 
Kindheit)  in  scheinbar  directo  Anscliauung  über.    Warum  sollten  wir 
unfähig  sein  ebenso  hypotlietisch  die  vierte  Dimension  einzuführea 
und  uns  die  analoge  FcTtigkeit  der  Anschauung  zu  erwerben,  ^^ur 
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Antrieb  rar  Uebnng  fehlt  uns  und  bat  uns  in  der  Kindbeit  ge- 
feitt,  wdl  alle  sinnlichen  Tatsachen  in  das  eine  lineare  BanmsTstem 
m  3  Dimensionen  hineinpassten.  Kflnftige  Entdeckangcn  können 
m  diesen  Antrieb  liefern;  unr  solange  als  uns  keine  Tatsachen  zur 
Enpntenmg  ndtigon,  werden  wir  die  gewöhnliche  Hypothese  als  ein- 
bebte  festhalten.  Hopp o. 

Centrischo  und  cxccntrisilie  I)ynaniid«Mi.  Klementäro  Boitriitjo 
zu  einer  rationellen  Atomen -Lilire.  Von  Dr.  Adolj)!!  Ledercr, 
K.  K.  Fregattt'uarzto.  Mit  ciuer  litbograpbirten  Figureutafel.  Wien 
mi.  Alfred  Hölder.  61  S. 

Der  Verfasser  kündigt  an,  dass  er  eine  znr  dynamischen  ErklA- 
nng  des  Magnetismus  und  der  Elektridtftt  leitende  Spur  entdeckt 
habe.  Anstatt  aber  seinen  Gedanken  so  klar  und  ein&ch  als  möglich 
darzulegen,  Tezirt  er  den  Leser  durch  endloses  Hinundberschweifen 
in  mannichfaltigen  Betrachtungen  ohne  jegliche  exacte*  Auffassung. 
Von  osdllatorischen  Bewcgungca  ist  zwar  viel  die  Bede,  doch  bleiben 
die  Betrachtungen  im  Grunde  von  Anfang  bis  Ende  statische  und 
beruhen  auch  als  solche  teilweise  auf  unrichtiger  Anschauung.  Wissen- 
schaftliche Untersuchung  ist  nicht  vorhanden;  dass  ein  ungelöstes 
Problem  wie  das  \orliegeude  für  populäre  DarsLeliuug  ganz  ungeeignet 
ist,  versteht  sich  von  selbst.  II. 

Die  rationellen  Formeln  der  Chemie  auf  Grundlage  der  mecha- 
nischen Wärmetbeorio  entwickelt  von  Baron  N.  Dellingshausen. 
Erster  Tb  eil.  Unorganische  Verbindungen.  Heidelberg  187G.  Carl 
Winter.  163  S. 

Der  Yerfiuser  glaubt  den  Schwierigkeiten  der  chemischen  Frage 
dadurch  zu  entgehen,  dass  er  von  der  gewObnlicbcn  Annahme  einer 

Grundverschiedenheit  der  Atome  heterogener  Stoffe  zur  Annahme 
Wflligor  Gleichheit  aller  Atome  tibergeht  Die  Verschiedenheit  der 
Stoffe  s<dl  auf  der  blossen  verschiedenen  Vibration  in  sfcheiiden  Wel- 
len beruhen,  welche,  wie  er  in  seiner  früheren  Schrift :  ..iJeiti;i^'e  zur 
mechanischen  Wärmetlieorie"  —  entwickelt  hat.  das  Wesen  der  Wiirnio 
uusiiiaeheii.  Die  Schrift  bespricht  das  Verhaldiiss  seiner  Ilyi)Othese 
tn  ilrn  chi-niischen  F>scheinnngen,  geht  aber  auf  dynamische  Unter- 
sncbun;^'  mit  keinem  Worte  ein  und  bleibt  daher  weit  entfernt  von 
4er  Frage,  welche  gelöst  werden  soll.  H. 

■ 

Das  System  der  Philosophie  als  exacter  Wissenschaft  enthaltend 
Logik,  Naturphilosophie  und  Geistesphilosophie.  Von  G.  L.  Michelet 
Zweiter  Band.  Beriin  1876.  Nicolai  486  S.  . 
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Der  Verfasser  will  den  Tadel,  der  seine  Vorgänger  getroffen  habe, 
dass  sie  die  Fortschritte  der  empiriscbeu  Wissenschaften  in  sehr 
ignorirt  hätten  und  hinter  ihnen  znrflckgeblicben  wären,  so  gut  als 
möglich -von  sich  abwenden.  Er  räumt  denumfolge  aach  ihren  He« 
thoden  nnd  Diaciplinen  eine  kurze  Beeprechong  ein.  Es  mag  genflgea 
einen  Sali  anzofähren,  nm  zn  zeigen,  was  er  sich  bei  denselben  denkt 
Seite  9.  sagt  er:  ,,Wenn  dann  freilich  die  hypothetische  Eridänng 
mit  dem  Factum  ttbereinstimmt,  so  mflsste  die  Philosophie  si^ 
wol  anerkennen ;  sie  hörte  damit  aber  auch  auf,  ^ne  Hypothese  iv 
sein'*.  Der  schiefe  Ausdruck  einer  vorher  citirten  physikaUsches 
Autorität  rechtfertigt  zwar  formell  die  Aeusserung^  wenn  man  de  sls 
die  eines  Unkundigen  ansieht;  immer  aber  beweist  letztere  die  Be- 
schränktheit sdner  Begriffo  von  der  Bedeutung  einer  Hypothese  nd 
dadurch  die  Einsdtigkeit  sdner  Philosophie.   Die  Abschnitte  sind: 

1)  die  Mechanik  (darunter  die  Mathematik,  darunter  der  Baum,  die 
Zeit,  Einheit  beider,  dann  die  Mechanik  als  solche,  die  Astronomie), 

2)  die  Physik.  Gern  würden  wir,  wenn  unter  der  Menge  nichti* 
sagender  Bemerkungen,  die  an  Neuheit  dem  2  mal  2  ist  4  gleiches, 
sich  eine  charakteristische  Aeusserung  gefunden  hätte,  dieselbe  an's 
Licht  ziehen.  Da  dies  uiclit  ist,  so  schliesseu  wir  mit  einer  Antwort 
auf  den  Ausspruch  in  der  Vorrede:  >Yie  die  Philosophie  nie  des  Em- 
pirismus, Sü  weinio  dieser  ebensowenig  der  Philosophie  entbehren 
können.  Die  Möglichkeit,  dass  die  empirischen  Wissenschaften,  onJ 
mit  ihnen  die  Mathematik,  welche  der  Verfasser  als  ,. Form  der 
Mechanik"  zu  ihnen  zählt,  durch  die  Philosophie  ergänzt  und  rege- 
nerirt  werde,  bleibe  unbestritten,  und  obwol  die  Ilegeneration  natur- 
gemäss  von  innen  heraus  vor  sich  geht,  so  soll  auch  der  Fall  nicht 
ausgeschlossen  sein,  dass  einmal  der  Anstoss  von  aussen  kommt. 
Doch  von  welcher  Philosophie  ist  die  Rede?  Der  hier  dargeboteucD 
wird  schwerlich  jemand  eine  solche  Kraft  zuscbreibeu.  Der  traiütio- 
nellen  Philosophie,  die  heutzutage  gelehrt  wird,  haben  wir  keinea 
Grund  vorzuwerfen,  dass  sie  sich  um  die  Fortschritte  der  Kitur- 
Wissenschaften  nicht  bekümmerte  —  auf  diese  lenkt  sie  vielmehr  ii 
neuster  Zeit  mehr  und  mehr  den  Blick  —  wol  aber,  dass  sie  ihrer 
mgenen  Regeneration  mit  der  Taktik  des  Todtschweigens  aller  Fort- 
schritte auf  ihrem  Gebiete  widerstrebt,  um  ihr  siukendes  ererbtes 
Ansehen  kammerlich  noch  für  einige  Jahrzehnte  aufrecht  am  erbaltrQ 
Diese  schon  längst  in  einer  Zeitfrage  nach  der  andern,  praktiscbes 
so  wie  wissenschaftlichen»  jedesmal  ohnmächtig  befundenen  Kathede^ 
doctrin  kann  nnd  soll  keinen  Einflnss  anf  die  exacten  Wisseasehiitai 
tthen;  sie  mag  vielmehr  daran  denken,  erst  Wissenschaft  an  werda» 
indem  sie  ihre  An&ngsgrflnde  der  Düferens  der  SchnlanaiGhten  est- 
heht  Hoppes 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

ä^menU  de  la  thtorie  des  d^tenninoiits  avec  appUcation  k  Tal- 
fttre,  la  frigonom^trie  et  la  giomötrie  aaalytiqae  daiiB  le  plan  et 

i'espaee  i  ToMge  des  dastes  de  math^matiqueB  Bp^dales.  Par 
G;  BoBtor,  Docteor  SdenceB,  ProfeBsenr  de  ll^caaiqiie  ration- 
neiie  i  la  Faciilli6  des  Sciences  de  rUniTenitö  catholiqne  de  Paris, 
Xembre  de  la  Soci6t4  math^matique  de  France.  Paris  1877.  Ganthier- 
Tillars.  352  S. 

Das  vorlic'geude  Buch  uiiil'asst  allseitig  dio  Princij)ion  der  Deter- 
I    minantentheoric  mit  reiclihalti^cr  Zuziehung  des  Wissenswerten,  und 
ist  überdies  mit  besünd<;rer  Sorgfalt  und  viel  Geschick  lür  leichtes 
QQii  gründliches  Verstäuduiss  der  Alitan^'er  bearbeitet,  so  dass  es  sich 
in  hohem  Grade  für  Schul-  und  Si  lbstunterricht  empfiehlt.    Die  ge- 
wandte und  coucinne  Darbteilung,  die  Einfachheit  des  Stiles  und  dio 
sichere  Logik,  welche  die  früheren  Arbeiten  des  Verfassers  auszeichuea 
ond  angenehm  machen,  bewähren  sich  auch  in  der  gegenwärtigen. 
'    Besonders  im  Anfang  bei  der  Bcgritfserkliirung  hndet  Berücksichtigung 
'    verschiedener  Auffassung  und  Methode  statt,  und  es  wird  dieselbe 
Sache  vou  mehreren  Seiten  beleuchtet  und  abgeleitet;  weiterhin  hat 
sich  der  Verfasser  mehr  und  mehr  für  eine  ausschliessliche  ^rethode 
entschieden.  Im  allgemeinen  hat  er  den  grossen  Vorzug  der  directcn 
Schlüsse  ans  vollen  Determinanten  vor  der  Rechnung  mit  Unterdeter- 
adnanten  gehörig  gewilrdigt  £8  leuchtet  ein,  dass  man  zwar  leicht 
in  Unterdeterminanten  zerlegen,  aber  nur  mit  Mühe  dieselben  mit 
gebürigem  Vorzeicben  einfügen  kann,  dass  ferner  die  directen  Schlüsse 
\  weit  belehrender  sind  als  das  mechanische  Zerlegen,  sich  also  fAr 
\  den  Dnterrieht  mehr  eignen,  wftbrend  die  Nachprüfung  durch  Unter- 
.  determinanten  dem  SdiOler  Itbeilassen  bleiben  kann.   Warum  der 
Ver&sser  trotzdem  bei  der  Addition  der  Determinanten  nnd  der  Anf- 
Uisuig  der  Systeme  linearer  Gleichnngen  der  Methode  der  Unter- 
detminanten  vor  den  weit  ein&chem  directen  Schlössen  den  Torzng 
gegeben  bat,  ist  nicht  wol  ersichtlich.  Das  ganze  Werk  besteht  ans 
4  Btchem:  Theorie  der  Determinanten,  Anwendung  anf  Algebra  nnd 
THgonometrie,  Anwendung  auf  analytische  Geometrie,  Discriminanten 
ind  Inyarianten.  Die  Theorie  hat  die  3  Gapitel :  Allgemeine  Eigen- 
ttbaften,  Combinationen  und  Eigenschaften  entsprechend  gewissen 
Bedisgungen,  Multiplication,  das  erste  die  Paragraphentitel:  Definition 
md  Bezeichnung,  Transformation,  XJnterdeterminaaten,  Entwickeluug, 
dtt  zweite:  Addition,  Eigenschaften  von  Determinanten  mit  Elementen 
will,  abgekftrzte  Bechnnng  mit  numerischen  nnd  algebraischen  Deter- 
nhiaaten.   Die  Behandlung  der  Gleichungen  findet  sich  im  2.  Buch. 
Hanche  Sätze  sind  Entdeckungen  des  Verfassers.   Die  Litterat  ur  ist 
anmittelbar  jedem  Satze  beigefügt  11. 
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Gnmdzttge  der  systematischen  Einfohrang  nnd  BegrOndmig  der 
Lehre  der  DeterminanteD  Termittclst  geeigneter  Anfiösnng  der  Qrap- 
pen  allgemeiner  linearer  Gleichungen.  Von  Dr.  Wilhelm  Matzka, 
jnbU.  k.  k.  ord.  Univers.- Professor,  k.  k.  Begierangsrath,  ordentl. 
Mitglied  der  k6n.  böhm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  (Ans  den 
Abhandlungen  der  k.  bOhm.  Ges.  d.  W.  6.  Folge.  9.  Band.)  Prag 
1877.  Verlag  d.  k.  böhm.  Ges.  d.  Wiss.  4<».  61  S. 

Diese  Arbeit  ist  ein  metlHxlischer  Yersucli  joder  uumotivirten 
Aufstellung  bei  ri(*ginn  «ier  Determinantenlelire  zu  entgehen.  Es  wer- 
den nun,  lim  zur  Determinantcnbiidung  hinzuführen,  aus  einrin  System 
linearer  (llcichungen  naeh  einander  5  Unbekannte  naeh  Subtrattious- 
niethode  mit  Verbindung  je  zweier  t  inander  folgender  Gleiehungen 
ciiminirt,  und  die  Ausscheidung  einer  Determinante  als  tzemeinsaraea 
P'actors  gezeigt.  Dies  im  successiven  Verlauf  immer  complicirendcr 
werdende  Verfahren  führt  jedoch  nicht  zum  Ziele  eines  alleomeiueii 
Nachweises  des  Fortschrittsgesetzes,  welelu^'^  durch  viele  Betrachtun- 
gen neuer  Art  schliesslich  erreicht  wird.  Im  ganzen  ist  viel  Mähe 
aufwandt  ohne  den  rin  jsten  Lohn.  Der  Autri(  )>  dazu  geht  ans 
einer  sehr  gowöhnlicbon  Täuschung  hervor.  Nicht  das  Warum,  son- 
dern das  Was  muss  die  erste  Frage  sein.  Der  Grund  der  Anordnosg 
wird  leicht  verstanden,  nachdem  man  die  Sache  und  ihren  Erfolg 
kennen  gelernt  hat.  H. 

Ueber  die  Gonvergenz  gewisser  zur  Darstellung  willküriiehtr 

Functionen  dienender  Reihen.  Von  M.  Koppe.  Programm  der 
Andreas-Realschule.   Berlin  1877.   4«.   31  S. 

Der  Verfasser  verallgemeinert  die  Kugelfunctionen,  indem  er  die 
Coefficienten  I'n'^(x)  der  Entwickelung  der  Function 

üf(tt,  flf)  «  (1— 2a«+««)~^ 

nach  Potenzen  von  «  untersucht  Caylcy  hatte  schon  das  g^eidw 
getan  für  solche  die  Vielfache  von  i  sind.  Die  Function  U  gesagt 
einer  partiellen  Differentialgleichung  2.  Ordnung  für  die  Unabhftogigcn 

ff,  0-,  aus  der  danu  r  als  Speciallösung  einer  Gleichung  2.  Ordnmig 
i'iir  die  Unabhängige  r  hervorgeht.   Neben  ihr  tritt  als  zweite  Specisl- 

lösung  eine  Function  Q  auf.  Beide  lassen  sich  als  ganze  Functionen 
niou  Grades  einzeln  von  j-  und  von  (j  dai-sti  IK  n.  Ks  wird  dann  eine 
.  Relation  der  /*  entwickelt,  dann  (>  auf  cinlarherc  Irrationalitäten 
reducirt,  dann  /'  für  //  =  x  untersucht,  dann  /'  dunh  Eigenschaftin 
eines  davon  abhängenden  bestimmten  Integrals  drtinirt.  Die  t'olgcn* 
den  Gegenstände  sind:  die  Verteilung  der  Wur/.i-in  v«»n  /*(cosg")  =o 
auf  das  Intervall  0  bis  n,  dio  Entwickelung  einer  Fuuction  vou  <p 
nach  den  rQ{cosq>),  H. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physilc. 

Bullctino  (Ii  bibliogratia  e  di  storia  «lellc  scieuze  iiiatcnuiticho  o 
tisicho.  Pubblicato  da  Ii.  Boucompagni.  Tomo  X.  Roma  1Ö77. 
Tipogratia  dclle  sc  mat  e  tis. 

Der  Inhalt  der  ersten  6  Hefte  ist  folgender. 

1.  Heft  Fcrdinaiido  Jacoli.  Ueber  das  Leben  nnd  die 
Arbeiten  des  Antonio  Maria  Lorgna. 

2.  Heft   Ferdinando  Jacoli.    Ueber  Domenfco  Maria  No- 
Bestimmnng  der  Schiefe  der  Ekliptik. 

3.  Heft.  K  d  0  u a  r  d  J.  u  c a s.  Untcrsucliungen  über  mehrere  Werke 
von  Lcuiiardü  di  Pisa,  uud  über  verschiedene  Frageu  der  hüheru 
Arithmetik. 

4.  Heft.  Fortsetzuüg. 

5.  Ueft.  Schluss.  —  B.  Bonc ompagni.  Ueber  die  Samme der 
Tieften  Potenzen  der  natttriicbeu  Zahlen. 

6.  Heft  Antonio  Favaro.  Nikohios  Gopemicns  nnd  das 
UfliTersitats-^lrchiv  von  Padua.  Brief  an  D.  B.  Boncompagni.  — 
E  Steinschneider.  Berichtigung  einiger  Irrtamer  in  Betreff  des 
iiabischen  Mathematikers  Ihn  Al-Banna.  Auszog  ans  einem  Briefe 
tt  D.  B.  Boiicompagni. 

Publicatiuubvcrzeichuisse  im  2.  4.  G.  Heft. 
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Methode  und  Principien. 

Die  Gesetze  der  AniaDgsgcschwiudigkcit  in  den  Bewegungoii  der 
WeltkOrper.  Eine  BarBtoIlnng  der  Himmelsbewegungcn  mit  Hlllfc  der 

einfachsten  Sätze  der  Mathematik.  Von  C.  A.  Werther,  Dr.  phil. 
'Rostock  1877.   Wilh.  Wcrtlior.    112  S. 

Was  der  Verfasser  will,  Iftsst  sich  nur  teilweise  erraten;  eine 
deutlicbo  Auskunft  wird  nicht  gegeben,  und  aus  den  Kesnltatcn  ist 
kein  Zweck  ersichtlich.  Im  Aufang  tadelt  er,  dass  man  den  Begriff 
der  Kraft  zu  eng  fasse.  Hätte  er  statt  dessen  nur  seinen  weiteron 
B^griif  ttormirt,  so  wflrdo  ihm  niemand  das  Bccht  bestritten  haben. 
Es  gefUlt  ihm  nicht,  dass  die  Anfongsgeschwindigkeitou  der  Planeten 
und  Trabanten  znfilllig  sein  sollen;  die  blosse  Attraction  noi  quzb- 
reichend,  dieselben  unter  Gesetz  zu  stellen;  er  nimmt  deshalb  eine 
Kepulsivkraft  hinzu,  worunter  er  die  Gentrifugalkraft  zu  verstehen 
schefakt.  Die  auf  S.  80.  aufgefnhrtcn  Gesetze  der  Anfangsgeschwln* 
digkeit  sind  nichts  weiter  als  Relationen  nach  Kepler'schon  Gesetzen. 
Er  scheint  demnach  seine  Befriedigaug  darin  gefunden  zu  haben,  dass 
er  von  den  Constanten  auf  Variabelo  ttbergegaugon  ist,  welche  ihm 
durch  ihre  Relatioucn  den  Eindruck  der  Gesetzmässigkeit  machen. 

H. 


G  e  0  la  c  t  r  i  e. 

Geometria  dello  spazio  in  coordinate  tetraedricbe  secondo  deDe 
Vöries.  Aber  Geometrie  di  A.  Clebsch  saggio  di  stndi  del  Dr.  M.  L. 
Albcggiani.  Parte  I.  Palermo  1877.  Pietro  Hontoina  e  Comp. 
169  S. 

Nach  Augabc  des  Verfassers  verfolgt  das  Gegenwärtigo  dci!  Zv^ock, 
dioArbeitou  von  Clebscb  uut^T  den  einzigen  Gesichtspunkt  des  frucht- 
baren Princips  der  Dualität  zu  stellen.  lu  diesem  1.  Teile,  dem  eiü 
zweiter  später  folgen  soll,  sclieiUeu  sich  2  Abschnitte,  Analysis  und 
Synthesis.  Der  erste  Abscbuitt,  in  \  Capitel  geteilt,  antersucht  be- 
sonders die  4  gcometrisebcu  Fundameutalformen  des  Raumes,  in  red* 
proker  Weise,  nämlich  Capitel  1.  IL  Punkt  und  Ebene,  Cap.  in.  IV. 
die  Geraden  unter  doppelter  Betrachtung,  der  Axen  oder  der  Strah- 
len; Cap.  V.  lässt  sich  als  Anhang  zu  den  2  letzten  betrachten  and 
bezieht  sieb  auf  die  ebenen  Curven  oder  auf  die  von  beiden  Arten 
Gerader  erzeugten  konischen  Flächen.  Der  2.  Abschnitt,  d.  i.  Csp.  VU 
geht  aus  den  Ergebnissen  des  ersten  borvor,  und  zwar  aus  dem  Be- 
griff der  Complexen  (Feld  oder  Gruppe),  die  Zugehörigkeit  aoter- 
schieden  durch  /  und  C,  so  dass  dio  Elemente  /  ebene  Curven,  die 


Digitized  by  Goo^lf' 


• 


LiUerwi$eher  BeruAi  CCXLIJL 


29 


C  konisdie  FlAcbea  erzcagcn.  Der  Conncx  der  Complexen  beider 
Artco  von  Elementen  ergiebt  eine  Gleicbnng,  die  des  Systems  vom 
Index  2  im  Räume  von  3  Dimensionen,  sie  ist  nnr  die  arndytiscbe 
DarsteBnng  nacb  deren  Entstobaqg  aus  den  4  gcometriscben  Fanda- 
»entalfomien  8  des  Raumes,  ein  besondrer  Fall  davon  ist  die  Glei- 
cbong  der  Geraden  (42).  Die  letzte  Kumer  enthfilt  Botracbtongen 
der  projectiven  Geometrie,  wclcbo  das  Ziel  baben,  in  allgemdnster 
Weise  die  Beziehung  zwischen  vcrsehiedeneu  Oertem  oder  deren  Ele- 
menten festzustellen.  Die  Coordinaten,  von  denen  Gebrauch  gemacht 
worden  ist,  sind  die  homogenen  tctraedrischen;  die  des  Punktes  und 
der  Ebene  sind  wie  bei  Clebsch  definirt,  die  der  Geraden  nach  den 
DefiDitioncn  von  ßattaglini,  Clebsch,  Klein  u.  A.  Ausser  diesen  sind 
Cremoua,  D'Ovidio,  Plücker,  Salmon  u.  A.  bcuutzt  und  citirt.  Der 
2.  Teil  soll  sich  mit  Üntersnchung  der  Eigcusclialten  der  Flächen 
vom  P^xponenten  2,  dargcstLllt  durch  die  Gleichung  (SS)  =  0,  d.  i.  der 
Flüchen  2.  Ordnung  oder  '2.  Classe,  erzeugt  durch  die  1  gconietrischeu 
Faudamcutal formen  des  iiaumes  von  o  Dimensionen  beschäftigen. 

H. 

Die  Curven  (Folia)  von  der  Form 

a*  sin  <p  —  y  cos  rp   ry 

Eine  analftisch-geometrischo  Studio  von  Dr.  Gottfr.  Schmauss, 
kg].  Regierungs-  und  Kreismedidnal-Rath  in  Augsburg.  Augsburg 
1877.  Math.  Rieger.  4^  14  S.  1  Fig.-Taf. 

Die  untersuchte  Curvc  wird  erzeugt  vom  Durchschnitt  iler  2  Trans- 
versalen eines  gleichschenkligen  Dreiecks,  welche  von  den  Kndeu  der 
Grundlinie  aus  die  Gregenseiten  (»-r)  unter  constantom  Winkel  (=  <p) 
schneiden,  während  bei  festem  einen  Schenkel  der  andre  um  die  Spitze 
roürt.  Aus  dieser  geometrischen  Bestimmung  wird  erst  die  Gleichung  • 
heigdcitct,  dann  die  Maxima  und  Minima,  die  Tangenten  und  Asymp- 
toten, die  Wendepunkte,  und  iDr  9  i-  der  Flächeninhalt  gesucht. 
Zugleich  wird  die  Variation  der  Curve  mit  ip  in  Betracht  gezogen. 

.H. 

Das  Elliiisoid  eleiiiiiitar  hearlieitet  von  Aug.  Jenny.  Basel 
1877.   Schweigliauscr.   32  S.    2  I'ig.-Taf. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  ausschliesslich  mit  dem  Inhalt  ebener 
Fläehenstttcke  und  von  KOrpem.  Was  darin  gegeben  wird^  ist  in  der 
leiebtfasslichsten  Weise  entwickelt  und  dargestellt  Nur  findet  sich 
darin  ein  haarsträubender  Fehler,  der  leicht  genug  zu  berichtigen  ist 
Die  Ellipse  wird  nämlich  aus  dem  Kreise  durch  proportionale  Yer^ 
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ktirzung  oder  Verlängerung  der  Ordinalen  abgeleitet,  dann  von  ihr 
das  bzbw.  längliche  uder  platte  Hutationsellipsoid  erzeugt.  Anstatt 
nun  analog  aus  dem  Rotationsellipsoid  das  droiaxige  durch  propor- 
tionale Keduction  einer  Coordinato  abzuleiten,  werden  onmittelbar 
die  vorher  gleichen  2  Dimensionen  ungleich  gesetzt,  das  heisst  dann 
nach  allem  Vorausgehenden:  das  EUipsoid  ist  drciaxig,  wenn  einmal 
a     a.   Von  Ellipse  nud  EUipsoid  werden  ausser  der  ganzen  Figor 
die  Segmente,  gerade  und  schräg  geschnittene,  behandelt,  auf  Kreis- 
und  Kugelsegmente  rcducirt  und  die  Kugelsogmente  fttr  sich  kubirt. 

H. 

Einiges  aus  der  Theorie  der  CurvL'ii  zweiter  Ordnung.  Von 
Jos.  Ellies,  k.  Professor,  rrogrumni  der  kgl.  buyer.  Studien- Anstalt 
Landshttt  1877.  Mit  2  Figureutatolu.  4*^.  6ö  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  einer  einfachen  Hcrlcitung  des  Hosse'schen 

Satzes  vom  vollstiindigcMi  Vierseite.  Die  folgenden  GegenstHnde  sind 
die  JJreuiipuukte  und  die  imaginären  Elemente.  Alles  ist  nach  der 
Methode  der  neuem  synthetischen  Geometrie  behandelt,  und  eine 
grossere  Keihe  resultireuder  Sätze  dualistisch  aufgestellt.  II. 

Beitrage  zur  Geometrie  des  Dreiecks.  Von 3.  0.  Gonsentiai. 

Carlsruho  1877.   G.  Braun.   Mit  1  Figurentafel.   84  S. 

Vom  beliebigen  Dreieck  ausgebend  wird  eine  „allgemeine^'  (d.  b. 
Gesammt-)  Figur  construirt,  indem  die  «in-,  um-  und  anbeschriebenen 
Kreise  und  viele  damit  in  Verbindung  stehende  Gerade  hinzugefligt 
werden.  An  dieser  Figur  wird  dann  in  synthetischem  Connex,  ohne 
Hälfe  der  neuem  Geometrie,  eine  längere  Beihe  von  Sätzen  ent- 
wickelt, und  zum  Schluss  49  Constructionsaufgabon  gestellt  H« 

Anfangsgründo  der  neueren  Geometrie  fOr  die  oberen  Claseen 
der  Gymnasien  und  Realschulen.  Von  Dr.  F.  X.  StoU,  Lehrer  der 
Mathematik  am  Grossherzoglichen  Gymnasium  zu  Bentheim.  Mit 
16  Figurentafeln.  Bensheim  1872.  Ebrhard  u.  Comp.  III  S. 

Der  Verfasser  will  die  neuere  (ieonietrie  weder  an  die  Stelle  der 
euklidischen  Elenientargeometric  setzen  noch  mit  ihr  verschmelzen, 
sondern  nach  Vollendung  derselben  als  besonderen  Cursus  oinführca; 
wol  aber  dürfte  nach  seiner  Ansicht  der  sonst  in  höheren  Classeu 
übliche,  weniger  instrnctivc  Unterricht  in  den  Anfängen  der  analyti- 
scben  Geometrie  dafür  in  Wegfall  kommen.  Wenn  auch  der  ange- 
führte Grund  gegen  letztere  nicht  zutrifft,  so  ist  doch  die  Aeuaeniag, 
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(ioss  deren  Besaltate  dem  Schiller  isolirt  und  zasammenbanglos  er- 
st hciniii,  aas  dem  andern  Grunde  sehr  annehmbar,  weil  der  Zweck 
ihrer  Eiofoimmgen  fast  ganz  jcnsoit  des  Schal nnterrichu  liegt  Die 
laemk  der  neuem  Geometrie  angewiesene  Stellung  ist  fflr  die  Ge- 
staltung der  Doctrin  eine  äusserst  gflnstige.  Sie  hat  eine  deutliche, 
lichere  Grundlage  auf  klaren  Begriffen;  es  ist  ihr  dadurch  gestattet 
nch  rein  auf  ihren  specifiscben  Inhalt  zu  bcschrftukcn  und  sich  so 
b  einheitlicher  Form  darzustellen.  Hiervon  ist  in  vortrefflichster 
Weise  Gebrauch  gemacht  Der  Vortrag  ist  musterhaft  wol  geordnet 
Bod  leicht  verständlich;  die  Form  ist  die  aus  dem  gewöhnlichen  geo- 
metrischen Unterricht  bekannte  in  Erklärungen,  Lehrsätzen  und  Auf- 
gaben. Der  Umfang  ist  weniger  wichtig,  da  nur  eine  Einfttbrnng  und 
Terbüdung  fär  das  Studium  der  hdhem  synthetischen  Geometrio  in 
der  Absicht  liegt  Fflr  den  Fall  einer  Aufhahme  in  den  Schulcursus 
IM  sich  das  Buch  als  HQlfsmittcl  sehr  empfehlen.  H. 

Neuere  Geometrie  für  die  oberen  Klassen  der  Realschulen  und 
Gymnasien.  Von  Dr.  H.  L.  Rotte k,  Re^ctor  am  Realgymnasium  in 
Rendsburg.  Mit  51  Figuren  im  Text.  Schleswig  1877.  Julius  Bergas. 
62  S. 

Auch  hier  wie  beim  Vorgenannten  wird  ein  getrennter  Cursus  in 
der  neuem  Geometrie,  der  sich  auf  den  vollendeten  Unterricht  in  der 
Elementai|;eometrio  stfltzt,  in  Aussicht  genommen.  Die  Methode 
imterscheidet  sich  von  jener  dadurch,  dass  sie  zur  Herleitung  der 
Sfttze  Trigonometrie  und  flberhaupt  mehr  Rechnung  anwendet  Der 
Vortrag  ist  klar  und  leicht  verständlich,  so  dass  das  Buch  seinen 
Zweck  sehr  wol  zu  erfftUen  vermag.  H. 

Die  Elemente  der  darstellenden  Geometrie,  als  Lehrmittel  fttr 
Lehrer  und  Schfller  an  Real-,  hdhem  Bürger-,  Industrie-,  Gewerb-, 
,Bau-,  Handwerker-  und  Fortbildungsschulen,  und  andern  gewerblichen 
Qod  technischen  Lehranstalten,  sowie  zum  Selbststudium.  Von  G. 
Delabar.  Mit  100  Figuren  auf  20  Uthographirten  Zeichnungstafeln. 
{Zweiter  Theil  der  Anleitung  zum  Linearzoichnon.)  Zweite,  vermehrte 
and  verbesserte  Auftage.  Freibnrg  im  Breisgau  1877.  Herder.  Quer-S^ 

Das  jetzt  erschienene  erste  Heft  des  genannten  2.  Teiles  enthält 
Dach  allgemeiner  Einleitung  in  die  darstellende  Geometrie  überhaupt, 
«ekbo  3  Projectionsarten  aufweist,  die  Lehre  von  der  rechtwinkligen 
Projection.  Es  werden  in  erläuterndem  Vortrag  die  Darstellungen 
von  I^nnkten,  Geraden,  krammen  Linien,  begrenzten  ebenen  Flächen, 
Ebenen,  eboien  Figuren  in  gegebenen  Ebenen,  krammen  Fi&chen, 
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der  eiufachon  Körper,  der  Prismen  uud  Pyramiden  und  deren  Ndzc. 
der  regulären  Polyeder,  der  elementaren  runden  Körper,  und  der 
gewundeneu  Körper  behandelt.  Der  Ausdruck  ist  durchweg  corrcct, 
und  gute  Ordnung  nicht  zu  vermissen.  ü. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Handbach  der  niederen  Gcodftsle.  Von  Friedrich  H artner, 
ord.  Professor  in  Wien.  Fünft«,  yermehrte  Anflago.  Bearbeitet  m 
Josef  Wastler,  o.  d.  Professor  der  Geodäsie  an  der  k.  k.  Tech- 
nischen Hochschnlo  in  Graz.  Mit  397  Holzschnitten  nnd  2  Tafiels. 
Wien  1876.  L.  W.  Seidel  u.  Sohn.  710  S. 

Die  nene  Auflage  unterscheidet  sich  von  den  froheren  einesteils 
durch  die  Umrechnung  in  Metcrniass,  die  nur  beim  Kataster  noch 
nicht  ausgeführt  werden  könnte,  und  die  durch  die  neue  Instruction 
des  österreichischen  Katasters  bedingten  Aonderungen  nnd  Neuerungen 
in  der  TrianguliruDg,  andemtcils  durch  erhebliche  Vermehningen, 
welche  den  neuesten  Fortschritten  der  technischen  Praxis  und  theo- 
retischen Geodäsie  entsprechen.  An  Instrumenten  und  YorrichtangeB 
sind  hinzugekommen  das  Steinheil'scho  Heliotrop,  die  Messräder,  der 
anaUatische  Distanzmesser  von  Porro,  der  Theodolit  von  Breithaapt, 
das  UniTorsal-NiTellir-Instrument  von  Ertol.  In  Betreff  des  Yesrhihem 
und  der  Theorie  ist  neu  aufgenommen  AusfiQhrliches  Ober  die  Ge- 
nauigkeit der  Läugcnmessungeu ,  die  Untersuchung  Ober  die  Exoen- 
tricität  des  Höhenkreises,  dio  Untersuchung  des  Fehlers  im  Höhen- 
winkel wegen  Schiefstehens  der  Rotationsaxe,  das  Abstecken  langer 
gerader  Linien,  das  Ausstecken  von  Knisbogen,  die  Untersuchung 
über  die  Genauigkeit  der  Längen-  und  Ilorizontalw  inkclnicssungen. 
das  Gewiiht  einer  //faelien  Keprtition ,  die  riitorsncliung  über  die 
Aneroide  von  Goldschmid,  die  austülirliclu'  Ikliaudlung  des  Detail- 
Nivellements  und  der  Querprotile,  das  Praei.si(Mis- Nivellement,  ein 
Auhan^^  über  Tachymetrio.  Dagegen  ist  die  Markscheidekunst  a's 
cntbehrlicli  für  den  gegenwärtigen  Zweck  weggeblieben.  Die  Haui't- 
abteilungeu  des  Buchs  sind  die  Feldmesskunst  und  die  Höheumess- 
kunst;  in  ersterer  wird  i^ehandelt  von  iler  Aufnahme,  von  der  Be- 
rechnung und  Teilung  aufgenummener  Flächen  und  Aeuderung  ihrer 
Begrenzung,  von  der  Ausfertigung  der  Pläne,  in  letzterer  vom  liöhcn- 
messen  und  vom  Nivelliren.  Sowol  der  Vortrag  der  Theorie  als  auch 
die  Beschreibung  des  Verfahrens  nnd  dei'  Instrumente  ist  gnisstenteils 
klar  und  für  die  mit  der  Technik  nicht  Vertrauten  verständlich. 

H. 
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L'rbcr  die  (ii'nauigkcit  (1(M'  Längoiimessun^en  mit  Mosslattcii, 
Mi'!»<I>aiit!.  Mos«;K('ttc  und  Dnlilattc  Von  F'rrtiiz  Lorber,  o.  ö.  Pro- 
ft  vsor  der  praktischen  Gconictrii'  au  der  k.  k.  Dcrgakadcmio  iu  X^eobcu. 
Wien  1877,  Alfred  Uöldcr.  tiO 

Nachdem  der  Verfasser  die  Formeln  znr  Wahrschcinlichkeits- 

!■  itiinnninLi  di-r  fehh-r  vc*r,schiedeuer  A'aiur  entwickelt  un«l  rücksicht- 
lioh  der  c<.>n>t»aiiten  Fi'lilrr  die  niitth're  Ahweicliiing  vom  mittleren 
Felller  in  Betracht  gezogen  liat,  handelt  es  sich  um  Entscheidnng 
/nisrjjcn  2  Hypothesen,  hier  au??gedrückt  mit  den  Worten:  Krstere 
sigt.  der  mittlere  Fehler  einer  Längennu>ssung  ist  proportional  der 
gemessenen  Länge,  letztere,  der  Liinge  seihst.  Kr  lindet  ersterc  durch 
'iio  Theorie  gereclitfertigt  und  für  die  meij?ten  l'iille  durch  die  Be- 
iteiitaiig  bestätigt,  letztere  soll  für  gewisse  Fiüle  uäber  zutreffeu. 

H. 


l^raktische  Mechauik. 

Magazin  der  neuesten  mathematisclien  Instrumente  <les  mathc- 
iiulisch-mechanischen  Institutes  von  F.  W.  Breit h an pt  und  Sohn 
lü  Cassel.  VI.  Heft  mit  Fi  litliographirten  Tafeln.  Cassel  187G. 
Selbstverlag  des  Institutes.   4'\   95  S. 

Das  gegenwärtige  Heft  bebandcU  nach  einander:  Einfache  Winkel- 
oeascr,  Theodolite  zu  geodätischem  Gebranche,  Universalinstmmente, 
Theodolito  zu  astronomischem  Gebranche,  Gmbcn-Theodolite  und 
Tachymetcr.  speciell  astronomische  Instrumente,  und  im  Anhang  die 

Bassulen-Instrunientc  mit  Fern  röhren;  von  diesen  einzeln  verschiedene 
Arten;  von  jeder  wird  die  Bcschreihung,  die  Prüfung  und  die  An- 
•veudung  dargelegt.  Voraus  geht  eine  Finleitnng  enthaltend  die  Grund- 
pnncipien  über  die  Coiislruction  des  Theodoliten,  die  Füminatiou  der 
tVlik-r  durch  die  Anordnung  der  Bcoliachtungen,  die  Kreisteilung  und 
Uc  Methüdea  der  .\idesung,  die  Methoden  der  Beohachtung,  die 
t'Fuppiruug  der  Theodolite  nach  ihrer  Verwendung.  I)ie  Erörterung 
t/.i  die  technischen  Kenntnisse  in  vollem  Masse  voraus.  Ob  die  im 
ranzen  ziemlich  kärglichen  Angaben  genau  die  notwendigen  sind, 
iiKM  hti>  etwas  zweifelhaft  scheinen;  doch  wird  hicrttber  der  Gebrauch 
entscheiden.  H. 

Krläutemngcn  und  Zusätze  zu  F.  Reuleaux*s  Kinematik.  In  gc- 
iraii^ter  Kürze  aufgestellt  von  M.  Nioman.  Mit  einer  Fignrentafel. 
ik;riin  1877.   Mayer  und  MQUor.  24  S. 


Digitized  by  Google 


34 


IMUnrüchtr  Btrickt  CCXLUl. 


Der  Yer&sscr  knapft  nnr  in  geringem  Mtsse  an  die  dürte  Sdnrlft 
an,  will  vielmehr  die  GcgcnstHnde  unabhängig  entwickeln.  Es  Imdelt 
sich  um  Fixinmg  des  Begriffs  der  Kinematik  und  der  dazu  gehörigen 
Begriffe.    Iiier  scheint  er  sieh  eine  klare,  geordnete  Darlegung  da- 
durch sehr  zu  erschweren,  dass  er  in  den  Begriff  schon  alle  Uuistüude, 
die  erst  Folge  der  Anwendung  sind ,  liineiulegeu  will.    Anstatt  den 
einfac  heu  iiiatheinatischen  Begriff  zu  Grunde  zu  legen  und  von  da  aus 
die  Fälle  der  V('r\^en(lung,  die  in  Maschinen  vorkommen,  übersichtlich 
zu  ordnen,  hetracbtet  er  vi(^lniehr  die  Kinematik  als  ein  Erzeuguiss 
der  Technik,  welches  tr  nur  ajiproximativ  zur  mathematischen  Auf- 
fassung hinführt.    Ks  werden  2()  Fülle  der  Bewegung,  nicht  übersicht- 
lich aufgestellt,  sondern  nur  angedeutet.    In  Betretf  der  Begriffe  von 
,,Recei)tor  und  Werkzeug'',  „Motor  und  Werkstück"  wird  ausgelührt, 
dass  dieselltcn  saiiiiiitlith  ihre  Berechtigung  haben,  und  sich  im  ein- 
zelnen leicht  genug  scheiden,  wenn  man  auch  manchmal  nur  den  Ort 
angeben  kann,  wo  jedes  sich  hetindet.    Dies  sowol  wie  jene  20  FftUe 
wird  auf  der  Figurentafel  durch  Beispiele  verauschauiicbt  IL 


Astronomie  and  Meteorologie. 

Die  llegenvirhältnisse  Deutschlands.  Von  Dr.  Jac  van  Beb- 
ber.  München  löJ7.   Theodor  Ackermann.  122  Ö. 

Die  Schrift  beginnt  mit  einer  allgemeinen  Erörterung  der  atm»- 
sphärisehen  Wassenrorgange  und  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Landes- 
beschaffenheit,  namentlich  der  HOhenTerhältnisee.  Indem  sie  dann 

speciell  anf  Deutschland  flbergeht,  nimmt  sie  die  Ursachen  zum  Au>>- 
gangspunkt  und  lässt  die  Bcobachtungsrcsultate  nachfolgen.  Zuerst 
wird  eine  übersichtliche  Gruppirung  der  deutscheu  Gebirge  gegeben. 
Das  Folgende  handelt  von  der  Kegenmenge  und  zwar  vom  £infin$s 
der  Gebirge,  von  der  räumlichen  Verteilung,  der  Verteilung  in  der 
jährlichen  Periode  und  nach  der  Höhe,  von  den  Kegentagen  und  der 
Kegenwahrscheiulichkeit,  der  Regendichte  und  der  Beziehung  des  AValdes 
zu  den  Kegenverhiiltnissen.  Die  Schrift  enthält  zahlreiche  Tafeln  ood 
Diagramme  über  die  iiegenmcugen.  U. 


Physik. 

On  the  ecjuilibrium  of  heterogeneous  stibstances.  First  part.  By 
Willard  (iibbs,  Professor  of  nuithomatical  physics  in  Yale  College, 
New  Häven,  Conn.  (Transactions  of  the  Connecticut  Academjr  of 
Artä  and  Sciences,  ¥ol.  UI.  part  1.).   141  S. 
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Die  Schrift  hcljamlclt  ciu  allgcuieiiics  Thema  aus  dor  niccliaui- 
schcn  Wäniiethcürir ,  (.'iitwickelt  zurrst  «lio  allui  im  iiicii  (iruiulsiitzo 
und  führt  sie  dauu  iu  vorschiedeucu  ('onibinatiuucii  durch.    Ks  vird 
\ün  den  Bogriffeu  diT  KiierL'ic  und  läitropic  (i(d)raucli  gi-niai  ht,  or- 
itore  bezekhueud  die  Summe  von  Arbeit  und  Wiirmc,  kt/.tcre  die 
.Samnie  der  durch  die  Temperatur  dividirten  von  au>sen  licroin  (ihor- 
^rcgaiigcuLU  Würincek'mente.    Als  Kriteriuni  des  (ileicligewichts  wird 
aufgestellt:  Zum  Gleichgewicht  eiues  isolirten  Systems  ist  es  uotwendig 
Böd  hinreichend,  dass  bei  allen  mögüclicu  Variationen  des  Zustauds 
des  Systems,  welche  seine  Energie  nicht  ändern,  die  Variation  seiner 
I  Entropie  verschwinde  oder  negativ  sei  —  woftlr  man  auch  sagen 
■  btBii,  dass  bei  constanter  Entropie  die  Variation  der  Energie  imll 
oder  positiv  sein  mnss.  Pie  nächste  Frage  bilden  die  Gleichgewichts- 
bediiigiiQgen  Iieterogener  Massen  in  Berührung  ohne  Einwirknng  von 
Schwere,  Elektricität',  Verdrehung  und  capillaren  Spannungen,  dann 
liediogongen  far  das  Gleichgewicht  zwischen  den  anfänglich  existiren- 
deo  homogenen  Teilen,  dann  Bedingungen  fttr  die  mögliche  Bildung 
I  von  Massen  nnfthnlich  ihrer  vorhergehenden  Existenz,  dann  Einflnss 
der  Festigkeit  aller  Teile,  dann  Einfloas  hinzutretender  Bedingungs- 
gleidiangen,  dann  Einflnss  eines  Diaphragma's,  a.  s.  w.  H. 

!  Die  Entstehung  des  Chlorophylls  iu  der  PHanze.  Eine  physiulo- 
giiche  Untersuchung  von  Dr.  Julius  Wiesner,  o.  ö.  Profe^sor  der 
Anatomie  und  Physiologie  der  Pflanzen  an  der  Wiener  Universität. 
Wien  1677.  Alfred  üöldcr.   120  S. 

Es  werden  die  Bedingungen  untersucht,  unter  denen  das  Cldoro- 
I  phyll,  derjenige  bis  jetzt  nicht  dar>telll)are  Stoft',  welcher  der  Ptlanzc 
die  grüne  Farbe  giebt,  und  durch  dessen  Vorhandensein  die  Um- 
■wandlnng  der  uuorganisclien  XahruiiiL?  in  orgauisclie  Verbindungen 
bedingt  ist,  entsteht.  Hauptsächlich  ist  die  Untersuehunu'  auf  den 
ijutluss  der  Licht-  uuil  Wärmestrahleu  gerichtet.  Die  (  hloroidiyll- 
i'Hcngeude  Kraft  des  Lichtes  beginnt  erst  im  Rot  zwischen  den 
Fraunhofcr'scheo  Linien  .1  und  Ii  und  wohnt  von  hier  an  allen 
Strahlen  des  sichtbaren  Spectrums  inne.  Die  dunkeln  Wärmestrahleu 
liahen  das  Vermögen,  eine  beginnende  Wirkung  desjenigen  Lichtes, 
welches  zur  Chlorophyüerzeugung  geeignet  ist,  fortzusetzen.  H. 


Vermischte  Schriften,  Zeitschriften. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  anno  CCLXXIV.  1876—77. 
Serie  teroa.  Transnnti,  volame  I.  Roma  1877.  Salviucci. 
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Die  dritte  Serie  bogiimt  mit  dem  Decembor  187G.  Jeden  Munal 
orsi  lu'iut  ein  lieft.  Jedes  lieft  enthält  die  Sitzungsbericlitc  der  '1 
Class(MK  der  naturwisseiischaftlielien  und  liistoriselieu ,  getrennt,  daDii 
ein  rublieationsvcr/.eielniiss  und  uieteorologisebe  Ik'obaehtuu.urcii.  Die 
Sit/.uiigsl>eriehto  geben  nach  einander  erst  die  «jescliäft liehen  Ver- 
handlungen, dann  wissensehaftliclie  Mitteilungen  und  Vorlesiuigeii, 
dann  die  Verhandlungen  des  geheimen  Coniites.  Au  Mitteiluiiqt'Q 
mathematischen  luhalts  üudcu  sich  in  deu  6  ersten  Heften  folgcuüc. 

H.  1.  Marco:  Die  Ursache  der  rotirenden  Bewegung  der  liebt- 
mOblc  im  Radiometer  von  Crookes. 

IJriosclii:  Ueber  einige  neue,  von  Herrn  Klein  erhaltene  Uesul* 
täte  in  der  Aullüsuug  der  Gleichungen  .').  (iradcs. 

Cerruti:  Ueber  die  kleinen  Osuülationcu  eines  starren,  gasz 
ircion  Körpers.  (Forts,  im  2.  H.). 

H.  2.    Smith:  Ueber  die  vollcu  cUiptischeu  Integrale. 

H.  3.  Smith:  Ueber  dio  Modularglcichnugon. 

Dini:  Ueber  eiuf  Classe  endlicher  und  stetiger  Functionen,  die 
keinen  DiÜcrcutialquotienten  haben.   (Forts,  im  o.  U.). 

H.  4.  Archer  Hirst:  Ueber  die  Correlation  zweier  Ebenen. 

Bertiui:  Eine  neue  Eigenschaft  der  Cunren  ntcr  Orduang  mit 
einem  (»—2)  fachen  Punkte. 

II.  .j.  lietti:  ücber  die  Bewegung  eines  Systems  beliebig  vicAf 
i'unkto. 

D'Ovidio:  Dio  metrischen  Fundamentalfnnctionen  in  lUniuoB 
von  beliebig  vielen  Dimensionen  ond  constautcr  Krflromang. 

De  Paolis.    Ueber  die  ebenen  doppelten  Transformationen. 

Veronese  und  Cremona:  Neue  Sätzo  über  das  hexagraoimup 
mysticum. 

II.  (i.  De  (iasjiaris:  Ueber  deu  Wert  de.s  Parameteiü  in  den 
elliptischen  und  parabolischen  Bahnen. 

Casorati:  Untersachnngen  ttbcr  die  DiiTeroutialgleichanßci  n 
allgemeiner  algebraischer  primitiver  Gleichung.  H. 

Analectcs  ou  Menioires  et  Notes  snr  les  diverses  parties  'l'j 

mathematiques.    Tar  Nicolas  Nieolaides,  Docteur  {«s - sriein 

luathtMnatiques,  et  Professour  ä  l'Universite  d'Athenes.  AthcBC$ 
Pierre  Perris. 
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Diese  Zeitsclirift  trscheiut  iu  Lieferungen  zu  2  Bogeu  in  franzü- 
!  sischer^Spraclio.  CiauthiLT-Villars  übernimmt  die  Besor^ning.  p]s  sind 
j  Ms  jetzt  III  Lioferungeu  crscbiouen.  Dio  beidcu  letzteu  cuthalteu 
'  foljjende  Aufsätze. 

Ueber  eiso  ncoe  Art  der  Erzcngnng  der  Flftchon. 
Üeber  die  Bewegung  eines  liuiteri'Uen  Punktes, 
i      Ueber  die  lutegratioa  der  particli^^u  Difi'ercutialgicicliuuguu. 

I  •  n. 

Anliiv  for  3Iathcniatik  og  Natarvidcnskab.  Udgivet  af  Sopbaa 
Lie,  Worm  Hallcr  og  G.  0.  Sars.  Förste  Bind.  Kristiania  1876. 
Alb.  Cammermeyer. 

Der  erste  Band  dieser  neuen  norwegischen  Zciiscbrirt  l)r:,telit  aus 
1  Heften.  8iu  soll  nur  wisseDsehat'tliche  Abhandlungen  eiitlialtrn. 
KciDe  Sprache  ist  ausgeschlussen.  Jahrlich  soll  ein  Band  er>clicineii. 
Die  Mehrzahl  der  Aufsatze  gebort  der  }d)ysischcn  Geographie  an, 
M.itlitinatische  Arbeiten  hat  bis  i.  f/t  a:I<  in  Lie  selbst  geliefert.  Sie 
md  iu  deutscher  Spracbc  und  baben  die  Titel: 

Theorie  der  Transformations-Gruppen  (1.  nnd  2.  Heft). 

Besnme  einer  nenen  Integrations-Tbcorie  (3.  und  4.  üoft). 

U. 

NoQvcUc  Corrcspondance  Matiiematiqao.  R^digec  par  Engeno 
Catalan,  Doctcar  ^s-sciences,  Profcsscnr  t  TUnivcrsitö  de  Li^ge, 
svec  la  coUaboration  de  MM.  Mansion,  Laisaut,  Brocard, 

fXe Oberg  et  Edouard  Lucas.    Tome  troisi^me.    Li^ge  1877. 

|E.  Decq. 

Der  Inlialt  der  ersten  6  Hefte  an  Abhandinngen  ist  folgender. 

Kd.  Lucas:  Ueber  die  Anwendung  eines  neuen  Princips  der 
Zcicheu  in  der  (Ji-ometrie.  (fechluss)  —  II.  Brocard:  Koiicurven 
«ler  Kegelschnitte.  (Forts.)  —  P.  Mansion:  Identität  der  liueareu 
Iraiijyforniatiou  mit  der  projectivischeik  Transformation.  —  Emil 
Gliysens:  Ueber  den  Flächeninhalt  des  Ellipsoids.  —  C.  Lc  Paige: 
Ifkr  eine  Diffcrenzeugleicliung.  —  iUl.  Lucas:  Ueber  das  Stiefel- 
he  Theorem.  —  H.  Brocard:  Kigenschaft  des  Dreiecks.  —  Kd. 
i'Ucas:  Ueber  die  Verallgemeiuerung  zweier  Sätze  von  Hermitc  und 
Catalau.  —  Mister:  Ueber  deu  Bweis  des  Taylor'schcn  Satzes.  — • 
f  Mansion:  Beweis  des  Tantochrouismus  der  Cykloide  und  des 
-^euQiann'schen  Satzes,  nach  der  Schrift  von  Iluygens  betitelt:  Iloro- 
iogiom  OscUlatorinm.  ~  £.  Boche:  Ueber  die  barymetrische  Formel 
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von  Laplacc.  —  E.  Catalan:  Ueber  vorschicdenc  Artikel  vou  Mai 
sioii.  —  De  Coatj)out:  Ueber  ein  Problem  von  Busschop.  — 
B.  Kemper  Ueber  die  Bcwirkung  genau  geradliniger  Bewegung  mit 
tclst  durch  Gelenke  verbundcaer  Stäbe.   Aus  dem  EagUschcu  ü 
von  V.  Liguinc.  —  H.  Brocard:  Ueber  verschiedene  Artikel  d 
Nouv.  Corr.   (Forts.)  —  C.  Le  Paige:  Ueber  die  Multiplication  ilel 
Determinanten.  —  Gclin:  Ueber  den  Satz  des  Nikomachos. 
Gelin:  Ueber  die  Frage  220.  —  G.  de  Longchampa:  Ueber  di 
barmonische  Reibe.  —  Jnles  Freson:  Sätze  ttber  die  TraD8?erMl 
—  S.  Realis:  Ueber  verscbiedeno,  in  der  Nonv.  Corr.  gestellte  i 
gaben.  —  E.  Ghysens:  Ueber  eine  Eigensdiaft  der  algebraisch 
ebenen  Linien.  —  P.  Hansion:  Ueber  die  Tbcorie  der  Reibed, 
Anlass  eines  Artikels  von  Catalan.  —  DoCoatpont:  Ueber 
Geometrie  des  -Lineals.  H. 
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Kiscnlohr,  A.,  c.  mathemat  Handbuch  der  alten  Aogyi)tir 
(rapyrus  Rhiiid  d.  British  Museum)  übersetzt  u.  erklärt.  Fol.  ui. 
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5.  Lfg.   8    Sirassburg,  Schneider.  75  Pf. 
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Roth.  80  Pf. 

Schrön's,  L.,  sicbcnstell.  gomeino  Logaritbmen  d  Zahlen  tc 
1  bis  106000  n.  d.  Sinus,  Cosinus,  Taugenteu  n.  Cotangenten 
\Vinkel  d.  Quadranten  von  10  zu  10  Secundeu.  IG.  Afl.  Tafel  I 
II.  8.  Brauttschweig,  Vieweg  &  S.  4  Mk.  20  Pf. 
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Stock,  F.  n.,  &  J.  nielmayr,  Resultate  f.  d.  4.  Afl.  d.  ttii 
met.  Aufg.  8.  Konipten,  Köscl.  50  Pf. 

Wall  entin.  F.,  methodisch  geordnete  Sammig.  v.  RelspiHeD 
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CCXLIV. 


Methode  und  Principien. 

Das  MQnz-,  Mass-  und  Gcwiclitsqrstem  Im  Rechentinterricht  für 

alle  Rechenlehrer  dargestellt  von  Dr.  Albert  Kai  lins,  Lohrer  am 
Berlinischen  Gymnasium  zum  grauen  Klobtcr.  Oldenburg  liS77.  Ger- 
hard StaUiDg.  '  34  S. 

Was  den  SIeDSchen  durch  beständigen  Gcbnnch  gel&nfig  Ist, 
pflegt  .wenig  beachtet  zn  werden.  Konunt  es  dann  auf  ungewohnte 
Weise  In  Anwendung,  so  tritt  oft  ein  auffallendes  Ungeschick  zutage. 
Dies  gilt  vom  Dedmalsystem,  und  der  Umstand  ist  wol  dn  Haupt- 
rund,  warum  die  mit  dem  neuen  Münz-,  Mass-  und  Gewichtssystem 
verbuudouc  Erleichterung  des  Rechnens  noch  so  wenig  gekannt  und 
gewürdigt  wird.  Der  Verfasser  sieht  hicriu  einen  Anlass  dem  Unter- 
richt im  Deciinalrechncu  eine  grössere  Aufmerksamkeit  zuzuwenden. 
Xach  seiner  Erfahrung  und  Nachprüfung  ist  die  T'nhekauntschaft  der 
Schüler  mit  der  näheren  Bewaudtniss  im  ganzen  noch  sehr  gross. 
Die  Schrift  erteilt  Uatschlüge,  wie  dem  abzuhelfen  sei.  An  dieseu 
i^^t  es  sehr  zu  billigen,  dass  sie  nicht,  wie  es  häutig  zum  Nachteil 
geschieht,  den  Schülern  Mtihe  zu  ersparen,  sondern  eher  durch  Hin- 
iif&gung  ?on  Mühe  die  Aufmerksamkeit  auf  das  bisher  Unbeachtete 
n  lenken  suchen.  Ist  auch  Manches  nicht  gerade  neu,  so  ist  doch 
''er  Gegenstand  ziemlich  vielseitig  productiv  behandelt 
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Die  Elemente  der  Goomctric  auf  ncner  Grundlage  streng  deduktiv 
dar;^ostellt  von  Johann  Karl  Hecker,  Professor  der  Mathtiuatik 
uod  Physik  am  Gymnasium  iu  Mannhciin.  Erster  Theil.  Mit  145 
in  den  Text  ciagedmcktcn  HolzschnittciL  Berlin  1877.  Weidmann. 
295  S. 

Das  vorliegende  Werk  ist  eine  entfaltete  Darlegung  der  Princi- 
pieu  der  Geometrio  nach  ihrem  logischen  Inhalt  Um  das  vorgesetzte 
Ziel  zn  orreichen,  ist  der  pädagogische  sowie  der  systematische  Ge- 
sichtspunkt ganz  bei  Seite  gelassen.  Die  Aufgabe  stellt  zn  grosse 
Anfordernngen,  als  dass  sie  ohne  vorgftngige  Trennung  der  Geslckts- 
pnnkte  gcldst  werden  könnte.  Manche  Ycrsnche  in  gleichem  Sinne 
sind  in  neuster  Zeit  zu  Tage  getreten.  Die  gegenwärtige  Bearboitnng 
möchte  wol  eine  Tor  allen  früheren  hcrvorragonde  Leistung  zu  nennen 
sein.  Es  sind  darin  die  gesammten  principicllcn  Fragen  ans  dcoi 
Versteck  ans  Licht  gezogen,  in  vortrefflicher  Klarheit,  ohne  Entstel- 
lung der  Tatsachen  durch  eingemischte  Strebuugen,  aufgefasst  und  in 
einfachster  Form  durch  didaktischo  Aufstellungen  golöst  Der  Ver- 
fasser räumt  gern  die  Möglichkeit  von  Irrungen  ein,  indem  er  sich 
trotzdem  bewusst  ist  einen  gesicherten  Fortschritt  getan  zu  haben; 
denn  sein  Werk  ist  keiu  küustlichcr  Bau,  der  zusammenbricht,  wenn 
eine  Sttttzo  versagt;  nichts  ist  auf  die  Spitze  des  Wortes  gestellt 
vielmehr  alles  im  freien  Gedanken,  den  Gegenstand  und  die  Aufgabe 
vor  Augen,  zur  Keife  gebracht,  dann  cibt  in  die  geeignete  Darstel- 
lungsform gc'brailit.  Ks  tritt  uns  durin  die  ^M'osse  L'eboilegcuboit 
derjenigen  Logik,  welche  erst  denkt,  dann  spriciit,  über  die  gewöhu- 
liche  formelle  Logik,  welche  nur  iiiiuiliall»  der  oft  sehr  zufälligen 
Grenzen  des  Wortes  zu  denken  veniuig,  recht  deutlidi  entgegeu. 
In  Verbindung  hiermit  steht  wol  auch  die  Ansicht  des  Verfassers 
über  die  Axiome,  dass,  wofern  sie  nur  sind,  was  sie  sein  sollen,  näm- 
lich von  selbst  einleuchtend,  wir  nicht  so  wenige,  sondern  so  viele 
als  möglich  statuiren  müsstcu.  Er  stellt  deren  7  oder  8  auf;  ist  aber 
stets  bereit  ein  neues  hiuzuzufügen.  Auf  die  Genesis  der  nei;ritfe 
und  der  den  Axiomen  zugrunde  liegenden  Erfahrungen  geht  er  iiiebt 
ein,  nimmt  vielmehr  deren  Resultate  auf,  sofern  die  Deutlichkeit  eines 
jeden  uubestritten  ist;  gleichwol  ist  in  den  Ilerleitungcn  die  Leitung 
durch  die  Genesis  oft  zu  erkennen.  Der  Stotf  des  Buches,  in  welchem 
Planimetrie  und  Stereomotrio  ungetrennt  erscheint,  ist  zu  ausgedehnt 
und  mannichfaltiLT.  um  den  bcsondem  Inhalt  vorführen  zu  können; 
vieles  ist  darin  originell  iustructiv,  manches  sogar  unmittelbar  für  die 
Schule  verwendbar.  Zu  letzterem  ist  dio  Erklärung  des  Winkels  m 
rechnen.  £s  wird  unbedenklich  ausgesprochen:  Der  Winkel  ist  die 
Winkelfigur;  mit  dor  Längo  der  Schenkel  macht  man  sich  nur  nichts 
zu  tun  —  unbedenklich  und  mit  Recht,  denn  die  GrGsse  des  Winkeli 
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rnnss  unter  allen  Umstäudeu  durch  die  Bedingung  der  Gleichheit  uud 
^    l'iigJeichbcit  besonders  definirt  werden.  Mit  diesem  sonst  fast  überall 
t    bewäiirten  klaren  Blicke  ist  es  non  kaum  vereinbar,  wie  dem  Ver- 
1    fiiss(T  die  EinwäBde  gegen  seinen  Beweis  des  Panülelensatzcs  —  es 
^   wt  der  bekannte  Scheinbeweis  mittelst  der  Wiukelbifttter  —  so  ganz 
urerstanden  bleiben  konnten.  £r  sagt,  man  wendete  ein,  ein  Winkel- 
;    Ustt  sei,  weil  nncudlicb,  keine  GrOsso  und  kOnne  nicht  ein  Teil  sein 
I    oder  Tdle  haben,  nnd  verteidigt  das  Recht  dasselbe  Gritoso  nnd  Teil 
)    a  nennen.   Glaubt  der  Verfasser  wirklich  mit  einem  Namen  eine 
Kfift  AberbrQcken  zu  können,  deren  Vorhandensein  sowio  die  ß(*- 
i    mübonj^en  der  Mathematiker  sie  zu  bewilltigcn  ihm  doch  sehr  wol 
'     bckaiuit  siudV    Zunächst  ist  der  Einwand   undeutlich  ausgedrückt, 
^a^'on  wir  statt  „unendlich"  lieber  ..unvollständi*;?  begrenzt''  und  statt 
-Teil"  lieber  ..Re^'ioii";  statt    könne  nicht  Teil  sein""  lieber  „bedürfe 
um  als  Teil  behandelt  zu  werden  neuer  Detinitioneu  uud  Beweise'", 
licnn,  da  ein  Winkel  inuerhall)  eines  gleichen  Winkels  bei  gleich 
•    {jTficbteten  Schenkeln  construirt  eine  Region  des  letztern  ausser  sich 
I   öbrig  lässt,  so  passen  die  BegrilTe  vom  Teile  nicht  auf  die  Begion. 
I  Jeder  Yersnch  aber  die  verlangten  Detinitioneu  und  Beweise  zn  liefern 
filhrt  nns  auf  den  Parallelensatz  selbst  zuiüclc,  der  stets  dazu  voraus* 
gnetzt  werden  mnss.  Ungcnllgend  ist  ferner  die  Definition  der  Pro- 
portion.  Doreh  sie  wird  zwar  das  VerhAltniss  als  Function  einer 
^   Tsiiabeln  bestimmt,  aber  sie  ist  kein  Kriterinm  fQr  eine  einzelne 
Pke|iortion,  was  doch  in  der  Elementarmathematik  gefordert  werden 

'  »MS.  H. 


j  Ijehrbttcher,  ISammluugeu  und  Tabelkii. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  für  den  Schulgcbrauch. 
Ton  Johann  Karl  Becker,  Professor  der  Mathematik  uud  Physik 
'  am  Gymnasium  in  Mannheim.  Erstes  Buch:  Das  Pensum  der  Tertia 
ond  Secunda.  Zweites  Buch:  Das  Pensum  der  Prima.  Mit  in  den 
Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin  1877.  370  8..  (Jedes  Buch 
einzeln  käuflich.) 

Der  erstere  Cursus  umfasst  das  Bechnen  mit  ganzen  Zahlen,  die 
Teilbarkeit  der  Zahlen,  das  Kechnen  mit  rationalen  Zahlen,  die  Po* 
lenzen,  Wurzeln  und  Logarithmen,  die  algebraischen  Gleichungen 
t  und  2.  Grades  nebst  Proportionen.  Die  Mo.hode  ist  die  rein  arith- 
aetisclie.  Die  Behandlungsweise  zeichnet  sich  durch  richtige  Logik 
•ad  allseitige  Berasksichtiguttg  der  Erfordernisse,  Genauigkeit  des 
Ausdrucks  ohne  Ueberiadung  mit  Worten  in  hohem  Grade  aus.  Ist 
CS  auch  nicht  am  Orte  die  vielen  sehr  gewöhnlichen  MisgrÜDfe  bei 
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einer  Arbeit  zu  erwähnen,  welche  sich  eben  durch  deren  Mcidang 
verdienstlich  zeigt,  so  möge  doch  wenigstens  ein  Hauptpunkt  geaaimt 
werden.  Die  algebraische  Operation  ist  keine  Au s  wertang, 
sondern  eine  Transformation.  So  wichtig  diese  Lehre  f Qr  du 
Yerst&ndniss  ist,  und  so  sehr  sich  auch  die  Bemerkung  aufdrängt, 
dass  dnrch  die  Behandlung  der  Operation  als  Transformation  die 
Aufßusnng  erleichtert,  der  Blick  erweitert  nnd  in  (Reichem  Muse 
der  Um&ng  des  receptiT  zu  erlernenden  Stoffes  verringert  wird,  so 
haben  es  doch  die  meisten  Bearbeiter  von  Lehrbachem  vorgezoges, 
der  Gewohnheit  des  gedankenlosen  Rechnens  Bechnnng  tragend  der 
Operation  den  Anschein  einer  Auswertung  zu  geben.  Die  vorliegends 
Bearbeitung  gehdrt  zu  den  wenigen,  welche  in  diesem  Punkte  ridilif 
zu  Werke  gehen,  und  zwar  geschieht  dies  nicht  bloss  durch  vorflbcr- 
geheude  BcrQcksichtignng,  sondern  es  ist  durchgehendes  Princip  mä 
ausgedehntester  Anwendung.  AnOnglich  wird  darauf  hingewisses, 
dass  man  Rechnungen  in  verschiedener  Ordnung  voUziefaen  kau; 
hieran  schliessen  sich  allgemeine  Sätze,  die  dann  in  Formeln  dsr- 
gestellt  immer  Anwendung  nach  2  Seiten  lün  gestatten,  und  in  dieser 
Gestalt  ausführlich  ausgesprochen  werden.  So  gelangt  das  Systeai 
der  Siitzo  zu  einer  Uebersichlichkeit ,  wie  sie  dem  Verfahren  gewisg 
allgemeine  Zustimmung  erwerben  wird.  Um  auf  dos  Einzelne  einzi- 
gchen,  so  ist  der  Passus  über  die  Grundbegriffe  musterhalt.  Uebor 
diesen  und  das  Nächstfolgende  ist  Besonderes  nicht  hinzuzufügen. 
Weiterhin  aber  folgt  ein  Abschnitt  über  positive  und  negative  Zahlen, 
der  entschieden  verfehlt  ist.  Im  Grunde  war  die  Lohre  von  den 
algebraischen  Zahlen  in  der  Lehre  von  den  algebraischen  Summcu 
implicite  enthalten;  es  war  nur  nötig  das  Innere  nach  aussen  zukeh- 
ren und  die  erforderlichen  Autstellungon  zu  macheu,  wozu  bereits 
alles  eingerichtet  war.  So  wäre  eine  leichtfassliche  Theorie,  Begriff 
und  Rechnuugsverfahreu,  nach  einheitlicher  Methode  hervorgegangen. 
Der  Verfasser  jedoch  zerreisst  den  Nexus  und  uiiiunt  einen  neuco, 
heterogenen  Ausgang  in  den  entgegengesetzten  Qualitäten,  auf  welche 
der  Begriff  entgegengesetzter  Zahlen  allein  gebaut  erscheint  La  der 
Begriff  der  negativen  Zahlen  ein  allgemein  gQltiger,  seine  Anwendaag 
nicht  auf  die  Fälle  der  DarstcUbarkeit  in  entgegengesetzten  Qualitäten 
beschränkt  ist,  so  ist  es  an  sich  unrichtig  letztere  znr  Grundlage  n 
nehmen.  Noch  schlimmer  ist  es,  dass  TOn  dieser  ausgehend  die  Be- 
gründung der  Multiplicationsregei  nie  zu  rechter  Deutlichkeit  geUmgU 
während  dieselbe  sich  doch  unmittelbar  aus  der  Multiplication  der 
algebraischen  Summen  eigicbt  Die  negativen  Zahlen  haben  Bedea- 
tnng,  sofern  die  Rechnung  mit  ihnen  zu  positiven  Resultaten  Akt 
Kein  theoretisches  Resultat  aber  ist  letztes  Resultat^  sondern  erwartet 
w^tere  Verwendung.  Folglich  hat  das  n^tive  Resultat  oder  die 
resnltirende  Zahl  von  mibekanntem  Vorzeichen  gleicbfiUls  immer  Bs* 
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denUing.  Nur  beim  Beispiel  aus  dor  Wirklichkeit  würde  das  negative 
Resnltat  die  Unmöglichkeit  der  Data  anzeigen,  liier  erst  ist  es  an 
der  Stelle,  durcli  Einführung  der  entgegengesetzten  Qualitäten  auch 

i    f&r  einige  solche  Fälle  lU-deutung  für  die  Wirklichkeit  zu  gewinnen 

'  nud  so  den  Datis  Gültigkeit  zu  verleihen.  Bei  der  im  übrigen  so 
rühmlich  beobachteten  Vollständigkeit  niuss  es  auch  als  ein  Mangel 
angemerkt  werden,  dass  nirgends  von  dem  Falle  die  Rede  ist,  wo  ein 
Bochstab  eine  negative  Zahl  bedeutet,  ein  Fall  der  doch  hernach  bei 

'  Aatlösung  der  Gleichungen  nicht  aus;,'PschIoHsen  werden  kann.  Es  ist 
eiae  entschiedene  Discontinuität  in  der  Dnctrin,  wenn  erst  die  nega- 

I  tivcn  Zahlen  nur  einen  auf  Fiille  beschränkten  Sinn  haben,  dann 
plötzlich  Zeichen  in  allgemein  algebraischer  Bedeutung  auftreten,  ohne 
dass  vorher  eine  Erklärung  darüber  gegeben  wird.  Analog  verhält 
»ich  die  Sache  in  der  Lehre  von  den  Brüchen.  Es  entspricht  der 
Kinbf'itlichkcit  der  Methode,  vereinfacht  dieselbe,  erweitert  den  Blick 
und  begünstigt  die  Uebersicht,  dass  man  den  Bruch  gleich  anfangs 

I  als  RechnungsgrÖsse  auffasst,  gerechtfertigt  durch  das  ganzzablige 

I  Besoitat,  sei  dieses  vorliegend  oder  der  Anwendung  vorbehalten. 

I  Biese  sospendirte  Rechtfertigung  ist  der  wirklichen  Praxis  dos  Rech- 
nens ganz  gemäss ;  die  Statistik  führt  uns  auf  den  Fall,  wo  auch  die 

I  gebrochene  Personenzahl  Bedeutung  hat;  nie  aber  hat  man  während 
des  Rechnens  die  Constmctiott  der  Zahl  im  Sinne.  Dass  non  der 

:  Voftsser  es  gleichwol  Torgezogen  hat,  den  Begriff  des  Braches  aof 
86ns  DarstelliEDg  durch  veränderte  Einheit  an  gründen,  ist  insofern 

I  vm  geringerem  Nachteil,  als  sich  alle  notwendigen  S&tse  daraus  ein- 
hnk  genog  herleiten  lassen.  Im  übrigen  ist  zn  bemerken,  dass  inner- 

I  Itslb  der  allgemein  theoretischen  Behandlnngsweise,  welche  dabei 

i  imnwr  den  G^ndzqg  des  Ganzen  bildet,  eine  grosse  Bevorzngong  der 

I  Phois  nnd  des  lyedmalsystems  zn  Tage  tritt  Einigermassen  wird 
dadarch  die  systematische  Oestaltang  beeintrftchtigt;  doch  soll  hierauf 
kern  grosses  Gewicht  gelegt  werden.  Auf  jeden  Abschnitt  folgt  eine 
grtssere  Anzahl  von  Fragen  und  Uebangsaufsaben.  Zum  Selhstunter^ 
rieht  empfiehlt  der  Yerfiuser  das  Buch  ausschliesslich  für  Begabtere ; 
Üe  Bearbeitung  habe  nnr  den  Schulgebrauch  im  Auge  gehabt 

Der  Corsas  des  2.  Bachs  umfasst  die  Kettenbrflche  nod  diophan- 
tiidien  Glelchangen,  erstere  hergeleitet  durch  Grenzeaeinsehliessung, 
taere  gMat  durch  und  ohne  erstere,  die  arithmetischen  nnd  geo* 
■llrischcn  Progressionen  (Zinseszins-  und  Rentenrechnung),  das  Rech- 
mamit  complexen  Zahlen,  ausgehend  von  der  Construction,  enthaltend 
ÄS  Anfangsgründe  der  Moivre'schen  Theorie,  jedoch  ohne  die  Expo- 
nentialfomi ,  und  einige  Sätze  über  höhere  Gleichungen ,  femer  die 
Pcnnutatiouen ,  Combinationen  und  Variationen  mit  Anwendung  auf 
Wahracheinlichkeitsrecbnung,  dann  auf  den  polynomischen  und  bino- 
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mischen  JUehnatz,  dann  dio  ganzen  algebraischen  Functionen  nod  ^ 
algebraischen  Gldchnngen  mit  Anwendung  der  Derivationen,  die  an- 
endlichen  nach  Potenzen  einer  GrOsse  entwickelten  Reihen  und  dem 
Gonvergenz,  dio  Defeiminantcn,  nnd  im  Anhang  eine  auf  Sunmation 
der  höheren  arithmetischen  Reihen  bezflglicho  Aufgabe.  Die  Deler- 
miuantenlehro  wurd  mit  einer  Yorbetrachtung  Aber  Auflösung  simnl- 
tancr  linearer  Gleichungen  eingeleitet,  doch  ist  die  Behandlung  davon 
unabhängig,  gleich  von  Anfang  allgemein  und  wenigstens  zum  TfQ 
geeignet  die  YorzQgo  der  Theorie  ins  Licht  zu  stellen.  Der  Addi- 
tionssatz wird  durch  Unterdetermiuontcn  hergeleitet,  obgleich  selse 
schliessliche  Formulirung  auf  den  weit  kflrzcrcn  nnd  instructiTerci 
Weg  der  Substitution  hindeutet.  Ein  gleiches  gilt  von  der  ^Metboiif 
der  Bcüaudlung  linearer  Gleiiliuiij^ssysteme.  Dio  Erörteninircu  sind 
ziemlich  ansfülirlich;  in  mauihcn  ruiiUtcn  liiittc  sich  wol  dim  h  kür- 
zere Zubuiiuueufassuiig  uiu  leicbtcrcr  Kiublick  errciclicu  lassen. 

II. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetik.  Bearbeitet  toi 
Dr.  H.  Suhle,  Professor  am  Carls-Gymnasium  zu  Bernburg.  Ersti« 
Heft  Köthen.  Paul  Schetticr.  94  S. 

Das  Vorliegciulo  ist  für  den  Unterricbt  in  (^)narta  bestimmt    Ys  J 
uiiifasst  ausser  deu  4  Speeles,  ijci  welchen  Pnteiizon  nur  als  Droductf, 
AVurzeln  ir;ir  nicht  vorkommen,  die  (jrleichungeu  1.  Grades  mit  einer 
und  mehreren  Unbekannten  und  die  Proportionen.    Kiu  Aubang  b'^-  { 
handelt  die  DecimalbrUcbe  nnd  dio  Berechnung  der  Quadrat-  m 
Kubikwurzeln.   Die  Metbodo  ist  die  rein  arithmetische  mit  snccessii 
Erweiterung  des  Zableugebictes;  auf  dio  erueaerto  BegrQndung 
Operationen  nach  jedem  solchen  Schritte  ist  ohne  grosse  Weitläaf 
keit  sorgfältig  Rücksicht  genommen.    Ueberhaupt  lässt   sich  nid 
Tcrkcnncn,  dass  in  deujeuigen  Punkten,  die  gemäss  dem  StandpuDkt»'^ 
der  Aufänger  nicht  erschöpfend  erörtert  und  formnlirt     rticn  körn- 
ten, doch  mit  viel  Geschick  darauf  geachtet  worden  ist,  keino  falscbtrs 
Vorstellungen  aufkommen  zu  lassen.  Hiervon  machen  nur  ein 
punkt  und  ein  nebensachlicher  Ausnahmen.  Drei  Aeussenmgea 
AnHuig  veranlassen  geradezu  den  Schaler  o-}-i  fdr  den  Aosdnck? 
zweier  Zahlen  zu  halten,  zuerst  die  unrichtige  Erklärung  den  Begriß 
Bechnen,  dann  der  Satz:  „Wenn  das  Resultat  einer  Reehniing  aelbä 
wieder  als  Zahl  gelten  soll  u.  s.  w.*^  (also  a+ft  ist  nicht  immer  eiit 
Zahl?)  dann  der  Satz:  „Die  Addition  idigleichnamigpr  Zahlcnausditckf 
kann  nur  ansgef&hrt  werden«  indem  man  dieselben  durch  das  Addi^ 
tionszeichen  verbindet^  Gegen  den  Irrtum  ist  im  Folgoadeo  mrgeodlL 
ein  Correctiv  gegeben;  denn  die  Fassung  aller  Operationssätae  As't 
beide  Deutungen,  die  der  Zahl-Veränderung  und  der  Verwaadlang  üM 
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I  amiodertem  Werte,  za,  und  von  mngekehrter  Anwendung  einer 

j  Tvwiadliiiigsfonnel  ist  nnr  einmal  beU&nfig  die  Bede.  Diese  schOne 
Httmonie  der  S&tze  mit  seiner  Erid&mng  mag  vielleidit  dem  Ver- 
Imt  Motiv  gewesen  sein.  Sie  besteht  leider  nur  in  der  Schule;  der 

\  Lehnr  kann  verftndem  lassen,  die  Forderungen  des  Lebens  stimmen 
öinit  mcht  Qberein.  Zweitens  ist  zu  erwähnen,  daas  vom  Unendlichen  • 

{  die  ganz  nngenOgende  ErkUrong  und  falsche  Anwendung  gegeben. 

!  Hier  wir  es  an  der  Stelle  zu  sagen:  Mit  0  kann  man  nicht  dividiren. 

i  H. 

I 

I 

J.  II.  T.  Müller*8  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  für  höhere 
Lehranstalten.  Zweite,  gänzlich  unigoarbcitete  Auflage,  mit  vielen 
•idri  Toxi  eingedruckten  Holzschnitten.  Herausgegeben  von  Prof.  Dr. 
K  L  Bauer,  Lehrer  der  IMiyvik  und  Mathematik  am  Realgymnasium 
in  Karlsruhe.  Dritter  Theil.  llalle  1877.  Buckbdl.  d.  Waisenhauses. 

ms. 

Der  gegenwärtige  Teil  des  Li  hi  buchs  umfasst  die  Proportionalität 
^  Linien,  vorbereitet  durch  einen  Al»schnitt  über  Messung  und  Pro- 
pürtioiieu,  die  Aehidicldieit  der  ebenen  Figuren,  Teilung  der  Figuren, 
Einiges  ans  der  neuern  Geometrie  und  das  Apollonische  Problem. 
btT  Umlaug  des  Stolfes  ist  also  im  Ver;j:leich  mit  dem  des  Buches 
gering,  und  letzteres  scheint  darauf  berechnet,  dass  der  Schüler  in 
^beschränkter  I^Iusse  bei  dem  Thema  verw(>ileü  soll.  Die  Behand- 
langswei.se  ist  ausführlich,  gründlich  und  reichhaltig',  doch  findet  sich 
anch  Vieles  vieltcilig  gespalten  vorgeführt,  was  sich  aus  einer  einzigen 
.liLsohauung  heraus  verstehen  lässt  und  man  auch  wol  lieber  in  einen 
Sitz  zusammenfassen  wird.  Strenge  Bündigkeit  ist  nicht  zu  vermissen; 
jlocli  ist  auch  in  eigentümlicher  Weise  dafür  gesorgt,  dass  keine  Lücken 
io  den  Tag  tretcu  «können;  in  den  principiellen  Punkten,  in  denen 
Tide  Autoren  f  jhlgegangcn  sind,  Verden  nämlich  anfangs  die  Elemente 
dtr  Begründung  in  mehr  als  genügender  Form  entwickelt,  nachher, 
)n>  sie  in  Anwendung  kommen  sollten,  folgt  ein  blosser  Hinweis,  nach 
wdehem  der  Scfafller  sich  den  Beweis  selbst  znsamroensetien  mnss. 
^^oBk  solchen  Ploonasmns  enthftlt  die  ErkUmng  und  Erörterung  der 
laeommeDsurabilitit  Diese  ist  eine  Verbindung  der  Enklid'Bdien 
Cmzeneinsclillessnng  und  der  Anwendung  unendlich  kleiner  DiiTerena. 
Ms  Ton  beiden  allein  reicht  hin;  nnr  ist  erstere  Methode  in  manchen 
|MfeB  sehr  oDStftndlich,  letastere  zwar  bei  richtiger  Behandlung  ein- 
ilA  und  leicht  fiisslich,  doch  nicht  so  auf  der  Hand  liegend,  dass 
Aircbgefahrto  Beweise  in  den  Fallen  der  Anwendung,  z.  B.  bei  der 
Knfniessnng,  entbehrt  werden  könnten.  Unrichtig  dem  Worthrat 
ndk  ist  der  Satz  II.  p.  338.  Dass  ein  Kettenbmch  nie  abbricht, 
bau  in  manchen  Fällen  bewiesen  werden,  aber  ein  allgemein  branch- 
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bares  Kriterium  kauii  es  offenbar  nicbt  sein,  iiier  steht,  der  Um. 
stand  zeigte  sich  bei  fortgesetzter  Messung.  Was  nicht  ist,  kann  mau 
auch  nicht  finden  wollen.  Im  tibrigen  ergicbt  sich  so  ziemlich  der 
Inhalt  aus  den  Titeln  der  Abschnitte;  alles  dazu  gehörige,  alles  not, 
wendige  sowol  wio  vieles  aasserdem  wissenswerte,  wird  man  darin 
behandelt  finden.  U. 


Lehrbuch  der  Geometrie  im  Umfange  des  vollen  Gymnasialcursns 
liearbeitet  von  A.  Wohlgemuth,  Inspector  und  Oberlehrer  am 
Kicülai-Gymuasium  zu  Libau.  Libau  1877.  G.  L.  Zimmermann.  164  S. 

x 

Das  Buch  kann  nur  die  Bestinunnng  beanspruchen,  yon  aUei 
Gegenständen  der  gesammten-  Schnl-Geometrie,  einsehUesslich  der 
ebenen  und  sphAriseben  Trigonometrie,  in  grtester  Eflrze  eine  Tor 
stellnng  zu  geben  und  die  Elemente  der  Berechnung  Ton  BanrngrOsses 
anfznstoUen.  Dies  ist  in  gntcr  Ordnung  geschehen.  Die  logiscbei 
Erfordernisse  sind  ganz  bei  Seite  gelassen,  die  Ansdrflcke 
schief  und  ungenau ,  for  das  selbständige  Denken  so  gut  wie  nkkli 
getan.  Auch  hier,  wie  noch  in  vielen  Lehrbachem,  wird  die  Geo* 
metrie  die  Wissenschaft  von  den  räumlichen  Grössen  genannt,  eins 
Definition  die  sofort  in  auffallenden  Widerspruch  mit  der  Lehre  selbst 
tritt,  wenn  unbegrenzte  Linien,  deren  Sclinitto  u.  s.  w.,  die  dock 
offenljar  keine  Grössen  sind,  sich  als  vornehmliche  Gegenstände  der 
Geometrie  zeigen.  Für  den  Parallelensatz  ist  ein  fiilscher  Bewvjs 
aufgestellt.  Der  Fall  der  Iiicommensurabilität  von  Liuieu  ist  autiiui;- 
Uch  erklärt,  weitei'hiu  wieder  vergessen.  H. 

Die  Schule  der  Geometrie  und  Trigonometrie  der  Ebene.  T« 
Professor  G.  Hell w ig,  Oberlehrer  an  der  Bealscbule  1.  Ordnng  n 
Erfurt  Erster  Cnrsus :  Die  einfiiohsten  Betrachtungen  Uber  die  ebeses 

geradlinigen  Figuren  uud  den  Kreis.  Zweite  Auflage.  Erfurt  1S7T. 
Carl  Vülaret  48  S. 

In  der  Tat  ist,  wie  es  der  SpcciaJtitel  sagt,  das  Vorliegende  mclr 
eine  Reihe  von  Betrachtungen  als  ein  eigentlicher,  streng  mathemati- 
scher Lchrcursus.  Wenn  gleich  das  deductivc  Element  nicht 
darin  fehlt,  so  ist  es  doch  von  untergeordneter  Ikdcutung,  und  das 
Hauptgewicht  auf  die  Beobachtung  und  die  Fixining  der  Merlcsäclt^ 
zu  legen,  durch  weiche  der  Schüler  im  Gebiete  der  £lemcntaIgc<al^ 
trie  orientirt  werden  soll.  Von  dieser  Seite  angesehen  liest  sich  r* 
doch  die  Bearbeitung  keineswegs  musterhaft  nennen.  Die  Begntfe 
sind  manchmal  nicht  gehörig  begrenzt  und  geschieden,  der  Aasdru  ^ 
zweideutig,  die  Benennung  abweichend  sowol  vom  gewöbnliehen  Ge- 
brauch ab  von  der  natOriichen  Deutung.  Der  Satz  p.  3.  z.  &  «IM^ 
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diiftcbste  Ltnio^*  (Gerade)  ;„wird  dwnk  3  Punkte  Tonkomroen  nnd 
mng  bestimmf^  —  ist  zwcideatig;  die  2  Punkte  bestimmen  nicht 
die  Gestalt,  sondern  nur  bei  fester  Gestalt  die  Lage  der  Linie.  Er- 
stere  Dentang,  an  der  freilich  der  Kundige  vorbeieilt,  ist  7on  Katar 
ie  nächst  liegende  nnd  hätte  doreh  den  Wortlaut  vermehrt  werden 
nOssen.  Es  war  sehr  leicht  nnd  dnrch  Rttcksicbt  auf  den  Schaler 
gtboten  durch  Nennung  des  entscheidenden  Wortes  ,^agc'^  den  Ge- 
dsnkcn  unmittelbar  auf  den,  gar  nicht  so  auf  der  Hand  liegenden, 
richtigen  Sinn  zu  lenken.  Die  Kamen  „Strahl"^  und  „Strecke''  werden 
soden  als  gewöhnlich  gebraucht,  gowdbnlich  nämlich  und  mit  vollem 
Gnnde  im  Sinne  einer,  festen  Rtehtuug,  liier  ohne  Beachtung  der  2 
€stgegcDgc;setiten  Riehtangeu.  Der  Strahl  der  Geometrie  Ist  nach 
dm  Lichtstrahl  benannt,  der  von  einem  Pu4ikrc  ausgeht  Hienou 
darf  man  ohne  wicbtigca  Grund  nicht  abweichen  um  nicht  Verwirrung 
herbeizuAihren.   Strahl  für  unbegreuztc  Gerade  ist  ein  zweiter  Name 
ftr  (lie«<clbe  Sache,  inithiM  überflüssig  und  iiisoli ni  irreleitend,  als  die 
Iiicntitiit  nirgends  ausgesprochen,  also  der  Leser  viraulasst  wird  einen 
L'iilerschied  zu  verniulcii.    Was  die  Strecke  betriftt ,  so  würde  der 
Verfasser  wahrschoinlich  die  Notwendigkeit  der  Unterscheidung  ent- 
gegengesetzter Strecken  selbst  eniiiiuiidfMi  haben,  wenn  er  die  Be- 
trachtung, auf  die  sich  seine  Erklärung  di  r  Ixiclitung  stützt,  fortgesetzt 
nnd  deu  Ausgangspunkt  njannichfaltig  verlegt  hätte;  wie  man  iu  der 
Tat  in  manchen  Lehrbüchern  einen  nachträglielien  Uebergang  zur  ein- 
zeilig gerichteten  Strecke  tindet.    Das  N'orstelu'ude  möge  als  Vor- 
schlag zu  leicht  auszuführenden  Verbesserungen  verstanden  werden 
nnd  aoU  die  Brauchbarkeit  des  Bachs  nicht  herabsetzen.  H. 

Abriss  der  ebenen  Trigimometrie.  Für  den  Unterricht  an  höheren 
Lehraustalteu  bearbeitet  von  A.  Hössrich,  Professor  an  der  Real- 
schule 1.  O.  zu  Saalftdd.  Mit  liuer  lithographirteu  Figurental'd. 
Zweite,  revidirte  Autiage.    Saalield  1Ö77.   W.  Wiedemauu.   22  S. 

Das  Buch  enthält  nach  einander  die  Goniometrie  nebst  Anwendung 
auf  den  iiredudbeln  Fall  der  kubischen  Gleichungen,  dann  die  Be- 
rechnung des  rechtwinkligen,  dann  des  schiefwinkligen  Dreiecks.  Der 
Vortrag  ist  der  pragmatisch  erläuternde.  An  Verständlichkeit,  Bün- 
digkeit und  y oUstättdigkeit  lässt  sich  im  aUgemeinen  nichts  vermissen. 
Nv  die  Erörterung  der  unendlichen  Werte  der  gomometrischen  Func- 
tkmen  Ist  ungenügend:  in  der  Tabelle  Ist  teils  «o,  teils  (— oc)  auf- 
geführt; wober  das  letztere  kommt,  ist  gar  nicht  erklärt,  ebenso  wenig 
die  Angabo  (—  0).  Da  sich  die  flinfUhrung  des  od  au  die  Betrach- 
tang der  Variation  anschliesst,  so  gehörte  nur  eine  geringe,  aber  sehr 
uotweudigü  Beifügung  hinzu,  um  alles  zur  Deutlichkeit  zu  bringen. 
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Geonn'trischo  Aufgabeu  zu  den  kubischen  Glcichnugcn  ucb«t 
einen»  Anhange  mit  Autgaben  über  biquadratisciie  Clleicbungen.  Eiu 
Sui)i)Ienicnt  zu  jeder  Sammlung  algebraischer  Aufgaben.  Von  Dr. 
Emil  Lamin*.  Professor  an  der  Lnisenstüdtischen  Gewerbeschule 
nnd  au  der  Küuiglicheu  Kriegsakademie  zu  Berliu.  Berlin  IbTi. 
ü.  W.  HttUer.  112  S. 

Dass  die  Hcninsgabc  des  gegenwärtigen  Bnchs  einem  anerkannten 
Dedurfniss  entgegenkommt,  dass  damit  den  JaIulth  der  Algebra  ein 
vortrefHicher  Dienst  geleistet  wird,  braucht  kaum  gesagt  zu  werdeu. 
(ieometrische  Aufgaben  für  kubische  Gleichungen  der  Art  zu  linden^ 
»lass  sowol  die  Stellung  als  auch  die  Lösung  und  die  Deutung  dir 
Wurzeln  einfacii  genug  ist  um  sie  als  passende  Ucbung  für  Scbük'r 
gebrauchen  zu  können,  ist  nicht  leicht;  es  scheinen  solche  den  Üe- 
arbeitern  von  Aufgabensaunnlungen  nicht  zur  Hand  gewesen  za  sein, 
denn  man  findet  darin  gewöhnlich  bei  den  kubischen  Gleicbangcn  bot 
Zahlenbeispicle.   Alle  3  Forderungen  sind  aber  bei  der  vorliegCDdeii 
Auswahl  von  GG  Beispielen  für  kubische  und  1 1  Beispielen  für  biqni* 
dratische  Gleichungeii  erfaUt  Sie  sind  nach  dem  Lehrstoff  der  Geo- 
metrie,'auf  welchen  sie  Bezug  hahen,  geordnet;  die  ersten  6  beaehei 
sieh  auf  Planiui.  trie,  die  folgenden  8  auf  ebenflAchige  Körper,  ^1 
nftchsten  37  verbinden  diese  mit  runden  KOrpem.  Bei  den  biqnadn- 
tischen  Gleichungen  treten  auch  Cykloiden,  Epiqrkloiden  und  Hypo- 
cykloiden  auf.  Der  Sammlung  vorausgeschickt  sind  die  nötigen 
mein.  Auf  Jede  Aufgabe  und  deren  Lösung  folgen  1  oder  2  Zahlet* 
beispielc.  H.  ' 


L.  A.  Sohncke's  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Integrai-I 
rechnnng.  Vierte,  verbesserte  und  vermehrte  Autiage,  hcrausgcgebcii 
von  Dr.  Hermann  Amstein,  Professor  der  höheren  Mathematik 
und  tiieoretischen  Mechanik  an  der  Academie  in  Lausanne.  Baik, 
lb77.  H.  W.  Schmidt   2yb  ö. 

Die  Sammlung  berttcksichtigt  reichlich  und  vidseitig  das  Bedtrf*; 

niss  der  Anfänger  im  Studium  der  Intcgralrecbnuug  durch  zwock-l 

mässipe  Uebungsbeisj)iele  aus  allen  Zweigeu  derselben,  denen,  soweit 
es  erforderlich  scheint,  Anleitung  zur  Lösung  nebst  Resultat  beigefügt, 
und  die  allgemeinen  Grundsütze  und  Regeln  des  A'erfahrens,  jedesmal; 
nach  einer  Methode,  vorausgeschickt  sind.  Der  erste  Teil  bezieht 
sich  auf  unbestimmte  Integration,  erst  rationaler,  dann  irrationakT, 
dann  transcendenter  Ditterentiale  von  Functionen  einer  VariaWn, 
dann  vollstilndiger  Differentiale  von  Functionen  mehrerer  Variabelu, 
im  zweiten  Abschnitt  ausgedehnt  auf  elliptische  Integrale.  Der  zweite ' 
Teil  enthalt  einfache  bestimmte  Integrale,  uähernngsweise  Berecbnsiig 
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bestimmter  Intej?ralo,  Anweudun^  dor  Into;?ralrocljiiung  auf  Geometrie 
Düppel-  und  droitiiche  Integrale.  Dann  folgt  ein  Anhang  über  Inte- 
gration jjpwöhul icher  Differentialgh  iehungen  erster  und  höherer  Ord- 
iiang  uml  über  Variatinnsrcciiimng.  Nadi  Aussage  des  Herausgebers 
bst  die  ^:^iuiinilung  in  der  neuen  AuHage  eine  tiefgreifende  Uniwand- 
laoc  erfaiiren.  Siininitlichc  Beispiele  sind  neu  durchgerechnet  und 
dabei  eine  grosso  Zahl  von  Druckfehlern  früherer  Auflagen  berichtigt 
w(inl«  n.  liei  der  Bearbeitung  sind  die  Wcrko  voo  Freuet,  Todhunter, 
Öiileti  and  Stegroauu  benatzt  worden.  ü. 

Anfgaben  ans  der  darstellenden  Geometrie.  Von  Josef  Miko. 
letxky,  k.  k.  Professor  der  1.  ilcutschen  Staats-Oberrealscholc  in 
Pfcm.  Wien  1877.   Eduard  Holzel.   07  S. 

Das  YorUegendo  ist  ein  System  von  186  Aufgaben,  dorch  die 
i   Aaordoaiig  fttr  einen  zasammenhangcndea  Uebongscursas  eingerichtet, 
I  indem  sich  die  spätem  Anfgaben  häufig  auf  die  frahern  stfltzen.  Die 
i  Lösung  folgt  anmittelbar  nach  jeder  Aufgabe.  Die  Wahl  der  Data 
\  wendet  nur  in  geringem  Masse  Spedalinmng  an,  bleibt  vielmehr 
I  grösstenteils  im  unmittelbaren  Anscblnss  an  die  Theorie.  Der  erste 
ibsehnitt  betrÜR  Punkte,  Gerade  und  Ebenen,  der  zweite  Prisma  und 
Fjfnmide;  ron  ihnen  unterscheidet  sich  der  reichhaltigste,  dritte  nur 
dkdttieh,  dass  Kugel,  Kegel  und  Qylinder  teils  bei  der  Losung  in  An- 
wendung kommen,  teils  unter  den  Datis  auftreten.  IL 

XaUes  for  the  formation  of  logarithms  and  antUogarithms  to 
twenty-fonr  or  any  lew  number  of  places;  with  6X|danatory  intro- 
'  dtctwa  and  historical  prefince.  By  Peter  Gray,  F.  R.  A.  S.,  Hono- 
my  Sfembre  of  the  Institute  of  Actuaries;  and  author  of  „Tables 
ud  formnlae  for  the  computation  of  lifo  contingendes'S  „TaUes  for 
die  formation  of  logarithms  and  anti-logarithms  to  twelvo  plaoes*^ 
etc.  London  1876.  Charies  and  Edwin  Layton.  92  & 

Die  Logarithmen  sind  briggs'sche,  sämmüich  auf  21  Stellcu  an- 
gegeben. Voraus  geht  eine  Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  2  bis 
d  zur  Keduetion  der  Anfangsziffer  der  gegebenen  Zahl  auf  1.  Dann 
Ugt  eine  Tafel  Ober 

logd +0,001^11) 

in  5  Columnen  für  il  =  l,  2,  3,  4,  5  und  n  von  1  bis  999.  Die 
folg  fiiden  ('oluimien  werden  aus  der  5ten  entnommen  durch  Division 
mit  Kjuu.  Wie  mau  mit  Hülfe  eiucr  solcheu  Tafel  den  Logarithmus 
tiner  jeden  einzelneu  Zahl  und  diese  aus  jenem  berechnen  kann,  ist 
deoüich  und  bekannt  genug.  Besondere  Vorteile  sind  nicht  in  An- 
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Wendung  gebncht  Das  Ver&lircn  Ist  also,  und  das  macht  den  Unter- 
schied  andern  Tafeln  sa  gleichem  Zwecke  gegenftber  ans,  eio&ch, 
knastlos  nnd  gleichmftsng,  so  dass  es  sich  ohne  viel  UeberieguDg 
Oben  Iflssty  nnd  man  vor  principieUen  Fehlern  nicht  anf  der  Unt  xa 
sein  braneht  H. 


Tablcs  de  logarithmcs  >  12  d^males,  Jnaqn*  h,  43i  mittiardt, 
avcc  prenvos*  Par  A.  Namnr,  Socrötairo  do  l'£colc  Moyenno  de 
r£tat,  k  Tmin-snr-sambre.  Pr6cM6es  d'nne  introdnction  th^riqne 
et  d*nne  notioe  snr  Tnsage  des  tablcs.  Par  P.  Maas  Ion,  Profcssevr 
k  rUniversiti  de  Oand,  publikes  par  TAcad^mie  ruyale  de  Belgiqii& 
Bmxelles  1877.  F.  Hayez.  51  S. 

Die  Logarithmen  sind  briggs'sclic,  angegeben  niif  15  Stellen,  also 
mit  3  flberschUssigen.   Das  Princip  ist  eine  Verhindung  der  Inter- 
polation mit  der  Zerlegung  in  Ji^actoren.  £ino  Tafel  von  2  Seiten 
Umfang  giebt  zuerst  die  Logarithmen  für  ein  kleines  ZahleaintenrsQ 
unmittelbar  unterhalb  des  (mit  1 000  000  mnltiplicirten)  Moduls,  du 
Eutreo  zu  6  Stellen.  Die  6  flbrigen  Ziffern  der  12  stellig  gogebenn 
Zahl  sind  dann  mit  der  nebenstehenden  Logarithmeadilferenz  zu  nwiti- 
plidren.  Da  diese  DiiTetenz  hier  durchgangig  die  Aulangsziffem  100 
hat,  so  ist  die  Mutiplication  nie  mehr  als  drciziffrig.  Durch  wieder 
holte  Multtplieation  oder  Division  mit  wenigen  geeigneten  nnd  ftr 
leichte  Kechnuni^'  ausgewählten  Zahlen  Iftsst  sich  jetzt  das  kleine 
Intervall  zum  ganzen  erweitern,  und  iiiaii  braucht  wiederum  mir  eioicc 
kleine  Tafeln,  welche  die  Logaritlmu  n  du  sit  Zahk-n  geben.  IVi 
Aufsnchnng  des  Logarithmus  zur  gegebenen  Zalil  wird  man  die  Diviiiua  i 
wühlen,  so  dass  letztere  zu  multii)liriren  ist,  bei  der  inversen  Anf- 
gabe  die  Multiplicatiou.  Sucht  man  nun  vom  gefundenen  Logaritbm-'Ti ' 
wieder  die  Zahl,  oder  umgekehrt,  so  wird  im  all-^n  incinen  <Iie  Haupt- 
tafel  beidemal  ganz  ungleich  benutzt,  die  2  Kechnungen  sind  dann 
durchgängig  unabhängig  von  einander,  nnd  eine  bietet  immer  voll- 
stündige  Controlo  der  andern.   Der  Herausgeber  hat  den  Tafeln  cm 
theoretische  Begründung  und  eino  Gebraachserklarung  beigefügt. 

E 


Ilülfstafelu  für  barometrische  Hoheumcssungen  berechnet  nnl 
herausgegeben  von  Ludwig  Keumcyer,  Premierlieutcuant  tmü 
Sections-Chef  im  toi)ügrai)hischen  JUireau  des  kgl.  baycr.  ücuciui- 
Stabes.  Mttnchcn  1877.   Ii.  Oldenboarg.   194  S. 

Jede  der  2  zur  Höhenberechnung  erforderlichen  Tafeb  hst  I 
Entrees.  Die  erste  giebt  für  Jodes  Mittel  der  Barometerstände  «ss 
779^  bis  600»5  Millimeter,  aufgefohrt  als  ScUenabenchrUten  durd 
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alle  Millimeter,  uud  für  jede  Differenz  der  Barometerstäüde  von  0 
bis  2.')  durch  alle  Zehntel  Millimeter  die  Nullhöhe,  welehe  der  Vor- 
aossetzung  einer  Temperatur  von  0°  C.  entspricht,  die  zweite  für  jedo 
yoUhöhe  and  jede  Temperatursamme  die  Temperatarcorrection.  Die 
iif&bning  der  NoUhdhen  in  der  2.  Tafel  erspart  bloss  die  MultipU- 
otioa  denelben.  U. 


Tafeln  zur  Erleichteruug  der  Anwendung  der  Suninor'schen  Me- 
thode für  den  Seegebrauch.  Mit  Erläuterungen  von  Sir  William 
Thomson,  D.  C.  L.,  L.  L.  D.,  F.  R.  S.,  Professor  der  Naturwissen- 
•diaften  an  der  Universität  von  Glasgow  and  Mitglied  des  St  Peters- 
CoUcgiom  Cambridge.  Auf  Veranlassung  der  KaiserHclicn  Admiralität 
US  dem  Englischen  fibersetzt  und  durch  einige  vom  Verfasser  nacb- 
gefieferte  Znsfttze  erweiteet  Berlin  1877.  Emst  Siegfried  Mittler 
lad  Sohn.  Gr.  4«   21  S. 

Die  Sumner'sche  Methode  bestimmt  die  Position  eiues  Schiffes  zu 
bekannter  Zeit  aus  2  successivcn  Sonnenhöhen  als  Durchschnitt  der 
1*  Kreise  auf  der  Erde,  welche  den  constanten  Sonnenhöhen  ent- 
sprechen. Um  die  Zeichnung  zn  ersparen,  bat  der  Verfasser  eine 
Tafel  über  die  in  Betracht  kommende  Auflösung  spb&rischor  Dreiecke 
gfigeben,  dieselben  aber,  weil  sonst  die  Tafel  zu  gross  ausfallen  würde, 
ia  je  2  rechtwinklige  sphärische  Dreiecke  zerlegt.  Die  Tafel  steht 
Mf  9  Seiten;  Toraos  geht  die  theoretische  £rOrterang;  es  folgt  ihr 
&  GebranehseridArnng.  H. 
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I 

1 

1 
I 

'  Verlag  von  Modellen  für  den  hShercn  malh.  ünterrichL 

fiel  L.  Brill  in  Durmstadt  enohien  eoobcn : 

I    Math.  Gips-Modelle 

mod.  nich  den  im  math.  Institut  dor  k.  technischen  Hochschule  inlfÜDCheB 
unter  Leitung  der  Proff.  Dr.  Brill  und  Dr.  Kiein 
angefertigt on  Originalen. 
fioam  und  Al»g&Me  tob  J.  Kreit tmayr,  Formator  des  Kational- 

moseums  in  Münebon. 

Zweite  Serie. 

f  Drei  ModeDe  der  Knromer'sclieii  Fliehe  (16,  8^  4  Knotenpankte  reelL) 

r«  Fläche  3ter  Qrdn.  mit  4  roollen  eon.  Knotenpunkten  nobat  Hanpttangen- 
t^ncnr>'cn.  8)  Drei  Kotationsflächen  const.  mittl.  Krttraraung  nebst  geodät. 
Liuion.  9)  liotationsflächo  von  const.  negat  Krümmungsmass  (Kegel- 
T?piu)  nebet  geodät  u.  Asymptoten-Linien.  10)  Desgl.  (U>-uerboloid- 
Tjpitt)  mit  parallelen  geodät.  Liui*-n  u.  geodät.  Kreiaen.  11)  fiahncorve 
eines  schworen  Punktes  auf  einer  Kugel. 

Za  jeder  (j nippe  von  zosanunengehörigen  Kodellen  ist  ein  erläuternder 
Text  beigefügt, 

Preis  der  gnatm  Serie  180  Mark  ezeL  Emballage  n.  Tersendnngs- 

kosten. 

Mod.  u.  Prosp.  sind  durch  jede  Buchhandlung,  ferner  durch  Hrn.  Kreitt- 
iMyr  in  Mönchen,  sowie  direot  durch  die  Verlagsbuchhandlung  zu  beziehen. 


In  unserm  Verlag  ist  soeben  orschienen: 

Lehrbuch  der  Analysis 

voll 

Eruier  Bandx 

Grundlagen   der  Analysis* 

38  Bogen  gr.       Geh.  Preis  15  Mk. 


Dnrch  die  neueren  Fort;chritte  der  Analyaia  babon  auch  die  Elemonto 
fliMer  Wissenschaft  allmälig  tiefgreifende  Uragcstaltiingen  erlitten.  Die 
Grondbegrilfe  und  Beweise  haben  an  Schärfe  der  Fassung  gewonnen ;  vieles 
'bat  sieh  ▼errinflusht,  dagegen  hat  sieh  der  iJmfang  der  zom  Yerständniss 
der  modernen  Mathematik  und  namentlich  auch  ihrer  physikalischen  und 
technischen  Anwendungen  erforderlichen  Kenntnisse  bedeutend  erweitert. 
I>ie  mit  den  Anfangsgründen  sich  befassenden  Lehrbücher  haben  aber,  be- 
^ sonders  in  Deutschland,  entsprechende  Veränderungen  gar  nicht  oder  doch 
Bvbi  beschränktem  Maasse  erfiüiien;  die  Kluft  zwischen  ihren  Auffassungs- 
»eisen  nnd  denjenigen  Anschauungen,  welche  dem  Studenten  in  den  Vor- 
öigen  der  Universitäten  und  technischen  Hochsciiulen  jetzt  meist  ont/^e^'eu- 
treten«  ist  immer  grösser  geworden.  Um  diese  Kluft  auszufiLilcn,  musste  der 
Veriiuwr  im  vorliegenden  Buche  das  ganze  Gebäude  der  Analysis  ans  den 
Fundamenten  vor  dem  Leser  neu  errichten  und  durfte  bei  ihm  nichts  vor- 
aiissetzen,  als  diejenige  Gewandtheit  im  Gebrauch  der  mathematischen  Zei- 
<-bensprache,  welche  auch  ein  mittehoaässiger  ^Schulunterricht  immerhin  gibt. 

Der  zweite  Band  „Differential-  und  Integralrechnung",  womit  das  Werk 
abs^fissst,  ist  in  Torbereitung. 

Kai  Colp  &  SoM  (Fr.  W  in  Boe 
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Geometrische  Aufgaben 


zu  den 

Kubischen  Gloichun/roii ,  nebst  einem  Anlian;je  mit  Auf- 
^^aben  über  biquachatiselic  (jleieliiingen.    Kin  Supplennjot 
zu  jeder  iSamuilun^;  algebraischer  Aulgabou 

von 

Dr.  Emil  Lampe, 

FfoftMWr  Ml  d«r  LottisennUdtiaclien  G>>wprb<>ArhaIe  mad  M  d^r 
Köaij;!.  Kriogsakudt-iui«  zu  B«rlin. 

gr.       112  Seiten.  Geh.  Frei«  2  MarlL 
Verlag  von  H.  W.  MQIIef  in  Beriin. 
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XVIIL  Fortrflekfn  der  Bahnseheitel  einc8  FcndeU  ron  geringer  Elon- 
gfttion.  Mit  Bexognabme  auf  das  Foncanh'sche  Pen^l.  Von 
R.  Hoppe  M 

XIX.   Ertto  Sftlse  von  d^n  bestinuDleD  Inlegralea  mabliingig  wom 

Differentialbcgriff  entwickelt.  Von  R.Hoppe  S« 
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gegeben  sind,  in  welcher  m  eine  gante  potitire  Zahl 
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nl 


Von  6.  Dobinski 


OMtfewald.  f«4raehl  M  F.  W.  Kaalke. 
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Geometrisch 

KubiscluMi  ( n<'irliun«^eii 
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lulialts-Verzeichuiss 

des  iweiudsechsigstei  Teib. 


«MeUekte  ier  HMiMmitik  ob«  Physik. 

V.    Inediu  Coppernicana.   Aas  den  Handschriften  in 
Berlin,  Rwoeabarg,  UpsaU  nnd  Wien  heraoa* 

gegeben  Ton  Maximilian  Cnrtse   II.  119 
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Auf  Taf.  X.  muss  der  Parabclzweig  von  P  nach  rechts  oben  zwischen 
der  Tangente  und  dem  Kreisbogen  PK  liegen. 
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Der  Name  des  Verfassers  von  XXIL  ist  Mancke. 
litt  Ber.  CGXLYL 
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I. 


Die  Sturm'öchen  Functionen  zweiter  Gattung. 

Von 

Herrn  Dr.  Heinrich  Wendlandt 


Starm^)  bemerkt  am- Schiasse  seiner  in  der  Theorie  der  nnmeri- 

sdien  Glelchaugen  Epoche  machenden  Arbeit:  «^Memoire  sur  la  r^so- 
lation  des  ^quatious  nam^ques^'  im  Artikel  21 : 

„IL  existe  enoore  nn  antre  moyen  parttcolier  de  former  les 
fonodoos  amdliaires,  aassi  simple  qne  celni  qni  a  6t6  exposi 
n^  1.  Qnand  ou  a  denx  fonctions  eonsicatives,  Vn~\  et  Fn, 
on  peilt  fbrmer  fat  saivanto  f^fi,  en  divisant  Vn-i  par  r», 
aprte  «Toir  ordonn^  ces  polynomes  snivant  les  pnissaaces 
croissantes  de  an  lien  de  les  ordonncr  snivant  les  pnis- 
saaces ddcroissantes,  comme  on  a  contnme  de  le  faire.  La 
division  donnern  nn  qnotient  de  la  forme  p  +  qx,  et  nn  reste 
divisible  par  ar*;  cn  changeant  les  signes  de  tons  les  termes  de 
ce  roste,  et  le  divisant  par  x-,  ou  aura  la  fonctiüu  Thii,  qui 
est  ainsi  liee  avec  "Vh-i  et  )»  par  la  relation 

Ainsi,  pour  obteuir  Inji,  on  i)cut  effectucr  la  division  de 
Vu-i  par  y'n  de  deux  maui^rcs  differcntcs  en  ordonuant  cos 
polynomes  suivant  les  puissances  decroissantes  de  r,  ou  suivant 
les  puissances  croissantes.  La  combinaisou  de  ces  deux  pro- 
cedes  donne  plusieurs  systemes  de  fonctions  auxiliaires  egale- 
ment  propres  s\  la  resolution  de  l'equation  1'=  ();  et  de  la 
r6sultent  aussi  plusieurs  systemes  de  quantites  dependautes  des 
coefticients  de  cette  6quation,  dout  les  signes  font  connaitre  le 
nomhre  de  ses  racines  reelles.*' 
milhl  1 
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Die  Zalil  der  liior  von  Sturm  anf^edeutoton  Ikilieii  seiner  Hulfv 
fiinctiouen  ist  2'  -^  wenn  die  Gleicliuug  r=  0  r  von  oinaiulit  \ir- 
schiedeiie  Wur/.eln  besitzt.  Zwei  dieser  Keste-Ileihcu  iielinu'n  ein" 
ausgezeichucte  Stellung  ein;  inaii  tindat  die  eiue  derselben,  wenuiiun 
stets  Divisor  und  Dividend  nach  falloudcn  Potenzen  schreibt,  (öe 
andere,  wenn  nuui  stets  von  den  iiacli  aufsteigenden  Potenzen g^ 
ordneten  Functionen  ausgeht 

Ks  liegen  über  jene  ersten  Ilülfslunctiunen,  die  man  vorzdirliih 
die  „Sturni'schen  Functionen'*  nennt,  zahlreiche  durch  Eleganz  iril 
Reichtum  der  Darstellungsweisen  so  interessante,  wie  lehrreiilu' Unti-r- 
suchungen  vor,  welche  Herr  Hattendorf -)  zum  weitaus  prüssten  Teile 
in  seiner  Monographie  der  Sturm'schen  Functionen  zu  linoiii  ab- 
gerundeten Ganzen  vereinigt  und  zugleich  von  der  beschriiukiüdra 
Veraussetzung  befreit  hat,  doss  sümmtliche  Wurzeln  der  Gleichiutf 

0  ungleich  seien. 

Die  Uebertragung  dieser  Untersuchungen  auf  die  andere  benw^ 
kenswertc  Reihe  der  Sturm'schen  Hültsfunctionen  soll  den  Gegcnsttti 
der  vorliegenden  Arbeit  bikli'U.  Ich  nenne  diese  Functionen  z»* 
UntcrM'liiede  von  den  gebriiuchlichen  Sturm'srheu  Functionen  dia 
„Stui lu'schen  Fumtiunen  zweiter  Gattung.**  Herr  Professor  Stern 
hat  gezeigt,  dass  mit  ihrer  Hülfe  —  da  sie  allein  sich  auch  für  twns« 
cendente  Gleichungen  aufstellen  lassen  —  der  Sturm'sehe  Satz  an 
transcendciitc  Gleichungen  erweitert  werden  kann.  Diese  Eigenstliä^ 
verleiht  den  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung  gleiches  Bün:er 
recht  mit  den  gewöhnlichen  Sturm'schen  Functionen,  trotzdem  m 
„bei  BcrQcksichtiguttg  nur  der  algebraischen  Gleichungen  sdnreriid 
denselben  vorzuziehen  sein  möchten/' 

• 

Litteratur: 

1)  Sturm:  „Memoire  sur  la  resolution  des  ^uationa  num^ri^MT 
(Memoires  pr^scnt^  par  divers  savants  ü  l'Acad^inic  Kojik  4M 
Sciences.  T.  6.  pag.  317.) 

2)  Hattendorf:  „lieber  die  Sturm'schen  Functionen.  Gdttii0EI 
1862. 

1874  zweite  Auflage.  Hannover  1874. 

3)  Stern:  „Ucber  die  Anwenduug  der  Sturm'schen  Metbodo  ad 
transccndeute  Gleichungeu^'  (Grelle,  Journal  Bd.  33.  pag.  3ü3.) 
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El  sei 

ma  ganze  Function  mteu  Grades  von  a*,  und     sei  =  1,  so  dass  auch 

■t,  wenn  mit  r,,  Xj,  ...  3*1«  die  m  Wurzeln  von  /*(ar)«>0  bezeichnet 
Verden.  Es  soll  fenier  der  Coefficient  von  a^,  als  von  Nnll  vcr- 
KUedcn  vorausgesetzt  werden,  damit  die  Gonstante  &o  DiiToren- 
tialqaötieiiten  von  F(as) 

ist   Beide  Functionen,  F{x)  wie  seicu  nach  steigeu- 

iea  Potenzen  von  x  geordnet 

Die  Stnrm'schen  Functionen  zweiter  Gattung 

(2)  F(m),  F'{x),  /i(a-),  ...  F,.-i(x),  iv{;r) 

md  dann  durch  das  folgende  System  von  Gleichungen  bestimmt: 

F\x)^q^.F^x)--xKF^(x), 

(3)  -  «i  K*)  FJix), 


Man  dividiro  durch  F'{x)^  bis  der  Quotient  4|j  eine  lineare 
Finction  von  x  wird;  der  verbleibende  Kest  stellt,  wenn  man  noch 
468  allen  GUedcm  gemeinsamen  Factor  ab'  absondert  and  das  Yor- 
leicbea  wechselt,  die  Stnrm'sche  Function  zweiter  Gattung  FJix)  dar. 
Biese  ist  also  eine  ganze  Function  (m— 2)ten  Grades.  Allgemein 
giebt  die  Division  Fn.i(x)  durch  F,^x}  den  in  x  linearen  Quotienten 
f»  «»+  /^N«  nnd  oinen  Best,  der  sich  von  der  Hfllfiifunction  Fh^\{x) 
nar  durch  den  Factor  —  unterscheidet 

Es  ist  bei  Aufstellung  des  Algorithmus  (3)  stillschweigend  vor* 
•a^eietst,  dass  bei  sftmmtlichen  Besten  die  Goeffidenten  der  höchsten 
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Potenzen  von  x  vnd  die  constanten  Glieder  von  Kall  Terschieden  siii 

Bei  dieser  Annahme  —  an  der  im  folgonilon  festgehalten  werden  soll 

—  ist  jeder  Quotient  q  nur  eiuc  liiieaie  l'uuction  von  uud  in  der 
Reihe  (2)  der  Stunn'sclR'ii  Fuuetiuneii  zweiter  (rattuii^'  ist  jedf  Func- 
tion im  Grade  um  1  niedriger,  als  die  unmittelbar  Nürüergehende  uü«i 
um  1  hoher,  als  die  uu mittelbar  folgende. 

Die  Beihe  der  Fanetionen  ist  ToUzfthlig,  das  beisst,  ihre  AuaU 
ist  r+ 1,  nnd  daher  ist  die  letzte  F^x\  der  grOsste  gemeinsame  Teiler 
Ton  F{x)  nnd  F'{x)^  vom  Grade  m^r,  also,  wenn  r  =  «»  ist,  etoe 
von  «  nnabhängige  Constante. 

Hat  die  Gleichung  F{x)  =  0  nnr  nngleicho  Wurzeln,  so  ist  Fi(i) 
eine  von  Noll  verschiedene  Ck)n8tantc,  also  r  =  m.  Die  Fanetiooet 
(2)  besitzen  dann  folgende,  allgemein  die  Storm'schen  Fonctioiiai 
charakterisirenden  Eigenscbsiten. 

1)  Es  könueu  nicht  für  denselben  Wert  von  x  zwei  unmittelbar 
folgende  Functionen  verschwinden-,  denn  sonst  müssten  alle  andereo 
Functionen,  auch  F{x)  uud  F'{x)^  für  dasselbe  x  zu  Null  worden, 
was  der  Voraussetzang,  dass  F{x)  »  0  nur  ungleiche  Wurzeln  habe» 
widerspricht 

2)  Wird  eine  der  mittleren  Functionen,  etwa  /;(.r)  =  0,  seist; 
nach  (3)  für  diesen  Wert  von  x:  Fn-i(x)  — — ^-7;,  die  cin- 
schlicssendeu  Functionen  haben  also  entgegengesetztes  Vorzeichen. 
Da  nun  stets  ein  und  nur  ein  Zeichenwechsel  entsteht,  einerlei  ob -f 
oder  —  zwischen  zwei  entgegengesetzten  Zeichen  eingeschaltet  wini,i 
80  ändert  sich  die  Zahl  der  Zeiclienwechsel  uud  der  Zeichenfolgen  h 
der  Zeichenreihe  der  Fuuctionen  (2)  nicht,  wenn  x  stetig  wachsend 
einen  Wort  passirt,  für  den  eine  oder  auch  mehrere  der  mittierai: 
Functionen  verschwindon. 

I 

3)  Ist  endlich  xk  eiuc  Wurzel  der  Gleichung  F{x)  =0,  so  ist^ 

F(rk  —  <r) 

fflr  hinreichend  Ideino  Werte  von  «  der  Quotient  y.^^^^^^j  negsti«« 
der  QnoUent  positiv. 

Der  allgemeinere  Fall,  dass  die  Gleichung  F{x)  —  0  auch  glakki 
Wurzeln  habe,  Iftsst  sich  hiemach  leicht  erledigen.  Sind  nSmlidi  ii 
Wurzeln  orr-fi,  o-r+s,  «rm  irgend  welche  Wiederholungen  der  asM^ 
einander  verschiedenen  Wurzeln  ar^,  ...  rr,  so  besitzen  F{x)  ui 
F\x)  und  also  auch  alle  übrigen  Functionen  F^fx),  F^(x\  ...  Ft(*]  < 

den  gemeinsamen  Factor  (^"^ä^)  "  (^""ä^J*  1 

wir  setzen  können  1 
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F(z)  -  ( 

flfr+2/      \  XmJ 

FM  -  ( 

1 .  3r,(«) 

/K«)=(i--'.)(i-^,)-(i-,^).r.(x). 

j  R<'  jetzt  unter  T,  (s)  eine  Coiistante  zu  verstehen  ist.    Die  Fuuctioueu 
'  7*  «iiiil  durch  dasselbe  System  von  Gleichuugen  (3)  verbunden ,  wie 
ilk  /;  und  daher  haben  sie  auch  die  in  den  Sätzen  1)  und  2)  aus- 
gesprochenen Kigtiiisciiaitcn.   Ist  ferner  xt  eine    fache  Wurzel  von 

fU)  =  0,  also  etwa       =  U— ^p^j  /(^)»     ß'^det  nun 
T(xk     a)  i  a)  T « 


/'(«±«) 

T 

;  Diese  Gloichnng  zeigt  endlich,  dass  anch  „7  negativ  fftra^n-« 
^lO'i  positiv  für  x  »  n-j-«  ist,  wenn  man  «  hinreichend  kleine  Werte 

(     Die  Zoiclienreilie  der  Functionen  /•'.        /\,  ...  F,  stimmt  aber  in 
der  Zald  der  Zeiclienwechsel  und  Zeichenfolgen  ndt  der  der  Func- 
itioncn  7;  7',,  7'^  ...  7V  übcrcin,  da  der  gemcinschaftlicho  Factor 

die  Zeichen  nicht  Ändert,  wenn  er  positiv  ist, 

^  alle  in  die  entgegengesetzten  verwandelt,  wenn  er  negativ  ist.  Wir 
,lö>uQeu  uns  daher  stets  au  die  Zeichenreihe  der  Functionen  F,  F\ 
fi  ■■  Fr  halten,  einerlei  ob  di(?  Gleichung  F{x)  =•  0  nur  ungleiche 
SdiT  auch  mehrfache  Wurzeln  besitzt 

£s  crgicbt  sich  uläu  allgemein  dies  Besultat: 

„Die  Zeichenreibe  der  Stnrm'schen  Fonctionen  zwdter  Gattung 
^ff.».  Fr  verliert  stets  dann  und  nur  dann  einen  Zeicbenwechse], 


weon  die  Variabio  von  kleineren  zu  grösseren  Werten  Uberseboi 
einen  Wnrzelwert  der  Gleicbnng  F{x)  —  0  passirt^  ' 

and  als  ciue  eiufacho  Folge  desselben  der  Stnrm'sche  Satz: 

JS»  liegen  so  viele  verschiedene  Worzeln  der  Gleichung  F{x)=Q 
zwischen  den  reellen  Grenzen  a  und  i  («  <^  als  die  Zeichenreibe 
der  Sturm*8cheu  Functionen  zweiter  Gattung  für  j:=b  Zeichenwecii&d 
weniger  enthält,  denn  für  x  =  a." 

Für  (U  n  Fall,  dass  die  Gli-ichung  F(x)  =  0  gleiche  Wurzeln  k-l 
sitzt,  bleibt  noch  zu  ermitteln, 


>ln,  wie  vielfach  eine  an^efundene  Warzdj 
ir  T(x)  -  (l  -  l)t{x)  und  ^^^ns) 


derselben  n  ist  Sdtzon  wur  T(x)  «*  ( 1  —    )... .  ^« 

\     w '  '  dx 

so  ist 


T(x) 


(-1) 


Man  divtdirc  diesen  Wert  von  j~  dorch  den  oben  ormitteltett  Wo^ 


TU) 

von        j  es  wird 


rix) 


also 


n^X     n)  f(ß) 


Um  die  Zahl  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)=0; 
übeitanpt  zu  bestimmen,  mass  man  die  Zeichenreihen  für  a^  =  4^x, 
wldx^-c/>  bilden;  in  diesen  beiden  Zoiclionrcihen  haben  aber  tüei 
Functionen  dasselbe  Zoidiei.,  >v..lche  mit  einer  geraden,  die  dsLS  oDt- 
gegengesctzte  Zeichen,  welche  mit  einer  ungeradeu  Potenz  von  «  be- 
ginnen. 

Im  vorliegenden  FaUo  ist  die  Zahl  der  Funoti  iu  u  /;  /  ,  F, .  . 

wPi^     !i:    i:.*^''  abweehseliid  gerade  und  ungerade;  daLer 

weroen  die  Functionen  abwechselnd  ihr  Zeichen  behalten  und  >er- 

wec^'  •  ^^'■'^■^''''^■^»Ji^f^  i"  (-      ents|.richt  ein  Zeichen- 

(4.m\'^r'^t!^^^  u.\ngekehrt.    Enthält  nun  die  Zeichenmhe 

zLh    •  -^nithin  7»  -  i  Zeichen fol tren ,  so  bietet  die 

^iewuiemeihe  (-x)  ZeichettHQQhs^l  und  i  Zeichenfolgen,  dair 
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ßlddiiiiig  Fix)  0  hat  m— 2t  reelle  und  2>  complexe  vcrscliic- 
:iEie  Wurzeln.  So  ergicbt  rieh  der  Satz: 

„Die  Gleichung  /•  (j)      0  hat  soviel  verschietlone  Paare  cora- 
|teier  Worzelu,  als  die  Keihe  der  letzten  Cocfticieuteu  der  Sturm- 
FoDCtionea  zweiter  Gattung  Zeichenwochsel  entbftlt/* 

id  als  eiüfaclic  Folgen  desselben  die  weitereu  Sätze: 

1)  ..INe  Reihe  der  letzten  Goeflicienten  den  Sturm'schen  Func- 

r 

&CU  zweiter  Gattung  kann  hiicbstcns  ^  Zeiclienwech$d  haben/' 


2)  „Die  Gleichung  F(x)  0  hat  nur  reelle  Wur/eln,  wenn  die 
'kiziau  Coefticienton  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattuog 
l^tücU  positiv  sind.'^ 

Die  erste  und  zweite  der  oben  von  den  Functionen  Fh(x)  nach* 
m  Eigenschaften  bestehen  noch  fort,  wenn  statt  F'(x)  als 
tcr  Divisor  irgend  eine  ganze  Function  (m  — l)ten  Grades  F^(x) 
fm*ndet  wird;  es  ist  nur  vorauszusetzen,  dass  F^(j)  mit  F{j)  keinen 
K'iiisaiju  11  Factor  ]ial)c,  wenn  alle  Wurzeln  von  F(:r)  ^  0  ungleich 
ämi,  —  dass  der  grosste  gemeinsame  Factor  von  F^ix)  und  F{sc)  aber 

I-,  ...a-w  Wiederholungen  der  von  einander  verschiedenen  Wurzeln 
jfj.  ...  sTr  siml.  Stimmt  ausserdem  für  alle  reellen  Wurzelwerto 
ttn  F{x)  =  0  F^ix)  mit  F'(x)  im  Vorzeichen  überein,  so  besitzen  F 
"1  ^1  auch  die  in  3.  angegebene  Eigenschaft,  und  es  bleibt  daher 
<Iio  ans  F  and  F^  abgeleiteten  Sturm'schen  Functionen  zweiter 
der  Stnrm'scbe  Satz  gültig^). 

Die  wirkliche  Ilorstellung  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter 
CatiuDg  durch  wiederholte  Division  nach  dem  Schema  (3)  würde  -^ehr 
fiiüW'lig  sein.  Man  bedient  sich  zweckmässiger  folgenden  einfachen 
^♦■rfahrens  ,  welches  Herr  Prof.  Stern  in  seimT  Vorlesung  „Die 
jlbcorio  der  Dumerischen  Gleichungen*'  zu  entwickeln  pflegt 

=  aoo  +  «oi-^  +  ^o2*'+  ••  und 
^  wird  der  Quotient 

«10  "lO 

»od es  kann,  wie  eiue  leichte  Kechnung  zeigt,  F.^{jr)  iu  die  Form') 
P^5MJtzt  werden 


I 
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'«00 


«00  0 

«10 

«t)0 

0 

«Ol  «10 

«11 

«Ol 

«JO 

«n 

«OS  «11 

«It 

«03 

«1* 

«10 


+  «10  <'n 


«Ol  «10  «11 
0^  Ol«»-!  0  I 


Das  Yoneiclieii  von  /f(«),  welches  ans  aUein  interessiri,  niid 
durch  den  allen  Goeffidenten  gemdnsamon,  wesentlich  positiven  Factor 

~  nicht  bociuüusst;  wir  dürfen  ihn  daher  nnterdracken  und  ffir 
Ft{x)  schreiben 


F^{x)  =  i 
0,1 


0 


10 


00 


0ON  I  2  «iNf  1  «inf  2 


"10  «11 


oder 


/•i(x)  -»     ^l(«oo«io)  «iH+a+(«oi«io— aoQ«ii)-«iHH+(— «lo*)-«©»!*!*"» 

eiw~3 

also,  wenn  mit  .4,      C  dio  Grdssen  bezeichnet  werden 

^     aoi  «10  —  «00  «11$' 

(6)  F,(a;)  =  i  M.a^nf3+J5.ai»4.i  +  C.ii^fa|ap». 

0»! 


Diese  Glcichuug  gicbt  die  Regel  für  die  BilduDg  der  CoefficMti 
voü  F^{x)  an: 

„Man  erhftit  «den  Goeffidenten  von  ob»  der  8tnrm*schen  Fnctfaia 
zweiter  Gattung  Ff(x)j  wenn  man  die  Grossen  B  nnd  C  beniest- 
Udi  mit  a^N^s,  a^n+i  nnd  oow-i-s  moltiiplieirt  nnd  die  Summe  dieoer 
Prodncte  bildet'' 

Es  werde  danach 

F^(x)  =     +  «ti '  4"  «w    4~  •••  4"  «a»» -3  «"*~* 

gesetzt,  so  eigiebt  sich  ganz  ebenso,  wie  in  Gleichung  (5)  F^t)  är* 
gestellt  wird,  dass 

0,1  ' 

zu  setzen  ist,  wenn 
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C  V 

ut  Es  mag  dies  genflgen,  um  das  aUgemeine  Schema  zu  veranschaii- 

•  iidiea,  Dach  welchem  die  Coeffidenten  aUer  Stonn'schon  Functionen 
imiter  Galtang  ans  den  hekannten  €k>efficienten  Ton  F{x)  nnd  F^ix) 

[  lUda  durch  die  Operationen  des  Mnltiplidrens  ond  Addirens  gefanden 
,  forden. 

Litteratar: 

1)  Dio  in  der  Einleitung  pag.  41.  angeftthrte  Abhandlang  von 
I  Stnrm  enthilt  alle  voratehenden  Sätze,  bezogen  aof  die  ,,8tann'8chcn 
,  Fonctionen.** 

2)  vergl.  Leesekamp  „Ueber  die  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
!  cbimgen  mit  complcxcu  Wurzeln."   GOttingcn  1867.   Der  Verfasser 

erwähnt  weder  bei  diesem  Verfahren,  noch  in  den  §§  4—7,  8  erste 
Hälfte  und  U— 11,  dass  der  Inhalt  derselben  der  erwähnten  Vorlesung 
des  Herrn  Prof.  Stern  entnommen  ist 

Ein  anderes  Verfahren  für  die  praktische  Berechnung  schlägt 

*  HeQermann  vor:  „Ueber  die  Beste,  welche  bei  der  Anwendung  des 
Storm'schen  Satzes  vorkommen.*^  (Grelle.  Bd.  43.  pag.  43.  1852.). 
Ke  AUeitnng  dieser  Methode  ist  sehr  umständlich,  und  sie  selbst 
dirfte  in  der  leichten  Handhabung  wohl  kaum  die  oben  mitgeteilto 
Methode  abertreffen. 

3)  Diese  Form  des  Restes  giebt  auch  Sylvester:  „On  a  Theory 
,  of  tbe  ßyzygetic  relations  of  two  rational  integral  functions^^  (Phiio- 

topMcal  Tranaactions  of  the  Royal  Society  of  London.  June  1853.) 
in  arL  3.  pag.  418. 

Ich  bemerke  hier  ein  für  allemal,  dass  die  litterarischen  Nach- 
^'isc  sich  stets  auf  die  entsprechenden  Untersuchungen  über  dio 
»bturm'scheu  Functionen''  beziehen. 

Es  soll  an  der  Annahme  festgehalten  werden,  dass  die  Wurzeln 
Ii  'r-i^s,  ~.  xm  Irgend  welche  Wiederholungen  der  unter  einander 
verschiedenen  Wurzeln  X|,  x^  .»xr  bilden;  der  besondere  Fall,  dass 
fU)  nur  uni^eiche  Wurzeln  besitzt,  leitet  sidi  hieraus  ab,  wenn  man 
'    M  setzt  Wut  wählen  zum  ersten  Divisor 


L.\-ju.^cii  by  Google 


und  ver8tehen>)miter  T^iu:)  einstweUen  eine  beliebige  ganze  Fancüoi 
(r— Dten  Grades,  die  jedocb  mit  F(x)  keinen  gemeinsamen  FacHc 

habeu  darl. 

Das  System  (3)  gicbt  diese  Gleichungen 

F(xl  _ 

f\U)  _    _  ^* 

/>(»)  ~  (W\ 


Fr-2(x)  _  _ 

\  ) 

ans  denen  sich  der  Stnrm*8che  Kcttcubrucb  z^vciter  Gattuug  zasam- 
mensetzt 

F(x)       T(x)  _         ^2  g 

'  .  ff     (r  ^  «), 

oder  mit  Znhfllfeoahme  der  Stcm'schen  Bezeichnnngswoiae  0 

/'fr)        T(x)  . 
F,{.)  =  TM 

Zugleich  siebt  mau,  dass 
und  folglich 

(7)  =  5i9r-,  =  2V  ^  '"♦^*«'» 

ist  Es  besteht  aber  allgemein  die  Relation  qnq^  =  a^'i«  und  daher 
folgt  aus  (7) 

3P  7-,  r„  7V-1 
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Dleie  OlcichongCD  «eigen,  dass  die  Verhältnisse  der  bei  der  Knt- 
wkUnog  des  Ketteubruchs  /(q^  qr)  aufü*etendcn  Keste  zu  dem  letzten 
nnter  ihnen  d.  i.  der  Functionen  —7\  —7',,  — ...  —Tr  zu  der 
loDjtaiitea  —  T,  gleich  sin«l  den  ZühkTu  der  Näherungswerte  vou 
'(^rflt))  diese  in  umgekehrter  Folge  genommen. 

Die  Division  durch  did  Ck)iutante  T,  beeinflusst  die  Z&hl  der 
Zeicheowechsel  und  Zeichenfolgeii  in  der  Zeicfaenreihe'ton  7,  7|,  TV, 
Tr  niebt,  daher  der  Satz 

1)  „I^ie  Zähler  der  Nähemngfwerte  Ton /(^rgi):  {r^j;  qr<b\»* 
Mr-i]  qr,  Ii  sind  der  Beihe  r,  Tj,  Tf,...  also  nach  §  1.  auch 
der  Reihe  /*,  /j,  F^^ ...  F,  fiqniTalent,  d.  h.  beide  weisen  für  denselben 
reellen  Wert  von  x  die  gleiche  Zahl  von  Zeichenwechseln  auf.'* 

Die  (Oofticienteu  rr„,  ß,t  des  Quotienten  nehmen  um  so  com- 
plicirtere  Werte  an,  jo  grösser  n  wird;  es  ist  deshalb  für  die  j)rnk- 
tischo  lierechnuug  von  Bedeutung,  dass  der  so  eben  für  die  Zähler 
der  Näherungswerte  von  /(qrqx)  bewiesene  Satz  auch  für  die  Zähler 
der  Näherungswerte  von  /(qiQr)  gültig  ist  Man  sieht  zunächst  aus 
dcD  Gleichungen,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  den  Zikhiern 
der  MAhemngswerte  von  /(^9r)  ausdrücken, 


^1  qr^qr»  q\  ^r— 1 — «*•  <|i  ^ r  -2, 

da-s  die  erste  und  zweite  der  für  Sturm'sche  Functionen  charakteri- 
stischen Eigenschaften  auch  von  der  Functionenreihc 

(/!</'  ;  'is'ir;  ...  ii^ji  qt\  1 

gelten.  Ferner  hat  die  Gleichung  5i«r  —  0  dieselben  Wurzeln  wie 
F{z) «  0,  da  beide  Functionen  q^qr  ^(^)  ^^^^^  Gleichung  (7) 
m  durch  den  constanten  Factor. 3V  unterscheiden,  und  endUch  ist 
is  Folge  der  Relation 

auch 

Diese  Gleichung  zeigt  aber,  dftss  das  Product  </i(/i-i.gi'ir  und  somit 
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aoch  der  Quotient  in  der  Nähe  eines  Wnizelwertes  m 

F 

9i9r «  0  (oder       0)  im  Yorzoichen  mit      ttbcreinstimmt  (Der 

Wurzelwort  o:  =-  0  ist  durch  die  Yoraussctzungeu  im  §  1.  ausgc- 
scblosseu). 

Wir  erlmlten  hiernach  den  Sats: 

2)  ,,Dic  Zoiohenroiho  der  Functionen  r/iv» ;  «/i7r-i;  ...  fhni\  '/r,  1 
ist  der  Zcichcureihc  der  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattosg 
I\         Fr  äquivalent.'' 

)Iat  also  für  alle  reellen  Wurzelwertc  von  F(jt)  «  0  mit 

F'^x)  gleiches  A'orzeichen ,  so  gilt  vou  den  Zähleru  der  Näherungs- 
werte des  Ketteubruchs  fi<iiqr)i 

(9)  Ij    qt\    «igt;  ...fl|«r 

der  Sturm'sche  Satz^). 

Aus  Satz  1)  und  2)  zieht  man  mit  Sylvester ')  den  intercssantoi 
Schluss,  dass  die  Zähler  der  Näherungswerte  von/iq^qr)  und  jiu.'h) 
äquivalente  Zeichenreihen  liefern. 

Für  die  Zeichenroihe  ««4-00  kommt  nur  das  Glied,  welches 
die  höchste  Potenz  von  x  enthält,  in  Betracht.  Der  Coeffident  des* 
selben  in  919»  ist  gleich  dem  Zähler  des  Ketteubruchs 

Pa —  •  1 

•  

"Pn 

und  wird  daher  nach  dieser  Begel  gefunden:  ^Man  lasse  ans  dem 
Producte  ßi-ß^. ßs  ...  ßn  irgend  ein  Paar  oder  eine  Anzahl  Paare  sif 

einander  folgender  Grössen  ßi.ßi-n  fort  und  bilde  die  Summe  der  so 
erhaltenen  Glieder,  nachdem  man  diejenigen  mit  negativem  Zeichen 
versehen  hat,  welche  durch  Weglassuug  einer  uugradeu  Zahl  von 
Paaren  ßi.ßi^i  eutstandcu  sind.*' 

Diesdbe  Summe  von  Gliedern  wird  aber  auch  durch  dJi»  Met- 
minante 

1  0  0  ...  0 

1  ßf  1  0  ...  0 

0  1  /^o  1  ...  0 

0  0  1  /I4  ...  0 


0  0  0  0»,pm 
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„Die  Gleich urg  F{x)  =  0  besitzt  so  viele  verschiedene  Paare 
complexer  Wurzeln,  als  in  der  Beihe  der  Derminanton 


1;  A;  \ßx  1' 
11  Ai 


ßi  1  0  ;  ...  ß,  1 
1  /?.  1 

0  1  A 


0  ...  0 
1  1  ...  0 
0   1       ...  0 


ZeiebeowechBel  vorfcommen.** 


10  0   0  ... 


Da  diese  Ausdrücke  für  die  höchsten  Coefticientiii  weit  com- 
piicirter  sind,  als  bei  dem  gewöhnlichen  Sturm'scheu  Kettenbruch 

,  so  kann  die  merkwflrdigc  Tatsache  3),  dass  höchstens 

die  Hslfte  der  Coefficienten  A»  A»  •»  A  negativ  sein  kann,  fftr  den 
Stam'schen  Kettenbmch  zweiter  Gattung  nicht  gefolgert  werden. 

Iiier  ist  die  Zcicbciireihe  x  0  die  einfachere;  fttr  x  =-  0  rcdu- 
(lacirt  sich  q^q»  auf  die  Constante  cr^.tff ...  «m.  Die  Zeichenreiho 
{x  =  0)  ist  daher  die  der  Producte 


1;   Äj-,   «fi.flf^;  «lOfsOfa; 


sie  enthält  also  eben  so  viele  Zeichen  Wechsel,  als  unter  den  Coeffi- 
eieoten 

1,     «1,     A]!,     «3,  ...  Of 

i^gative  Torkommen,  eben  so  viele  Zeichenfolgen«  als  positive. 

Dieselben  Erwägungen,  durch  welche  man  die  Regel  des  Cartcsius 
als  eine  Fol^^e  des  Fourier'schen  Satzes  erweist,  führen  bei  dem 
Stürmischen  Satze  zu  dem  entsprechendem  Jb^gobnisse: 

„Es  hat  die  Gleichung  F{j:)  =-=  0  höchstens  so  viele  verschiedene 
reelle  i>ositivc  Wurzeln,  als  Zeichenwechsel  und  höchstens  so  viele 
verschiedene  reelle  negative  Wurzeln,  als  Zeichcnfulgen  in  der  Keihe 
*itT  coüstauteu  Glieder  der  Sturm'scheu  Functionen  zweiter  Gattung 
und  der  diesen  äc^uivalenten  Functionen  auftreten.^^ 

Insbesondere  ist  also  die  ZaU  der  verschiedenen  positiven  Wur- 
zeln von  F{x)  nicht  grosser,  als  die  der  negativen  Grössen,  die  Zahl 
der  verschiedenen  negativen  Wurzeln  nicht  grösser,  als  die  der  posi- 
tiven Grössen  in  der  Reibe  1,  o,,  «^i  ''a» 

Die  Fonctionen  ...  Fr  lassen  sich  sämmtlich  durch  F  nnd 

F,  und  die  Nfthenuigswerte  des  Stürmischen  Kettenbmchs  zweiter 
Gattung  aosdraeken     SubBtiUdrt  man  in  die  Gleichung 
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I 

'in .  Qi  qn-i  —  Qi  (Zm  •  qi  qu  -i  —  —  y, 

TT  \ 
für  q^qn  uod  (j^qu  aus  (7)  die  Werte       und  y^  so  erhält  man  die 

GleicboDg 

(10»)  —  ri(dr).9ig^-i  -  7(x).9a9«.i 

oder 

Ehe  wir  zu  dou  weiteren  Untersuchungen  übergehen,  welche  sick 
an  (iie  Funtlameutalformel  (10)  anschliessen,  soll  noch  gezeifjt  werdou, 
welche  Moditicatioaeu  die  aufgestellten  Sätze  erleiden,  weuu  bei  der  \ 

F(r) 

Kettenbrochcntwicklang  von  y  -j  jeder  Rest  mit  nnverftiidertem 

Zeichen  genommen  wird').  Die  Gleichungen  (3)  werden  d^nn  darch 
folgende  ersetzt 


Rr-l  QrJlr 


Die  QQOtienten  Q  sind  wieder  lineare  Functionen  von  x,  und  allgemeifl 
ist  der  Best  Jtu  vom  Grade  r— «.  Yerglcicht  man  dies  neue  SystMij 
von  Gleichnngen  mit  dem  frflhcren  (3),  so  cfgeben  sich  die  Beaehnnm 


allgemein 


 Ft 

<Zi — Qi; 

 -P, 

=-  +  F,  ' 

— 

(-i)"-».g„i 

F(x) 


Eutwickflt  man  also  ^,-\  '^^"^  gcwüliulichen  Wege  in  eiiei 
Kettenbrnch 
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nod  bczeichuet  die  auftreteiulen  Reste  mit  JL,  11^  ...  Ä«,  so  erhält 
BüD  die  Stonn'sche  Function  zweiter  Gattuog  Fm{x)^  wean  mau  dou 

Rost  Ru  mit  (—1)  *  —  den  Sturm'schen  Tcilucnner  zweiter  Gat- 
tung     wenn  maa  Qm  mit  (— 1)*'  multiplicirt. 

Wir  ballen  «nt  im  Folgonden  an  den  Stnnn'schon  Kettenbmch 
xweiter  Qattnng. 

Litteratar. 

1)  vergl.  Stern  „Tbeorio  der  Kcttcubrüche"  (Grelle  Bd.  10.  1833. 
pag.  1  flf.);  in  den  ^§  3,  4.  G,  H  und  9  findet  mau  die  weiterhin  bo- 
QBUtCQ  Kelatioueu,  welche  fUr  deu  allgemeinen  Kettenbmch 

gelten, 

2)  Sturm:  ,,Demoustratiüu  d'un  Tb^or^me  d'alg^bre  de  M.  Syl- 
\eäter''  (LioaviUo:  Journal.  T.  7.  pag.  356). 

3)  SylTOster:  „On  a  remarkable  Hodification  of  Stnrm's  Theo- 
rem*' (Phflosophical  Hagazino  Jane  1863.  pag.  446.  July  1853.  pag.  14). 

§3. 

Aus  der  Gleichung  (10)  ersieht  man,  dass  sich  stets  drei  ganze 
Functionen  von  x  ^M-uir),  <pu-\{x)  uud  -il'n-^i-r)  bez.  vom  Grade 
m—n,  n  — 1  und  n— 2  80  bestimmen  lassen,  dass  sie  der  Functional- 
glcichung 

(11)  :r«f»-»)^,i.M(«)  «  /',(x).yM-l(x)--/V).V;H-2(«) 

OenOge  leisten;  man  hat  nur  nötig, 

n  setzen,  wo  mit  Im.i  eine  constante  GirOflse  bezeichnet  wird. 

Es  lässt  sich  aber  weiter  zeigen  >),  dass  die  Gleichung  (11)  nur 
diese  eine  liAsnng  besitzt;  .man  erhftlt  nämlich  durch  filioiination  von 
ans  (10)  und  (11): 
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a;a(»-i){F»(aj).g'«-i—  F(x)|4'M.2.9i9ii~i~7ii-i-M^ 

Dio  linke  Seite  dieser  Gloicliuug  ist  teilbar  durch  die  reiht- 

eilt  hält  dagegen  höchstens  den  Factor  x^»'-^,  da  F(t)  nach  Voniu«- 
setzuug  (§  1.)  nicht  durch  x  oder  eine  höhere  Potenz  von  -r  teillirii 
und  der  Klammerausdruck  rechts  nur  vom  Grade  2«  —  3  ist.  Ls 
müssen  also  notwendig  beide  Seiten  der  letzten  Gleichung  =  0  s(  ii. 
und  daraus  ergiebt  sich  der  in  den  Gleichungen  (12)  ansgedrflckte 
Satz,  dass  die  Functionen  ^,  q)  und  t/;  sich  bez.  von  /»(x),  gj^..! 
und  nnr  durch  ein  nnd  denselben  constanten  Factor  unto^ 

scheiden  können. 

Der  gemeinsame  Factor  von  F(x)  und  Fiiz) 

ist,  wie  die  Gleichnng  (11)  zeigt,  nach  ein  Factor  von  d«-«;  lir 
setzen  daher 

und  haben  dann  statt  (11)  die  reducirto  Gleichnng  zu  lösen 

(11*)         ;t2("-l)e.-H(x)  =  Vh-iUO-  r(ar).Vr,-s(«) 

Diese  ist  entsprechend  der  Gleichung  (10*)  nur  gültig  ftlr  «—3, 3«  - 
r-|-l,  wenn  man  für  n  r-^-l^  Br^n  gidch  Null  setzt;  sie  Teriieit 
ihre  Bedeutung  Air  n  »  0  und  « «»  1. 

Wir  nehmen 

e,w  =  y.w  =  (i-^J(i-y...(i-^J 

und 

er-i(rr)  -  r,(ar). 

Die  Partialbruchzerlegnng  de»  (Quotienten  -^j^  liefert  die  Formel 

iu  welcher  der  erste  Parüalbrach  als  Bildungstypos  iQr  die  flbrigea 
hinter  das  Sununenzeichen  geschrieben  ist.  Bezeichnen  wir  des 

tieutcu  7iit,~i  zur  Abkürzung  mit  fk 
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M  «rU 

(13)         -  ux)  =        y  - 

"*      '^'l  0      a"a)  arg)  "0~~irr) 

Wir  setzen  ferner  nach  Analogie  mit  den  Sylveater'schen  Functionen 
nr  n  mit  - ,  u  mit  -  vertauschend, 

»*'-<-«:Ä'C.;.r('-:j(-a-('-a- 

x^x^^    V^jr^rJ   \       x^/\       xj      \  XrJ 

ood  aUgcmoin 

(U) 

Hier  ist        ^        ]  (^las  Product  der  sämmtlicheu  Differenzen  von 


je  swd  der  Grössen    •  -  und  das  Snmmenzeichcn  besieht 

sich  auf  alle  CombiDatiuuslormcu  der  n  teu  Clasbc  aus  den  Elemeuteu 

Entsprtebeud  der  Formel  (14)  setzen  wir 

Iii)  yH-iM  =  (-l)-'.£'';^*-*"~;x 

besonders  auch  mit  Rflcksicht  darauf,  dass,  wio  bei  den  Sylvester'schen 
Faoctionen  die  Coeffidenten  der  höchsten  Potenzen  von  x  in  9m 
snd  so  hier  die  constanten  Glieder  von  Bt^n  und  fpn  dieselben 
Werte  haben. 

Es  lässt  sicli  nun  zeigen,  dass  unter  Zugrundelegung  der  Werte 
(14)  und  (15)  für  B  und  tp  die  Differenz  af2(»»-i)0,  -,.(r)— 7',(x).Th-i(«) 
larch  T{x)  teilbar  ist;  hierzu  gcnflgt  aber  der  Nachweis,  dass  jene 
IMfferenz  fOr  irgend  einen  Wurzelw^  von  F(fl;)«0,  etwa  fOr  x^t^ 
TerKhwindet,  da  sie  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  «j, 
'i, ...  xt  darstellt  Man  findet 

I«U  LXU.  % 


».  y  ,  ,^cd  by  Google 


und 

daher  ar,2("-i)eM(ari)-=ri(x,).y«-i(xi)  w.  z.  b.  w. 

uud  zwar  (n  — 2)tcu  Grades;  damit  ist  aber  bewiesen,  dm  die  Ab»- 
drücke  (14)  and  (15)  die  Gleichung  (11*)  befriedigen. 

Man  bi'iiuTke,  dass,  wenu  die  Wurzola  J'r^i,  ...  ^im  Wieder- 
bolongen  der  unter  einander  verschiodeuen  Warzelu  r,,  j-,, ...  Xr  sind, 
uud  uur  unter  dieser  Voraussetzung,  für  solche  Werte  von  w,  welche' 
r  sind,  die  Ausdrücke  für  &m-H  und  <f„  identisch  =0  werden. 
Umgekehrt  zeigt  also  das  Verschwinden  der  letzten  oder  uK  lirenT  der 
letzten  Fnnciionen  ^  und  sR  das  Vorhandensein  gleicher  Wurzeln  aa 

Die  Werte  (14)  uud  (15)  für  die  Functionen  t>  und  gr,  wekhe 
wir  die  Sylvester' scheu  Functionen  zweiter  Gattung  nennen  wolleu, 
kann  man  noch  in  eine  andere  Form  setzen,  wenn  man  beachtet,  disi 

ist.  So  findet  man  leicht 


(14») 


Fi*) 


-(-i)-z^'^^\6(^  1  ...1  y  -     j  — 


Digitized  by  Google 


Weudlandt:  Die  Sinrm*seheM  Fknetionen  zweiier  Gattung,  19 

da*) 

Es  bedarf  zur  LOsuDg  der  Aufgabe,  Fuix)  und  qi^m-i  selbst  durch 
'  die  Worzeln  der  Gleichong  i^(x)  =»0  darsastdlen,  nocb  der  Bettim- 
mang  des  constautcn  Factors  k„-i.  Mau  crhftlt  sanäcbst,  wenn  man 
I  ins  den  bcidcu  Glcicbaugcu 

I  a>.  =  F^ix) .  (pn(x)  —  F{x) .  Hfn-iix) 

die  Function  F^(x)  eliiniuirt  uud  auf  der  rccbten  Seite  des  ResniCates 
fta  9  and  ^  ihre  Worte  ans  (12)  anbstitnirt, 

!  F(x) .  An  .       tSi^M-l  •  M« — fliÖH •  I 

oder  nach  einer  schon  im  §  2.  benutzten  Formel  ans  der  Theorie  der 

Kettenbrüche 

'      Heben  wir  den  Factor  z-^"-*),  uud  setzen  r=0,  so  reducirt  sich 
t{x)  auf  das  coustautc  Glied  oq  » 1,  und  wir  erhalten 

Oder 

(16)  In.ln^l'^U, 

Itenn  die  Coustante 

I 

i        *-.(0)  =  .„(0)  =  (- 1)"^,^ .  d  (U^ ..  1  )• 

nit  fm  bezeichnet  wird.  Die  Recnrsionsfonnel  (16)  gestattet,  In  durch 
die  Grössen  tmi  6»-!«        nnd  Ao  anszndrttcken;  nach  Gleichung  (13) 

ist  aber     «  —       und  ^m-i(«)  «         also  lo     1>  «iaher 
Qod  aUgemcin 


1 
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Da  die  Cocfticionteii  von  J'(x)  rei  ll  sind,  so  sind  auch  die  Grüsstn  i 

?  ri'cll;  denn  sie  sind  rationale  svninietrisehe  Functionen  derWuniln  i 

* 

r^.  ...xr  und  dciuuacb  auch  ratiüuale  Fuiictioucu  der  CocfticicuteB 
VüU  J  '{x), 

Es  unterscbcidet  sich  also  ^«-»(ar)  von  Fix)  nnd  Tii-i(jr)  toi 
nur  durch  einen  von  x  un&bhftngigen,  wesentKeh  positim 
Factor  Im.i,  so  dass  wir  mit  RScksicht  auf  den  Satz  2>  des  ?ar%ea 

Paragraphen  den  npucn  Satz  aussprechen  können: 

„Besitzt  f^{äc)  f&r  alle  reellen  Wnrzelwertc  von  F(x)  =0  mit  F{x) 
gleiches  Voneichen,  so  können  die  Sjlvester'schen  Functionen  nrdtrr 
Gattung 

oder 

den  Stumi*8chen  Functionen  zweiter  Gattung  subetituirt  weiden.^ 

In  dem  besondorcti  Falle  =  J-  'U)  drückt  (Gloicliun^M-1')  ^ 

aus,  wie  oft  j-l  unter  den  Wurzeln  von  7'(u  i  =  0  Yorkomnit,  uud  mn 
kann  dann  statt  der  Formeln  (14)  und  (15)  sich  der  folgenden  be- 
dienen 

wenn  man  nur  die  Summe  auf  alle  Comlnnationsformen  «ter,  bcc.(»— l)Mr 
Gasse  aus  den  m  Elementen  r^,  x.^,  ...x«  erweitert  Denn  diese  aciea 
AnsdrQcke  stimmen  mit  (14)  und  (15)  unmittelbar  lllr  den  Fall  flber- 
ein,  dass  saninitliche  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0  verschicdei 

sind;  enthalt  aber  die  Gleichuni;  =0  mehrfache  Wurzi-lu.  so 

verschwinden  in  den  obigm  Summen  so  \iele  Glieder,  dass  uuü  aof 
die  frühereu  Formclu  (14)  und  (10)  zurückgelaugt. 

Der  Coefödent  der  hödisten  Potenz  in  1^«^  ist 
(-1)"  ./II     1  \* 

der  in  ^«tx)  ist 

M.^.    /II  ly 
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Es  gtebt  also  dio  Anzahl  der  ZcichCDwochsel  in  dor  Reiho 

/l  1  \-  /III  \* 

wie  in  der  Beihe 

'      V  ViV  Xg%*„jcr^  \r^z^  XrJ 

Bach  §  1.  die  Zahl  der  verschiedenen  compicxen  Wurzclpaaro  von 
f(x)«»0  an-);  boiläiitit^  kann  mau  hieraus  die  Folcrcrun;^  ziehen, 
ilass  die  Grössen  (l'J)  und  (20)  ä«iuivaleutc  Zeichcnruihcu  bilden. 

Littcratar. 

1)  siehe  Sturm  ^  2.,  2) 

8)  Sylvester:  ,^cmoir  on  Itational  Derivation  from  Eqnattons  of 
Cbeiistence**  (Philosopbical  Magazine  Decembor  1839,  pag.  488.) 
drtdit  zuerst  die  Stnrm'sche  Function  Fh(x)  und  durch  die 

Wuzefai  von  F(x)  ~0  ans.  —  In  seiner  „Thcory  of  tho  Syzygotic  reh- 
tioiis^  (siehe  §  1.  3))  behandelt  Sylvester  den  anfrcmeinen  Fall,  dass 
der  erste  Divisor  eine  ganze  Function  beliebigen  Grades  ist  (Section 
II);  er  specialisirt  die'  allgemeinen  Formeln  in  Section  III,  besonders 
im  art.  35  und  36. 

3)  Hattendorf  stellte,  wie  schon  in  der  Einleitung  hervorgehoben 
Wörde,  die  Formeln  für  den  Fall  auf,  dass  J*(x)=0  auch  mehrfache 
^  Woizcln  enthalte. 

! 

§  -i. 

Im  letzten  Paragraphen  sind  die  Ausdrücke  für  die  Functionen 
^  und  (p  nach  Analogie  mit  den  SylvestiT'scluMi  Fuuctiomm  aufge- 
stellt, und  CS  ist  nachträglich  gezeigt,  dass  sie  der  Functioualglei- 
chaog  (11*) 

a«(«-l).er-,.(af)  =  r,(«).gr«-.i(«)  — r(a:).tjr,.-a(«) 

geuügen.  Man  kann  aber  nnch  direct  von  dieser  Gleichung  aus  die 
Werte  von  ^  und  %f  ermitteln. 

I 

Ans  (11*)  folgt  nämlich,  dass  für  x  »      Xf  ...  xr 
nithm 
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m 

Es  sind  uns  also  von  der  gebrochenen  Function  u  =«  r  be- 

sondere Werto  bekannt 

(21)    «,  -  ^^,^„_iv,     =  -  i^^ü=rr 

und  diese  bestimmen  sie  vollständig*,  denn  ihr  Zähler  ist  Tom  Giade 
r— n,  ihr  Nenner  yom  Grade  n— 1,  somit  fiberhanpt  r+1  Gonstsnte 
unbestimmt,  von  denen  eine  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  darl* 

Die  Function  n  ist  nun  gegeben  durch  die  von  Caucliy aufge- 
stoUto  Interpolationsformel,  welche  für  den  Fall,  dass  der  Zähler 
eine  ganze  Function  (r  — n)tcn,  der  Nenner  eine  ganze  Fnnctioi 
(n  — l)ten  Grades  ist,  folgende  Form  annimmt: 

y   (r—x„  n)(x—r„+2)...(^—y'r)  

_  '^*»l'«f '  (y^-Xn  f  l ) . ..( J-, -a-r). ■ . ix» -Xn -t-l ) •  •  ■  Tx^JjTr) 

(IL)      «—   Jx^—x){x.—x).Jx„-i—x )  _ 

Hier  ist  (Gleichung  13» 

—  Xj)     — a? jt) .  (a-|  — afr) 
^  x\x^...rr'^^'  X,2(«-l) 

also 

tt.M2...M„.(x— a-„+i)...(«— a*r)  ( — 1)"' 

{(x^  —  ar,) ...  (fi^Xn)  ...  (a*»-!  —  Tj) ... (xw-i  — flw)  (a?—  X|,4 1) ...  (x — Xr)| 

(XiXf  ...Xi,)^*"*) 


(XjXj  ..Xr}""*  X|r2...X» 

«(H-l) 


X 


x(-.."--ia;....i.)'<-.--(.-;js)-(.-3 


uud  dem  entsprechend 

.Mg...UH  -  i.(X|  — ^ae)(x^— ^)...(aeii-i-^) 
(xj— Xii)...(ri—  afr)...(flCii-i—  a'»)...(a'i»-i— arr) 


"  (XiX,...xO«-»  ^1^2 ...  'H-l   "  ^ 
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Wir  Beben  von  dem  Zfthler  und  Kenner  gemouuuunen  Factor 

(M-l)(H-t) 

  ab-,  daim  bcLült  der  Zähler  dca  Factor 

My.(-X)"-J.(— ir-»=s  — 1  and  wir  finden  Bcbüesslich 

'  ,(1-L...iy  .(i_JL.)...(i_'_) 

i  2!.^'ii=l  4  ( L  L  „  J_y.  (i  _  1) ...  (i  _ 

f     jr,«|»jrN.l    yx,«,    Xii-i/    \      Xi/     \  xn-i/ 

1 

Da  aber  für  n  »  0  dr~i»(«)  =  T{x)  ist,  so  mttssen  wir  setzen 
(10)  Ör^W  -  (-1)- .  £  .  6  (  -  ^ ...  -V  X 

x(-in)(-j) 

od  daher 

X]Xf ..  J^N^l        \Xj  Xj 

diei  nad  die  in  (U)  nnd  (15)  IHr  4^  nnd  9  anfgesloUten  Ansdrttcke. 

Es  wird'  sich  später  bei  einem  anderen  directen  Yerfabrcn  zur 
£nnittelang  der  Fnnetionen  d  und  <p  zeigen,  dass  man  zuerst  den 
Wert  von  <p  findet   Setzen  ^vir  aber  die  Function  g>  als  bekannt 

}  Torans,  so  kann  man  ^  durch  folgendes  Verfahren^)  bestimmen, 
welches  nnr  aus  dem  Grund»  schon  hier  seinen  Platz  findet ,  weil  es 

'  ftr  die  Fnnctioii  gleich  den  vorhei^gebenden  Methoden,  ihren  Aus- 
draek  durch  die  Wurzeln  x„  «i,  ...  xr  giebt  Man  kennt  nach  der 
Lagrange'scben  Interpolationsnietbode  die  Function  Br-fM*  ißtea 

'  Giad  r—n  ist,  wenn  ihr  Wert  fQr  r--ii+l  Werte  des  s,  etwa  fftr 
xm,  dB^xnfi,  ...  xsxr  gegeben  ist   Nach  (11*)  ist  ftlr  jede 

i  Wund  «ft  der  Gleichung  T(x)  —  0 

«|2(»-i) .  e«(ar»)  —  Tj(xi) .  g>»-i(x») ; 
I  es  ist  aber  nach  (13) 

I  uui  nach  (15) 
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also 

Biese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Ausdruck 

fttr  die  r— »+1  Werte  von  «  orn,  «•»fi,  tr^fSi  .«  »■•Xf 
mit  Or^wC')  Obereinstimmt,  und  da  er  eine  ganze  Function  vom  Gnde 
r—n  ist,  so  ist  er  also  auch  der  Wert  von  Br-nir). 

Litteratnr: 

1)  Cauchy:  „Analyse  algebr."  i)og.  528.  —  Liouville  hat  xaersl 
auf  die  Benutzung  der  Caucby*schcu  Formel  zur  Bestimmung  vo»  9 
und  ip  aufmerksam  gemacht  (siehe  die  in  §  2. 2)  erwähnte  AbhaaiHng 
von  Sturm  pag.  361). 

2)  Ich  vonlanlci^  diese  Motliodo  einer  Mitt<*ilung  des  Herrn  Pntf. 
Stern ;  man  liat  dieselbe  bei  der  Sylvester'.schen  Fuuetion  &  noch 
nicht  in  Anwendung  gebracht;  dies  kann  aber  in  ganz  ähnlicher  Weise, 
wie  hier,  geschdien. 

§5. 

Es  ist  unsere  weitere  Aufgabe,  die  Functionen  ^  und  q>  zn  er- 
mitteln, wenn  nur  J'\U)  und  die  Gleichung  F{s)  ü  gegeben  ist, 
deren  Wurzeln  uns  unbekannt  sind.  —  Man  lu^t  diese  Aufgabe  am 
ciulachstcn,  indem  man  in  das  System  von  Gieicbuogea  (3)  für 

9  (x) 

seinen  Wert  aus  (12)  snbstituürt;  dann  geht  die  Glddiong 

aber  in  die  andere 

oder  durch  Hultiplication  mit  1n-2.1»-i.A»  in 
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I  Seteen  wir  qu.Xn.i^,,-  2  =       spcciell  r/,.A,  =       (/g.A,  =  Qj,  and 
beachtco,  dass  uach  (17)  allgemciu  An-i.^h  =      ist,  so  wird 

UQd  daher  der  Algoritbiuus  für  die  ^  dieser: 


Um  also  aus  zwoi  auf  einander  folgmidon  Functioiiou  und 
die  nächste  0„t-„-\  zu  bildeu,  multiplicir»'  mau  O,,,-*,  |i  mit 
i.*  li.  i.  mit  dem  Quadrat  des  const^intcn  Gliedes  von  0.,i~u  uml  divi- 
tlirc  dieses  Product,  weKlies  man  nach  wacliseudcu  Potenzen  von  x 
ordnet,  durch  die  ebenso  geordnete  Function  t>m_n.  Der  (i)notii'nt 
ibt  eine  lineare  Function  von  x  und  der  Rest  :4iel)t,  durch  — jc'^£„  \'- 
dividirt,  die  ganze  Functiou  (»  — » — l^tCü  Grades  {>m-M-i(x).  Diese 
K€gel  gilt  voB  n  •»  1  an. 

Die  Rocursionsformeln  für  die  <p  ergebeu  sich  geuau  iu  dersclbeu 
Weise,  wenu  mau  vou  der  Kelatiou 

'  tssgebt  Sobstitiurt  man  in  in  dieser  q,,  mnltiplicirt 
wieder  beiderseits  mit  Xm-2.Ai».i.Am,  so  wird 

also 

fi*.  9f W  -  0. .  9i  W  -  Vo(') 

(24)   

f«-i*.  <;p„(x)  ==  Qm  .  qPN  - —  «*.  {h*.  qrn  -  2(x) 

I 

Ersetzt  man  endlich  in  der  (jleichuug 

j 
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9t  9»  durch  — i  *  so  erh&lt  man,  wio  oben 

Der  Wert  von  %(x)  ergiebt  sich  au  dem  Vergleich  der  beidii 
Gieicbnngea 

x'.»^-2ix)  =  <p^(x),F,(^)  -  il'o(^).F(x)    (nach  (11)) 
^»-2(a-)  =  Q, .  -  ii*. (nach  (23)) 

nämlich  ri>(/.x)  »  daher  ist  die  vollständige  Soihe  von  Glei- 

chungen fttr  die  Functionen  fit 

C^ö)   


{,-1«  ^r-K«)  —  Qr.ir'r-2(«)  — «".|r«.tr-a(at). 

Litteratur: 

Die  Kt^cursiou^formeln  für  die  Svivestcr'schoii  Functionen  gicW 
Sturm  im  Scblussparagraphcu  seiner  Arbeit  (s.  sub  §  2.  2). 


«6. 

Die  im  Eingänge  des  vorigen  Paragraphen  gestellte  Aufgabe,  dio 
Functionen  O  und  (p  zu  bestimmen,  wenn  nur  Fix)  und  al» 
büknnut  vorausgesetzt  werden,  lässt  sich  auch  dadurch  lösen,  dass  die 
^  und  durch  die  rcciprokea  Potenzsummen  der  AVurzrlu,  also 
mittelbar  durch  die  Coefficienton  von  F{»)  und  i^(«)  alleiA  sos- 
gedrftckt  werden. 

Wir  müssen  zu  diesem  Zwecke  auf  die  Gleichung  (14)  zurück- 
greifen, aus  der  folgt 

£8  ist  aber  (vergl  Baltzer,  Determinanten.  §  10.  1) 
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!1 

1 


1 

1 

1 


1 

«Tu" 


1_ 
N-1 


3-M 


1 

M-1 


and  ferner 


-'■('-:.X'-a-('-i) 


d.  i.  » 


il 

f., 

■ 

miüitn  nach  dem  UoltlplicatioDstheorem 


...  JTm 

...  .Xh-|-1 


(-1^2; 


f 


i 
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Diese  letzte  Detonninnnto  zerfällt  in  n»  Determimuitai,  die 
flämmtlsch  identisch  0  siud  mit  Aosnahme  der  1.2...  n  Detfr» 
minaHten,  welche  man  ans  der  folgenden  durch  PenntttatioB  der  Ii- 
dices  1,  2,  3, ...  n  ableitet: 


Mau  fiiiilct  also  ("~  ^)**' "  jt^^jp^"  Summe  der  r{r  —  l)^ 

(r—n  4^1)  Doterminautcn,  welche  sich  aus  der  Torstehcnden  Detcf- 
minante  ergeben,  wenn  man  darin  statt  der  Indices  1,  2,...»  alh 
Variationen*)  der  »ten  Classe  aus  den  Elementen  1,  2, ...  r  setzt 
Dieselbe  Summe  wird  durch  die  folgende  Determinante  zusanraies* 

gefasst,  welche  wir  also  =s{^iy*,  setzen  dOrfen. 


(—1)1. .  ••  ! 

'  1^  ... 


^-1    ^     ...  iSpi.S 


+ 


+...+ 


Es  ist  zu  der  Formel 


*)  Die  VariAtiontforncn  begreifen  eile  die  Formen,  welche  ave  des  (Va- 
binalionsfonnen  durch  Perinntation  der  Indicei  erhalten  werden. 
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8f      ...  St         ...  Sn  I 

iSg        ...  Si  I  1         ...  jSm  I  1 


tBcmcrkoDg  nicht  Oberflflssig,  dass  man  die  in  ilir  auftretende 
nninante  noch  weiter  transformiren  kann.  Denn  ans  der  idcnü- 
Khcn  Gldchnng 

Mgt 

lY=r4«-l.L/|HM+sr*-«Äfii-s+a*-».&|«-s+...+  ÄM+Ä; 

aaltiplicirt  man  daher  die  erste  Uorizontalreihc  mit  die  zweite 
«it  x\  u.  s.  f.,  die  (v*  — l)te  mit  :c"-^  und  addirt  diese  Producte 
jüfflmtlich  zur  letzten  Uorizoutalreihe,  nachdem  man  diese  znvor  mit 
ji*"^  mnltipUcirt  .hat,  so  findet  sich 


9n,-JA      (-1)"    IS,       5^  ...  Si 


jtXx)         ar"-i      St       ^  ...  ...  Sn^l 

üi       17,...  Ui         ...  ün  I 

In  dieser  Form  hat  wtuigstcus  die  Dctenniuautc  mehr  Symmetrie 
lut  deijentgen,  welche  bei  den  Stnrm'schen  Functionen  ^'ri^- 

I  Um  ^«.w(2)  durch  eine  Beterminanto  darzustellen,  die  sofort 
^crkemicn  Iftsst,  das«  Ihn.«  nur  eine  Function  (m— ii)ten  Orades  ist, 
ffeBltipUdren  wir  In  (26)  auf  beiden  Seiten  mit  F(x)  und  setzen 


k 

Z 


tk.F{x) 


lUsa  wird 


Sff     ...  «S|  1^1     ...  Su 
Sg     ...  jSr|2     ...  iSnf  1 


...  iSrfl.     5r|8  ...  <SMf2 


.(-l)"2:Ä«|rF'«fr 
0,tt— 1 
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In  der  EDtwicklnng  von  r«^  nach  wachsenden  Potenzen  m  s 

verschwinden  die  Coefficicnteu  von  x'^^p  für  |}  ^  0,  da  sie  den  Ftctor 

'  F(xk)  *^ p  enthalten;  die  flhrigcn  lassen  sich  in  zwei  Groppco,  Ji»{, 
und  Q«4r,  zusammenfassen,  je  nachdem  sie  mit  einer  lidheien  Foteai 
von  X  mnltipUcirt  sind,  als  der  (m  —  fi)ten,  oder  nicht  Man  findet 

xi  rL  ■••+ »-") 

oder  mit  Kacksicht  darauf,  dass  Fi^t)  »  0  ist, 

k      II  fj^ 
l,r  l.M-l 


uud 


Die  Function  ^„.-»(ic)  zerfällt  durch  ilieso  Zcrlegnng  der  Urössou 
I  nfr  iu  zwei  Determioautou 

(—1)»*  k  /i«+ri?»  +  r +  (—!)•*  ^  hn^rQuiry 
0»N— l  <kH->l 


von  denen  die  erstcre  ideutisch  »  0  ist  ^  es  bleibt  nur 


(29) 


^m^n{x)  -  (—1)»  I 


Ä„  4^  1 


Sn—l  ...  ^M^r— 1  ...  iS^w— 2 

Qm       Qwf  1  ...  Qwf  r     ...  QiH-l 


Bezeichnen  wir  noch  mit  Z>,("^)  die  Determinante 


(30) 


'S. 


••4 
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M  kdosen  wir  der  Function  ^m-^r)  auch  diese  Form  geben 

X 

(31)  0«..„(x)  =r  £  Ca(— 


Für  negative  gauze  Werte  von  p  bis  zu      «=»  — 


Es  iit  nadi  Gleichnng  (26) 



—     Tlx)  —  Fix 

folglich 
oder 

Tos  dieser  Formel  wird  weiterhin  Gebraucli  gemacht. 

Die  wichtige  Recursionsformel ,  durch*  welche  die  Grössen  S 
succes-sive  aus  den  Coefticient^'n  von  F{x)  und  F^{x)  berochnot  wer- 
den, leitet  man  direct  aus  der  Identität  der  beiden  Ausdrucke  ab, 

F  (x) 

dirch  welche  man  den  Quotienten  .  J,  .  darstellen  Icann.  Es  ist  nilmlich 

Bod  daher 

=  —  (1  +  a,  a; + ... + am  x"').  ('S,  +  ^,  a:  +  /Sa  x2  + ...) 

Biese  Gleichung  giebt  sofort  die  Relation 

133)  5r+l  +  OjÄr  +  a,5r-.l  + ...  +  flr 5i  =  -    .  ») 

Mit  Hfllfo  derselben  kann  man  der  GrOsse  Qnyr  (Gleichuug  28) 
die  neue  Form  geben 

X 

0,111— M 

Bidt^lieirt  man  daher  in  (29)  die  (fi~l)te  Horizontalroihe  mit  a^-fi, 


32  WtHdlaudt;  DU  Sturm^teken  /imcfiom«  nfäUr  Gatlmtf, 

0 

die  (n  —  2)tc  mit  aA^  2        dio  erste  mit  a/^n-\  und  addirt  die  SoiuK 

aller  zur  letzten,  so  wird  das  allgomcine  Glied  derselben 

;. 

O.HI  — M 

Wir  bozeiclmou  dieses  mit  (^'nIt'i  danu  ist  oach 
(34)       ^-.-«W-C— 1)-  Si      ^      ...  5r4i     ...flu  j 


0,M~N 

Setzt  man,  um  auf  die  Functionen  ^  den  Starm*scben  Salz  ti> 
wenden  zu  kOnnon,        «         so  wird  h  «  (J&+l)oft|i;  itrilt 
dann  wirklich  nur  die  Summe  der  redprokcn  t  tcn  Potenzen  sDs 
Wurzeln  von  F{x)  »  0  dar,  und-  die  Gleichung  (33)  verein&cht 
wenn  man  noch  r-f-l  mit  r  vertauscht,  zu  der  Formel 

welche  durchaus  der  Kewton'schen  Bocursionsformol  f&r  die  Sumiei 
der  ganzen  Potenzen  aller  Wurzeln  analog  ist. 

Littcratur: 

1)  Cayle}'  „Note  sur  U-s  foiutioiis  de  Sturm''  (Liouville.  T.  11. 
pag.  297.)  entwickelte  zuerst  die  Fonnclu  27  —  30  unter  den  bosoB- 
deren  Voraussetzungen,  dass  F^{x)  =  F'(x)  uud  alle  Wurzeln  vot 
F{x)  ungleich  sind.   Yergl.  Hattendorf.  §  7. 

2)  Andere  Ableitungen  der  Gleichung  (93)  gaben  Hattendorf  (§  ~ ) 
nnd  Brioscbi:  „Intomo  ad  alcuno  qucstiono  d*algebra'^  (Tortoliui«' 
Annali  di  Scicnze  matematiche  e  fisiche.  T.  5.  pag.  ^1.) 


S  7. 

Um  auch  (Ph-\(x)  dnreh  dne  Determinante  darsutellcn,  est- 
nehmen  wir  aus  (15)  den  Wert 
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Wir  ersetzen  das  Prodact 


,(L  i_ ...  j_)  (i_  L)  ni) ...  (i_  j_\  _ ,  (1 1 ...  J_  i) 


I  dareh  die  Determinante 


1 1 


1  i 


1 


Dieie  ist  ra  mnltipliciren  mit  -^(-  -  ...  -  )  oder  mit 


«1 


0 

0 


Cn-1  tn-l 


0  0 


0 


n-1 


0 


Bas  Besoltat  ist,  wenn  mau 


letzt, 


^1 


1  Oder  wie  dne  Betiachtnng  zeigt,  ibnlicb  der,  welche  sor  AnfotcUnng 
der  Gleichiing  (26)  ffthrte  >), 


T«U  LXU. 
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(36), 


St 


...  8ti^\ 


Fülirt  mau  diesen  Wert  für  <r„-i(x)  uud  den  für  ^,M-H(ir)  aos 
(26)  iu  die  Functionalgleichung  (11)  ciu,  so  wird  mau  ündcn 


(36) 


^H~2(«)  =  (— l)«aj«-i 


iSj  ...  ^,.^2       ...  1  ' 

Sm-1    Sh  ...  iS'r-Jn-l  ...  *S2«_2 

0  P, 


Pr 


Pr 


...  P«-i  ' 


also 


Bequemer  2)  gelaagt  man  za  diesem  AoBdnick  Ahr  woi 
in  (32) 

^ -1-^-1  —  P. 


setzt  und  diesen  Ansdnick  fttr  U  in  (26)  sobstitnirt;  dadorch  zerftlU 
die  Determinante  auf  der  rechten  Seite  Jener  OleichnngXin  swei  Tak, 
und  man  erhalt 


(«)      ^         P(«)  ^ 


5m 


5»  ...  82tt-2 

1  1_  JL_ 
8^     ^  M.  i^fS 


...  iSUf  1 


^-1  iSU 


...  «  m^— s 


oder  mit  Kücksicbt  auf  (36) 
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=  Fi(x) .  —  F{x) .  (—1)".  «2«  -2 


5,1—1  Sn  ...  Sr^n^l        32ii— 2 


TergleicLt  man  diese  Gleichung  mit  (11),  so  ergicbt  sich  zur 
Bcstmunang  yüu  ilfn-iix)  die  Formel 


♦«-S{x)  =  (—1)».«»-' 

'S, 

...  Sn 

'S. 

... 

... 

St,-\ 

s„ 

...  Är-f»— 1 

...  S2n—2 

...  a:*-^Pr+fi-i 

welche  sich  zu  der  iu  (36)  aufgestellten  vereinfacht,  wenn  man  in 
(1er  Determinante  auf  der  rechten  Seite  die  erste  riorizontalreihc  mit 
I.  die  zweite  mit  a-, die  vorletzte  mit  c**'^  multiplicirt  und  die 
Samme  aller  von  der  letzten  snbtrahirt 

Endlich  ist  die  Constaute  l»  in  ^»-h(^)  oder  (fu{x)  nach  (35) 


{»  =  (—1)"  ...  5„ 


und  der  höchste  Coefticieut  C„_,J'»-">  in  0,„_„(a-)  ist  nach  (31) 
r  (oder  einfacher  direct  nach  (19)),  abgesehen  von  dem  coustanten, 
,  iten  höcliston  Coefficienten  aller  Functionen  ^  gemeinsamen  Factor 
(-!)"• 


Cm-»«»-*»)  — 


Ä|  ... 

Sn^-l  Sn  •.*  J^n-S 


der  hodute  Goeffident  tob  rN(x)  hat  dagegen  nach  (35)  (oder  direct 
ttch  (20))  den  Wert 

Äj       ...  Sn  f  1 
...  Sn^2 

Sn+l  Sni-I ...  S2u 

Man  folgert  hieravs  (§  1.): 

3» 


36 
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(37)   1,  -5,,  + 


„Diß  GlcichuDg  F(x)  =  0  hat  nicht  mehr  verschiedene  reelle 

positive  Wurzeln,  als  Zeichcuwochsel  und  nicht  mehr  vcrsohiedeiio 

rccilo  negüüve  Wurzeln,  als  Zcicheofolgou  iu  dnr  Dotermiuauteurcilie 

^  5s  iS«;                          ^  8f\i 
Si   

auftreten;  die  Gleichung  F(x)  —  0  liat  so  tiele  TcnGhiedene  Fttrt 
conjngirter  Wurzeln,  als  die  Dcteminantenreihe 


(38)       1,  ^ 


oder 

(39) 


1,  Ä 


Sq  Si 

1  ••• 

So 

Si 

...  Sr-l 

S,  5,  Ä, 

St 

«.  8r 

...  jSlr-S 

S^\^  ... 

s. 

SrH 

^4 

s. 

...  ÄrfS 

Sri-l 

...  iS^r 

Zdehenwechsel  entldit*).  Die  Zeiclienr^hcn  von  (38)  und  (39)  M 
also  äquivalent^ 

Diese  Sütze  gelten  nur  dann,  wenn  auf  die  Functionen  &  und  qr 
der  Satz  von  Sturm  Anwendung  tiodet,  also  insbesondere  in  dem  Falle, 
wo  F,(x)  =  F'{x)  und  die  <S  die  reciprokcu  Potcnzsammcn  aller  War- 
leiu  darstellen. 

-Litteratur: 

1)  vergl.  Joachimstlial :  ,,r>omerkuugcn  Uber  den  Sturm'schen  Satz*" 
(CreUc.  Bd.  48.  pag.  386.  iiu  §  5.  und  6.) 

2)  vergl.  Brioscbi  in  seinem  §  6.  2)  erwihnton  Aufsatio  pag.  30t 

3)  vergl.  Borchardt:  „Developpements  sur  r^qnaüon  ä  Taidc  de 

laquello  ou  determine  Ics  inegalites  seculaires  des  planstes"  (Lioo* 

villc.  Journal  T.  12.  pag.  59.  oder  Crellc.  Bd.  30.  pag.  41.). 

Beihe  (88)  gebt  aoforl  ans  der  Reilie  Borcbardi'a  lierrer,  neu 

1  *  *  f* 

allgemein  xu  mit  -  •  also  si     £  ikart*  mit  5^ »  — .  vertauscht 


§  8. 

Es  ist  für  die  weiteren  Untersuchungen  von  Bedeutung  und  aock 
und  far  sich  nicht  ohne  Interesse,  dass  man  die  Functioseo  9 


i^ijiu^ud  by  GüOgl 
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^  dnwfa  ortho-^ymnctriMlie'^)  Determimtntan,  bei  denfiii  aUgemeia 
Element  mjt  —  or  je  ist,  dmtdlen  kann  (i+k  s 


3ran  erhalt  diese  Aosdriicke  am  eiuCacbstcn  aus  der  aUgemcinen 
iomel ') 


die  man  mit  den  Mitteln  ableiten  kann,  welche  bei  Herleitnng  der 
Gleichung  (26)  zur  Anwendung  kamen.  Es  besoiehnet  in  (40)  fM 
dae  beliebige  Fonetion  von  x,  nnd  durch  das  Snmmenzeiehen  wird 
aogedeatet,  dass  man  Ar  1«  2, ... «  der  Reibe  nach  alle  (^mbtaiaüonen 
der  »ten  CUsse  ans  den  Zahlen  1,  2, ...  r  setzen  nnd  die  entstehenden 
AosdrOcke  summiren  soll. 

Aas  der  Gloichnng  (40)  folgt  (nach  14),  wenn/vri)  — 


gm^tit  wird, 


(AI) 


=  (-1) 


1 


itatüiGirt  man  dagqjcn  in  (40)  ndt 

(15): 


80  wird  nach 


«Hfl 


*)  BtUser  „Dctermioaaleii**.   §  3,  10. 
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Dieselben  DetemünaoteD  iBr  d  und  9  kann  man  aadi  aas  dn 
frflberen  Beraltaten  ableiten. 

Man  maltiplicire  in  <26)  die  Glieder  der  letzten  HorizoDtalreibe 
mit  m  nnd  addire  sie  zur  vorieCzten»  mnltipUcire  dann  diese,  nacbdn 
man  sie  noch  znYor  mit  Hfllfe  der  Belaäon  —  dT/f  ver- 
ein&cht  bat,  mit  x  nnd  addire  sie  zur  (n— 2)ten  n.  s.  L;  es 
sich 


(41.)  ^>  -  (-1)« 


in  Uebereinstimmnng  mit  (41). 

Um  endlich  auch  ans  (35)  den  neuen  Wert  von  f$n{x)  zu  erhalten, 
wird  dort  n  mit  st-f-l  vertauscht  nnd  von  jeder  Verticalreihe  die 
folgende,  welche  znvor  mit «  mnltiplicirt  ist,  snbtrahirt;  dadurch  wai 
die  letzte  Horizontalrellie  zu  0  0  ^  0 1,  nnd  die  Determinante  («-f  1)- 
ten  Grades  redndrt  sich  also  auf  die  folgende  «ton  Grades 


(42*)    9.,(«)  «  (-1)". 


Sg—SgX  S^'^S^x 


welche  sieb  von  der  Deteriniuante  in  (42)  nur  durch  die  Schreibweise 
unterscheidet,  da  Si—x.Si^i  ~  u«  ist 

Litteratnr: 

1)  veigl.  Joachimsthal  in  der  Abhandlung  sab  §  7.  1)  pag. 

2)  ver/1.  Jacobi  .,reber  die  Darstellung  einer  Reihe  gogcbotr 
Werte  durch  eine  gcbroobue  rationale  Function".  (Grelle.  Band  3ü. 
pag.  143.)  und  Brioschi  in  der  Abhandlung  sub  §  6.  2)  pag.  309. 


3)  vcrgl  Jaeobi  in  der  Arbeit  snb  2)  pag.  129.  nnd 
„Theorie  der  Determinanten".   (Deutsche  Angabe  Ton  SebeDbsdi 

pag.  61.  1854.) 


§9. 

Der  im  §  3.  eingeschlagene  Weg,  um  zu  beweisen,  dass  Ä 
Functionen  ^  und  cp  den  Sturm'scheu  Functionen  zweiter  Gattung 
üquivaleutc  Zeit  bonreihen  liefern,  ist  nicht  der  einzig  inü^jhclic;  es 
gicbt  noch  eine  lieihe  anderer. 
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Wir  setzen  vorans,  dass  die  GrÖwen  $  positiv  sind;  dies  ist  miter 

aaderu  der  Fall,  wenn  F|(a')  = ,  da  dann  n  nach  (4)  angiebt, 
wie  oft  Jk  unter  den  Wurzeln  von  /'(x)  =  0  vorkommt 


Ibn  liat  zmiftcfast  ans  (18)  nnd  (14) 


also  auch 
md  nach  (15) 


Diese  Gleichungen  zeigen .  dass  0,  (j)  =  0  und  g>r{x)  0  dieselben 
'Wurzeln  besitzen,  wie  F{x),  aber  jode  nur  einfach,  und  dass  für  alle 
reellen  Wurzelwerto  von  F{x)  =  2\x)  =  ü  6>r-i(a:)  und  —  abgesehen 


▼OB  dem  Factor 


der  indes  <p,{x)  nnd  9>r-i(x)  gemeinsam 


,Kt~  ancb  mit  2i(a;)  gleiches  Vorzeichen  hat. 

•  Es  bedarf  daher,  um  auf  die  Aequivalenz  der  Zeichenreibeu  der 
^  V*  und  (p  mit  der  der  Stururschen  Functionen  zweiter  Gattung  schliesscu 

könuen,  nach  §  1.  nur  noch  des  Nacliweises,  dass,  wenn  eine  der 
mittleren  Funt'tif)nen  tp  oder     gleich  Null  wird,  die,  einschliessondeu 
Fanctioneu  rutgegcngosotztes  Zeichen  haben,  und  eben  diese  charakte- 
l  ristische  Eigenschaft  der  Sylvcster'schcn  Fnnctiouen  zweiter  Gattnng 
I  soll  im  Folgenden  auf  Terschiedenen  Wegen  gefolgert  werden. 

*  Sylvester')  hat  zuerst  gezeigt,  dass  iu  einer  Reihe  orthosym- 
.  melrischor  Determinanten 


; ...  Dr 


«11  «11 


«11 

0,1 


a 


12 


Ctn +  li 


«n  «n 

.  Orr 

1^  nnd  Aifi  von  entgegengesetztem  Zeichen  sind,  wenn  Dn 
venehwindet 

Denn  bezeichnet  man  mit  oijt  den  Coef&cienton  von  in  D»^i^ 
» ist  bekanntlich 
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oder,  da 


und 


(43)  Dni^l.Dn-l 


dam  '    "  V^^-M/ 


Wird  also  i?«  =  0  fCü:  »  —  n,  so  wird  für  denselben  Wert  des  i 

d.  h.  es  haben  Dnf  i  und  Dn-i  entgogeogosetzte  Zeichen 

Im  vorigen  Paragrapbeu  ist  aber  gezeigt,  dass  die  Ptnctiowi 


p    und  tpm  durch  orthetymmetrieche  Detarminaatett  daiguki 

werden;  denn  der  Factor  (—1)"  hebt  die  Orthosymmctrie  in  Formel 
(41)  und  (42)  nicht  auf.   Diesen  Functionen  kommt  daher  die 
sprocheno  Eigenschaft  zuj  man  erh&lt  specieil 

und-  (48**) 


oder  ein&cher 


Einen  andern  Beweis  verdankt  man  Joachimsthal     Kach  ^) 


Wir  setzen 


»^ij,  ,^cd  by  GüOglt 
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4 

od  beseichaen  dem  entq^recheod  die  CoefBdeBten  der  flbrigen  Fue- 
tioBea  tp. 

Au  Gleichmig  (35)  ersieht  man  leicht,  dass 


!  (41)  '}  •  i'^' 

1^'»  'S,      iSj  ... 

iSw       'Sa  I  I  ...  Sin 

fO  für  n<»^2» 
— ilo(«»+i)  ftr  i--2ii4-l 

i't  uud  diese  Formeln  reichen  aas,  um  für  die  Fanctiopen  die 
i-ondamentalcigenscbaft  nachzuweisen.  Dividirt  mau  nämlieh  9i»|-s(x) 
durch  ^-i-K«)»  so  erhftit  man  den  QaoUenten 

oder  kurzer 

sDd  einen  Best  —    ilCx),  indem  wir  die  ganze  Fonetioii  nten  Grades 

setzen  wollen,  so  dass 

Um  die  Function  M{ac)  wirklich  zu  bestimmen,  sommiren  wir  die 
Gleichnng 

ür   —  1,  2, ...  r  und  Behmen  in  dem  Resnllate  »— »'«-n-f  4, 
i'— 2ii+3;  dies  giebt  mit  KAcksicfat  auf  (44)  die  folgenden  Olei* 
dnmgen: 
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Wendland ti  ItU  Säum'tekm  f^melwnen 


Galtnf 


Yerbiiidet  nwn  ndt  diesen 

so  führt  die  EliminatioQ  der  Grössen  f  sn  dem  Besnltato 


St  8, 


8m^i  0 


oder  einfacher 


1  —Rix) 


Daher  fiadot  man  schliesslich  die  gewünschte  Gleichnqg 

Dasselbe  Yer&hren  liest  sich  aof  die  Fonctlonen  &  anwenden'). 
Es  sei 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (26) 


-  HD' 


'Sil— 1  Su     ...  ^8^1-2 


f.f*  1 


,  in  der        2:     .     ^ , 


mit  Tix)  and  beachtet,  dass  T{x).  üt  sich  fOr  a;  —  o*«  «of  ^1 
redncirt  (Gleichvng  (13)),  so  findet  man 


(46) 


5j  ...  8ti^ 

Snll  ...  3te-fl  j 

Sn^l^i  Sn^i  ...  i^«e-^' 


_  J  0  für  0^i<-ii— 2 


Um  nnn  die  Relation 
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n  beweisen,  setzen  wir  mit  einer  kleinen  Umstellnng 

od  mtchen  flkr  Jt'M  den  Ansatz 

Es  werden  danach  die  Ausdrücke  ZtkXk*   '^"T^f*  gebildet,  die 

för  I  =  n,  »=»4  —  1,  ...  »  =  1  die  folgenden  Gleicbungeu  ergeben 

0=  )'n  .Si    +  y» + i**>ä  +  . . .  +  yi»H-i  Su 


0    yn'Sn-i  +      aS«  +  . . .  +  yan-iÄii-s 

A(M>II-.1J 

I 

Eliminircn  wir  aus  diesen  und  der  GloicbuDg 

iüe  Grössen  y,  so  ergiebt  sich  mit  Kücksicbt  auf  (31) 

l  ^  Cot«—)  — " 

I 

Md  daher  schliesslich 

(47)    ör-nW«|^^-lj  +  //,.^j0r-«-l(x) 

I 
I 

Das  Yer&hren  hei  Ableitung  dieser  Gleichung  entspridit  nicht 
jlNisn  demjenigen,  weldl^s  zn  der  Gleichung  (45)  fahrte;  um  die  voU- 
jMiulige  Symmetrie  in  der  Herleitung  beider  Gleichungen  wahren  zn 

ilUiiuien,  ist  ein  Umweg  einzuschlagen  ^). 

Die  wirkliche  Berechnung  (§  1.)  des  bei  der  Division  von  fpH+2(x) 
^B'^  7h  f  gebliebenen  Restes  H{x)  zeigt,  dass  in  Ji{x)  der  Coef« 
ficient  von  xt 
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WfdUndt: 


^(••+«)       ^(»+1)  i|,(»H) 


^a<»«^  Jkfi(«»M)  iU^s(«^i) 
ist;  ans  Oleidumg  (45)  aber  folgt 


und  durch  Gleichsetzoiig  beider  Werte  von  yh 


^,(H|2)  ^^(„fl)  ^^(«fl) 


Um  diese  Gleichung  woiter  zu  vcreiufttcheD,  bezeichnen  vir 
E  die  folgende  Determinante,  in  der  aUgemdn  nach  einer  DÜoW 
tiation  att  —       gesetzt  werden  soll. 


«10 


«II 
«n 


...  4lN— 1 


ffSMfl 


ai»|S 


«M  f20 


«Ml 

flMf  11 

an+2l 


...  aiiM->i 

...  fl»i42»i— 1 


An» 

(  Im 
«w  4  2m 


^HHf  1 

«Mf  iMf  1 

««  ♦  in  f  1 

^N-t-SNf  1 


<Xmn  1  2 

«MflMfi  j 


Nun  ist  ailgemein 


=  (-1)- 1  * 


S|  ...  Su-k  *Sm— Jf2  ...  jSm^i 
^  ...  Su-k^l    Sn^^Z  .„Sm-^i 

Sh  ...  ^^-1  i^lN-.ftf  1  ... 


also 

^  ^     '  cai»-*|>l^ida«4Si»ft* 

«  -  (-1)" .  5  

nad  daher  die  Determinante 
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 a  


dE 


«der 


ib. 


9 


1-2         ^a»-*|lNfl  Can\2u\tj 


i  Fohren  wir  dioflcn  Wert  in  die  Determinauta  dritten  Grades  ein, 
!■»  erglebt  sich  die  mcrkwardige  Gleichung 


fiiecicU  für  I-  ^  0  erhält  man  hieraus 


(48»)  ^("+2).^^(«)=5 


I  Ißt  Hülfe  dieser  Formel  kann  die  Gleichung  (47)  anf  folgende 
Iteiie  hergeleitet  werden. 

'    Die  DiTisiQii  von  ^m-ii^>  durch  ^m-m^i^*)  giebt  den  Quoti^ten 

Ud  einen  Best,  der,  abgesehen  Ton  dem  Factor  c*,  eine  ganze  Func- 
tion (m— n— 3)  ten  Grades  von  m  ist  Wir  setsen  jetzt  entsprechend 
Terfahren  beim  Beweise  von  (45) 


Die  AasdrOke  £t\anf>-%Z7  \  $  welche  wir  ans  den  beiden  vor^ 

l.r  ^ili»*»/ 

<teleadoQ  GleicbuDgen  bildeu,  liefern  mit  Kücksicht  anf  (46)  {\lx 


46         Wendiandt:  Du  Sinrm^sehm  J^uietioMn  wmUtr  GaMmif. 

t««— 2,  t  — »--S,  ...  »=0,  »-—1,  2,  »  —  —3  folgende! 
System 

0  — y«+2.i%  +..'.+yfc,+«.fi;|» 


i-2  —  ri»^.i^l+yiif8.£^.|-8+  ...  +yaRf3.£^^S 

Hiena  Bcfareiben  wir 

uud  erhalten  durch  Elimiiyitiou  der  y 


0 


'^1 


0  iin\Z 

—  L-l  S„  Sm^I  ...  »Sonfl 
— Z.~2  'S^H+l  ...  iSaj»+2 

—  £r-«  i^.|.8  ...  Sht^t 


=  0 


Es  ist  aber  (s.  Oleidrang  (31)) 

(IH— M) 


ü.,«(-l)«-ii>,(-^)«^„^,  X 


und  daher  wird  das  Resultat  der  Elimination  einfach 


Der  Avidmck  for  J&  4  Iftsst  sich  ia  DetemiBaateiifQnn 
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Beieidiiiel  man  ferner  die  Betenninaiite  mit  2>,  so 

äodet  sich 


d 

dD  BD 

da«  flu  dOnflii^l 

d 


ih. 

I 

ttd  daher 

^3  = 


/aHHf  1 


/  8«D  ^\ 


Der  Vergleich  der  letzten  Determiuanto  mit  der  in  (48*)  zeigt 
fie  Identität  beider  ^  daraus  folgt 


Co(^-).A,<n).A(n'^2)    r_c^m^y 


Üthia 


lad 


Litteratar. 


1)  Sylvester  im  Art  11.  seines  AaÜBatzes  sub  §  1. 3);  vergl.  auch 
fHoiddy  Determinanten  pag.  62. 

2)  Tergl.  snb  §  7.  1)  pag.  397.  —  Eine  andere  Ableitnng  dieser 
Gicicfaang  giebt  Jacoln  ^  eliminatione  yariabüis  e  dnabns  aeqna- 
Mbss  algebraidsa  (CreUe,  Band  15.  pag.  128) 

3)  Hattendorf  in  seiner  Dissertation  pag.  38. 

4)  Hattendorf  in  der  «weiten  Auäagc  pag.  a5. 


48         WtmdUmJItt  XM»  Stnm'äekm  lUmelitnm  md«r  GaOm^ 

§  10. 

Joodiiiiistbal  glelit  eine  andere  Ableitniig  der  deidiiaig  (47), 
die  hier  um  so  weniger  abcrgangea  werden  soll,  weU  sie  Gelegcibeit 
bietet,  anch  die  weitem  Untenedinngen  Joaehimitliart  aif  men 
Fall  aatzndefanen.  Joacbimstbal  weist  n&mlleh  znnicbst  ucb,  Iw 
eine  der  Gleicbung  (45)  fthnHcbo  Relation  fttr  eino  ganze  Classe  fw 
Functionen  besteht  und  zeigt  godann,  dass  zu  diesen  auch  die  Fqim- 
tionen  ^  gehören. 

Ks  sei 

^  F'M  

und  F\x)  ^^,90  dass  also  unter  n  die  wesentlich  poaiti?e  ZiMj 

▼erstanden  wird,  welche  angicbt,  wie  oft  xk  unter  den  Wnnehi  foi. 

F(r)  ==  0  enthalten  ist  Wir  bezoichucn  ferner  mit  ^(x)  irgend  ei«' 
rationale  Function  von  x,  von  der  wir  nur  dies  Zweifache  vortos- 
setzen : 

1)  dass  sie  für  alle  reellen  Werte  von  x  stets  positiv  bleibt,  and 

2)  dass  sie  für  keinen  Wnnelwert  Ten  T(m)  —  0  verschwindet 

Setzen  wir  endlich  noch 

nnd 

 z (i        (i  _ Ij  ...  (i  _  -5-) 

80  behält  nach  §  1.  der  Sturm'sche  Satz  für  die  Reibe  der  Re«te, 
welche  man  nach  Analogie  der  Sturm'schen  Reste  zweiter  Gattung 
aus  T{sc)  und  X^ix)  oder  aus  T(^x)  und  %f{x)  ableitet,  2>eiiio  GOltigkeiL 

Wir  nehmen  zonftchst  T^ix)  zom  ersten  IMviserv  nwltlpüriws 
aber  T(m)  nnd  %^m)  vor  Ansffthrong  der  Division  mit  dem  eonstaaW 
Factor 

90  dass  sie,  wenn  man  nodi  nr  AblcOming  jfjni  mit  xft  beakMi 
ttberfehen  hei.  In 
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•^)-(-i)'» (' ... Y-  ^'  ... (i  -  ^. )  ( I  _  1) ...  (i  _  ^) 

Vi^t      ^rj    X^X^      Xr\        xj\         r^J       \  XrJ 


und 


V,»,     «r-I/   «,It     «r-»\       «lA  «1/ 

deoB  nach  (13)  Ist 

^iC^r)  «rar/  ...  ar,-l) 

For  die  Torstehen^oii  Aasdrücke  von  und  <Pr-i  findet  man  nach 
Asilogie  mit  (35)  die  Beterminanten 


(Prix)  - 

(-!)•• 


ac»^  flc'^i  ...  1 


£t^l  £r  ... 
af-^  a*-a  ...  1 


«fr* 


Parstellangeu  zeigen,  dass  auch  für  die  Functionen  0  die 
Relstiou  (45)  bestehen  bleibt  Setzen  wir  daher  allgemein 


(-1)" 


...  ^ii^i 
...  £n-^2 


£n  -^M+l  ... 

«"   a"-^  ...  1 


■ad  bezeichnen  der  Beihe  nach  mit  A^^**\  ...  Ah<*^  die  (Toeffi- 
eienten  in  den  naeh  wachsenden  Potenzen  von  x  geordneten  Function 

♦«(x),  Bo  ist 

Wir  erhalten  so  den  Satz: 

IfUUUX.  4 
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,^ie  Fonotiouen  <Z>rM,  ^r-iMt  ^  <^s(«)i  1  kOnnon  zur 

BestimiDung  der  smchen  zwei  reellen  Grenzen  liegenden  WnndA 
Yon  <^r(«)  =  0  oder  Fix)  =  0  benutzt  werden.^ 

Wir  begegnen  hier  zum  ersten  ^Nfale  der  Tatsache,  dass  es  un- 
endlich viele  Reihen  von  Functionen  giebt  (wie  man  unendlich  viele 
Functionen  mit  den  angegebenen  Eigenschaften  bilden  kriuii). 

welcho  den  Sturm'schen  Functionen  äquivalent  sind.  Mau  gelangt 
von  diesen  allgemeinen  Functionen  <P(x)  zu  den  fp^x)  zurück,  wenn 
man  x(xk)  der  pozitiven  Constanten  tk  gleichsetzt;  —  m«n  wird  iber 
auch  die  Functionen  ^{x)  ans  ihnen  ableiten  können,  wem  man  mit 
<^it(0)  solche  Transformationen  Tomimrot,  dass  die  Function  IJ^ 
erster  Divisor  wird. 

£s  ist  nämlich 

\x»-|.i  ar»f 2  ■"  Xr/         \Xi  «j     f,/     l^rj(j-i) .  'J\{x^) ...  r,(x«);  * 


3 


Vi  '  .  ...  ^'l(Xr-l)P        \X,  X,       O-r-lj  • 

^  -  ^Var,  X,  •  xj  •  "ly,(x,).7\(*,)...  2i(xr)|«*    Vx, ^  * 

Diese  Ausdrücke  werden  in  die  Snmmenfonn^  für  die  Fiic* 
tionen  0  eingesetzt;  man  erhält  so 


Google 
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•r-t  -  (-1)'  ...  ['',''>VTf7f  X 


4 

•,- 

Wir  lassen  deu  gemoiDsamcn  Factor  aller  (P  fort  und  \ertauäclieii 

^^l^r^^p  mit  2»)  80  dass  wieder  %  eine  sonst  beliebige  rationale 

Function  von  r  bezeichnet,  die  nur  den  obeu  erwähnten  Voraus- 
setzangea  genügt.   Setzen  wir  daher  ailgeiiieiu 

05»)  e_(«)  =       s  h  jj. .  i (1 1  L) Yi_  jl.)../ \ 

Bo  ist  auch  ' 
o&d  für  die  Functionen 

e.(x),  ...  Ä,(ar),    ©^(a-),  C%(x) 

gilt  der  Starm'sche  Satz.  Ist  endlich  spcciell  xin)  =  fk,  so  wird 
^f>N(x)  ZU  0r-w(a;)  nnd  die  Gleichung  (47*)  geht  in  (47)  über,  wenn 
lir  in  ihr 
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setzen. 


Litteratur: 

Die  $  7.  1)  erwähnte  Abhaadlang  von  Joaehimsthal  (pag.  40). 


f  11. 

Ans  der  Gleichung 
folgt,  wenn  ^«(a;)  «  u(^$n-i)  gesetzt  wird,  . 


(49) 


für  ^'  =  1,  2, ...  r,  wo  t*t  den  Wert 


hat  und  nnttt 


verstanden  wird,  welchen  ^qn-i  für  «s^n 
nimmt  Eliminirt  man  ans  den  r  Gldehnngen  (49)  nnd  aot 
Oldchong 

die  r+1  Coofficientoii  von  '/'»(r)  und  Qi^jn-i  und  entwickelt  di 
Determinanten,  welche  den  Zähler  und  Nenner  von  n  bilden,  so  er 
hält  mau  die  Cauchy'sche  Formel  (22),  aus  der  sich  dann,  »ioi 
§  4.  gezeigt  wurde,  die  Ausdrücke  der  &  und  q>  durch  die  Wur/tl 
der  Gleichung  7'(j-)  -  0  ergeben.  -  Bleibt  man  aber  bei  den 
entwickelten  Determinanten  stehen,  so  werden  die  Functionen  q^q*- 
nnd  2h{x)  direct  als  Determinanten  gefunden.  Diese  Herleitung  liefe 
ZQgleieh  einen  ncnen  Beweis  dafür,  dass  die  Zeichenreihen  der  K 
durch  die  Gleichungen  (35)  und  (26)  definirten  Functionen  <p  und 
den  Zeichoureihen  der  Storm'schcn  Functionen  zweiter  Gattung 
Talent  sind. 

Wir  eliminircn  aus  den  r  Gleichungen  (49)  zuerst  die  (r-« 
Coefticicnten  von  Tuix)  und  danach  aus  den  nach  der  KUmiiuti 
erhaltenen  Gleichungen  nnd  ans 

auch  die  n  Coefficienten  von 
Nach  (49)  ist 


(51) 
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Die  PirtialbrBcliicricgutig  gidbt  die  Identität 

TJx)  _  j  Tn(xk) 


Kntwickclt  mau  beide  Seiten  der  Gleichung  (52)  nach  fallenden 
Potcuzcu  von  f ,  so  boginnt  die  Bcihe  links  mit  einem  Gliede,  welches 

^  enthält,  CS  mflssen  daher  alle  Glieder  der  rechteii  Seite,  welche 

Bit  einer  böhcrca  Potenz  von  a;,  als  der  —»ten  mnltipUcirt  sind, 
üeDtisch  verschwinden,  d.  h.  es  mnss 

2:    J;*^^  -  0  sein  ftr  »•  -  «—2,  ii-3,     2,  1,  0 

Es  ist  also  nach  (ul)  auch  £  ,^,1  \          oder  wenn  mau 


für  tti  seinen  Wert  g^^iy  substituirt, 

m 


»-»-2,  «-3,  ...  1,  0 

l.r       aTk^"  ' 


Hieraus  eigleht  sich  mit  Rlicksiebt  anf  die  Definitionsglcichong 
ftr  si^i  das  folgende  System  Ton  Gleichungen 


Ans  diesem  folgt  in  Terinndmig  mit  (50) 


=  0 


«0 


(M-l) 


Sn—1  Sn      ...  *52w— 2 


St  s. 


Es  sei  Yo^"""^  die  Constante  in  Tu{x)\  wir  finden  far  diese,  wenn 

wir  in  (52)  x  =  0  setzen,  den  Wert 


oder  nach  (51) 


54 


also  entwickelt 

Vcrbiuden  wir  diese  Gloichoog  mit  dem  System  (53),  so  erhalten  lir 
die  Relation 

(54)  — yo«"^«)^!.-!  —  «ö<"-*>^i. 

daher  ist  auch 

8^     8^  8m 


(Ö5) 


yo<'^-*> 


8m^l 


8h<-1  8n 

«»-s ...  1 


Es  bleibt  noch  der  constaute  Factor  — ~s —  zu  bcstimmca. 
Die  Gleichungen 

«2("-^).r«_i(a:)  =  2\(«).g,2H-2  —  r(«).g,fl»-2 

geben  mit  Rflcksicht  darauf,  dass 

9i  5!iH-2.fligii-i  —  9t9M-S*9t9»-i     af^"~^)  ist: 

Die  Constanten  Glieder  mttssen  beiderseits  dieselben  sein 

1  —  y^C^— +1). 

Die  Elimination  von  V""^^  aus  der  letzten  Gleichung  uud 
(54)  fuhrt  zu  der  Recursionsformel 

Is'ua  ist  die  üoustautc  in  l\{x) 


also  allgemein 


Oigitized  by  Googl 


Wendlandt:  JJie  iiiturm'schm  Functionen  zweiter  Gattung,  55 

Es  unterscheidet  sich  also  //i7„_i  von  d(T  durch  Gleichung  (35) 
defiüirteu  Function  9»-i(x)  nur  durch  oineu  stets  positiven  Factor. 

Man  kann  Tn{x)  in  analoger  Weise  wie  ^if/n-i  ableiten;  denn 
au  der  Gleichung  Tn{xk)     ^Mi'i»-^^  ^^ch 

«l-  .  i.         i<h  <ln-\)k  *   a-t«.  TnUk) 

tr'T^  i^u^TrW) 

Die  Partialbmchzerlc^gnng  von  ^  «eigt,  dass  dio  ünke  SeiU? 

dcrGldeiiung  (51a)  den  Wert  Noll  bat  ftr  t  —  0,  1,  ...  r— 1 
od  den  Wert  — a©^""*^  fftr  » —  1,  also  irt 

y  a-t'.  Tnixk)      (  0  fÄr  »  —  0,  1,  ...  r— »— 1, 

t  «*.  ^'('»)  ~  t  -«o<"-i)  für  »  1, 

art^.y'HUt)    ^  »  (3  für  A  =  2m  — 2,  2n— 1,' ...  r  +  u  — 3, 
i^r  Ti{xt).r{xk)  ~~  i  für  l  =  2u  — 3. 

Setzen  wir  daher 
tt&d  bezeichnen  noch 

1  r,(«M"(«) 

10  erhalten  wir  dies  System  von  Oleichongen 

0  —  yr-»^'^-'*^.»r*-«+yr-i»-l<''~*>.»r-iifl+...+yo^'^"">.«ar-Sh» 

«id 

(56») 

— ffft"-^      yr-H^''""^.Pr-«+X  +  yr-ii-lt''~'*>.»r-H+2  +  ...+  yo^'^""^.^^2r-2l•  f  1 

Wir  substituircn  die  Werte,  welche  sicli  aus  (56)  für  die  Ver- 
hältnisse der  Cocfficienten  von  Tnißc)  ergeben,  iu  den  Ausdruck  für 
^■(x)  und  ünden  so 
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WtndUndli  DU 


fkmcäwttn  tmeUer  GaUmng 


»5 


•M  tV— M-f  2 


Vr-it  t?,— «fl  ...  V2r-2u 


»3 


...  Vr->N-f  I 


Zur  Bestunmimg  dos  constanten  Factors  j^-^  erglebt  sieh  an 

(56)  und  (56*)  die  Formel 


d.  L  «  — 


durck  deren  wiederholte  Anwendung  man  zeigt,  dass 
ist  Es  ist  daher  die  durch  die  Determinanten 


(-1)« 


'*3 


...  l'r—ft\-l 
...  rr— H^2 


(n  «  0,  1,  ...  r) 


dargestellte  FnnctioneDreihe  der  Starm'scben  zweiter  Gattung  äqui- 
valent. 

Um  aber  T„{x)  ebenso  wie  durch  eine  Determiuante 

ttton  Grades  darzustcUeu ,   ersetzen  wir  in  (52)   Tniait}  diirdi 


—  z 


9k 


oder 

*  f»  1 

wo  wieder  mit  l/^  die  Samme  ^^ri  ^  bezeichnet  ist.  Vcr- 

b ludet  man  diese  Gleichung  mit  dem  System  (ö3),  so  sieht  man,  dass 
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Tn(x) 

T{x) 


^M— 1  Sn      ...  Siift 


ist;  hieraus  folgt  mit  Kücksiclit  auf  die  obige  Coustaatcubcstimmung, 
te  ^'l^y  Mb  saf  einen  wesentlicb  positiven  Factor  mit  ' 


(26) 


St 


Sn 


tbeniastininit. 


Su~l  Sn      ...  S2h—2 


Littcratur: 


Die  in  diesem  Paragraphen  gegebene  Herleitnng  ist  eine  Speda- 
linnng  der  Untersncbnngen  Jacobi's  in  dem  Aalsatze  §  8.  2)  — 
Min  Tergleiche  nocb,  besonders  beziglich  der  Gonstantonbestimmnng 

Brioscbi  „Sur  Ics  fonctions  d(i  Sturm''  (Nouvelles  Anuales  de 
Slath^matiqucs.  T.  13.  pag.  71).  —  Den  allgcmeiuercn  Fall,  dass  der 
erste  Divisor  von  einem  um  f'.(e  1)  niedrigeren  Grade,  als  F(x) 
ist,  behandelt  Brioscbi  in  gleicher  Weise  in  dem  Aufsätze  §  6.  2) 
pag.  304. 

Ueber  die  Darstellung  von  Tn(m)  durch  eine  Determinante 
(r— ii-[-l)teu  Grades  vergl.  Kronecker:  „Ueber  die  verschiedenen 
Storm'seben  Reihen".  (Monatsberiehte  der  BedUier  Academie.  Febmar 
1873.  pag.  124  nnd  130). 


§  12. 

Ein  anderes  Yerfiabren,  die  Functionen  ip  nnd  ^  direct  durch  die 
Determinnnteii  in  (36)  und  (26)  danusteUen,  geht  von  der  Entwidc- 
hmg  des  Ketlenbruchs 


Fix) 


q,  «* 


in  ebie  Beihe  aas. 
Wir  setzen 


(r  ^  m),     9»  =  «m+Z'n«^ 
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Bs  ist  ^  =        also,  wem  »<r, 

_  <h  n»     'Ts  7»  n  V2 7"  I  '/i  'i"  I       '/s  7>'  f  i  I 

oder,  da  M!±}^Mil  -Jl  ^3^^ 

^»^•••jw^r'"'^*^''  TTT.+«i*»*  ir^rrrrrziT^  +  -  4 

Ccrückfiicbtigt  man,  dass 

ist,  so  erhfilt  man  ans  der  letxten  Gleichung 
(57)   -        + + - + tt»^"^«'*)  'i^  +  S»x+ß^x^+ 

Auf  der  rechten  Seite  von  (57)  beginnt  die  £ntwicklang  nach 
wachsenden  Potenzen  von  x  mit  dem  GUede  ^{t^i)^^^"^ »  ®s  mflssen 
daher  links  suiAchst  die  Goeffidenten  tob     s^, ...     ...  a^^^  fljteicb 


(58)   


Diese  Gleichungen  reichen  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  in 
q^qn  aus,  sobald  man  die  Coelticieuten  von  gefunden  hat;  sie 

bilden  eine  Erweiterung  der  Kecursionsfonuel  (33),  die  aus  ihnen 
henorgeht ,  wenn  n  =  r  gesetzt  und  auf  beiden  Seiten  mit  /7W 
multipiicirt  wird.  Denn  da 

SO  ist  allgemein 
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Fenßt  mOasen  auf  der  linken  Seite  von  (57)  auch  alle  Glieder, 
veldie  die  Potenzen  oe",  gt>*^\  ...  a^*-*  enthalten,  verachwindeuj  dies 
{debt  die  Gleichungen 


(o9) 


Stellt  man  mit  dem  System  (59)  die  Gleichung 
,  xQsammen,  so  findet  sich 


^^^^  s,s. 


as»  at*— i  ,„  1 


«1  s. 


...  ^ 

...  iS„^i 


'  Barch  Yeigleich  der  Goeffidenten  von  s*"  in  (57)  gewinnt  man 
f  fie  Rektion 

.  MS  der  in  Verbindung  mit  (59)  die  Kecursionsformel 

1 


1(61) 
erhalten  wird. 


«0 


I     Nan  iat  nach  (60) 


X  1 


cTi+jSj«,  also     «  V^); 


sodann  iat     *~  r  und  ^.  die  Conataate  in  F^ix)  gleich  der  Con- 

stanten  iu  2\(x)  d.  i.  =— nach  (13),  also 

1  2 

IHto  hat  man  nach  (61)  allgemein 


(62) 


aj»^l)  mm  _ 


(^t^4 ...  JsM-a)'  «^s» 


I 
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Diese  Formeln  zeigen,  dass  <2i9»9  fthgcsclicu  von  einem  wesent- 
lich positiven  Factor,  mit 

(35)  -  Vnix)  ^  i-l)^  :  S,         ...     +  i 


«»  a?*-!  ...  1 


identisch  ist 


Da  man  aus  diesem  Wert  von  (p„(jr)  leicht  seinen'  Ausdruck  durch 
die  Wurzeln  von  F(z)  »  0  ableitet,  so  kann  man  zur  Bestimmang 
von  6r-u{x)  sich  hier,  wie  auch  im  letzten  Paragraphen,  der  Methode 
des  Herrn  Prof.  Stern  (§  4.)  bedienen ;  man  erhält  dann  freilich  ftr 
tfr-w(«)  die  Darstollang  durch  die  Wurzeln. 

Um  im  Auschlu^^H  au  die  vorhergehe ndfu  Bctrachtuugeu  6,-u{x) 
sofort  als  Detcrmiuauto  aufzustellen,  bemerken  wir,  dass  nach  (11) 

'/Xx)    ^         •  Fix) 

ist  Entwickelt  mau  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nai  h  wachsen- 
den Potenzen  von  so  beginnt  nach  (57)  die  Beihe  erst  mit  x^; 
es  wird  also 

oder 


Wir  vertauschen  hier  die  Keihenfolge  der  Summatioa  und 
flBr  £  rit+i+r      glcichgcltenden  Ausdruck  t  r-;  dadvtii 

vereinfacht  sich  die  letzte  Gleichung  zn 
Aus  dieser  und  dem  System  (59)  folgt 
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Fix)  Jn 


S,t     5,1  fi  ...  Ssm 

Uh-^I  Üh  I  2  ...  U'ht^i 


Ftt^iix) 


ud  daher  ist  bis  auf  einen  positiven  constanten  Factor  ■      .  gleich 


8»     8^1  ^  Ssm 


Litteratar: 

Das  in  diesem  Paragraphen  eingeschlagene  Verfalirou  verdanko 
ich  einer  Mittoihing  des  Herrn  Prof.  Stern.  —  Vergl.  noch  Ilauckel 
„Leber  die  Transformation  von  Reihen  in  Kottenbrüchc"  (Schlörailch, 
Zeitschrift  fttr  Mathematik  und  Physik.  7.  Jahrgang,  pag.  338). 


§  13. 

Die  Functionen  ^,  7,  ^  sollen  endlich  unmittelbar  dorch  die 
Coeffidenten  von  F(ar)  und  Fi(x)  ausgedrückt  werden.  Wir  ersetzen 
xa  dem  Zwedco  die  Determinante  »ten  Grades  in  (37)  durch  die 
vom  Grade  2fi— 1 


«  (-1)» 


1  0  0  ...  0  0  0 
0  1  0  ...  0  0  0 
0  0  1  ...  0  0  0 


0 
St 

s. 


St 
Sn 


0  0  0 
0  0  0 
0  0  0 


10  8i 
0  S,  8, 
0  8,  8^ 


Sn-i  8m^l 
8n^l  8h 
8m  8m^ 


0  0  0  0  8m^i  8n  ^  i%»-S  i^-S 
0    0    0  ...  0    Fii      VnJ^l  ...  Vm  Vim^l 

Der  gewählten  Bezeichnung  zufolge  ist  Vi    F(x) .  Ui^  also  nach 


addiren  wir  daher  die  erste,  iweite,  ...  (S^— d)te  Horliontafreihe, 

F(«)    Fix)  F(k) 

nachdem  dieselben  bez.  mit 


»  ••• 


multiplicirt  sind. 
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zur  letzten  Horizontalreihc  uud  uehmen  aus  dieser  deu  Factor  ^—ti, 

vor  die  Betenmmuite,  so  werden  die  Elemente  der  letzten  HoiiiOBtal- 
reihf» 

Hierraf  addircn  wir  zn  jeder  der  übrigen  Horizontalreihen  die  aftomit- 
Hchen  Ober  ihr  ttehenden,  welche  wir  znTor  der  Beihe  nnch  ron  oDln 
nach  oben  mit  0^0^ ...  midtipHdren«  nnd  benutzen  zur  Redoction  der 
80  erhaltenen  Elemente  die  Reenrsionzformel  (33).   Abgesehen  Tot 

dem  stets  positiTon  Factor  Ts^rg  wird  dann 


(63) 


1      0      ...  0 

0 

0 

...  0  hg 

Ol        1         ...  0 

0 

0 

bg  h^ 

Ot      Ol      ...  0 

0 

0 

...  &i  &| 

a»-a  «hi-a  ...  1 

0 

^> 

...  S 

^» 

h 

...  ^-8  ^-1 

««— 1  ...  Ol 

...  ^-1  hu 

a^^tttftt^i ...  a». 

-1  ^-a 

...  flr.Fi(«)  F,(«) 

Man  erhält  aus  der  Detcrininautc  in  (63)  1)  gp„_i(ar),  wenn  man 

0  statt  F{x)  und  1  statt  F,(a:),  2)  v»_2(x),  wenn  man  umgekehrt 

1  statt  F(x)  uud  0  statt  Fjfjs)  setzt  Man  findet  femer  3)  das  cod- 
stanto  Glied  von  ^m-M^i(x)  oder  (j[>n-i(x),'^N.i,  wenn  man  die  letzte 
Horiaontalreihe  nnd  die  letzte  Verticalreibo  streicht  (wodurch  did 
erste  Horizontalreihe  nnd  die  erste  Verticabreihe  zugleich  mit  weg- 
fidlen), 4)  den  Goefficienten  der  höchsten  Potenz  in  ^.i(«),  wena 
man  die  lotste  Horizontal-  nnd  die  «te  Verticalreihe  fortUsst,  asdi 
die  restirende  Determinante  (2ii— l)ten  Grades  mit  C— 1)^'  molti- 
plicirt   Um  endlich  5)  den  Coeffidenten  der  höchsten  Potenz  ia 
4^M-t,(c)  zn  bilden,  striche  man  die  letzte  Horizontalreihe  nnd  dis 
»te  Terticalreihe  nnd  mnltlplidre  das  Resnltat  mit  (— 
ebenfhOs  streiche  man  in  der  Determinante  (63)  die  letzte  Horizostal- 
hnd  die  (n — l)te  Verticalreihe  uud  multiplicirc  den  Rest  mit  (— l)".a*; 
die  Summe  beider  Resultate  giebt  den  höchten  Coefticicutou  lu  \>«-«(<r)- 

Damit  der  Stnrm'sche  Satz  anf  die  in  (63)  daigesteUten  Fase- 
tlonen  d  Anwendung  finden  kann,  identifidren  wir  am  einfiMdutes 
Fi(«)  mit  l^(s).  Dann  ist  ^  —  (r+l)arf  1  und  daher 
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•4  f 
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H  9 
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s    %  s 


a  Q  a 
s    s  X 

i.  i.  i. 
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a  o 


CS  a 
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a  's*  8^ 
=    I  I 

I  I 


+M 


i»     ^  2 


8 

5* 


II 


O  Q  O 


o  c  o 


o  o  o 


•      •  • 

:    t  : 


i»  o 


AoB  dieser  Determinante  leiten  sieh  die  nbrigen  Gftaen,  genau 
vieTorhin  aus  (63)  ab. 

Litteratur: 

Cayley  „Nouvelles  llecherohes  sur  les  fonctions  de  M.  Sturm" 
(Liouville.  Jourual  T.  13.  pag.  269).  Das  Vorzeichen  von  Cayley's 
Functionen  berichtigt  Hattendorf,  Dissertation  §  9.  —  Vergl.  noch 
Brioacbi  in  der  Abbandlang  unter  §  11. 


f  14. 

Aach  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Ausdrücke  l^dnneu 
direct  erlialten  werden.  Setzt  man  nftmlidi  in  (11) 

—  ^+iii«4-...+^i-iai^"* 
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WMdUmdU  IHi  StMrm*tdkH  BmelSoim  tmtäUr  GaUmi§. 


und  beachtet,  dass  die  i^iedrigste  Potenz  voii  «  auf  der  linken  Seifee 
die  2(»— l)te  ist,  dasa  >adao  auch  auf  der  rechten  Seite  das  oonstnlß 
Glied  und  die  Co^ffidenten  Ton  a-,  x\  ...  s^-^  Tencbwindeii  mUnea, 
80  Ollgeben  sich  folgende  Gleichnngen 
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II 

0 

••• 

0 

0 

0 

...  ö 

1«, 

1 

••• 

0 

• 

0 

0 

... 

i 

•  •  • 

0 

0 

0 

... 

'  Oi«-2 

•  «• 

1 

0 

-2 

h 

...  h„-2 

-1 

i' 

h 

...     ^»M— 1 

«II 

-1 

...    hin  -4 

h 

11-3 

,F^(x)  ««-2  f 

fii-i 

1 

0 

...  0 

0 

0 

• 

0  4« 

1 

...  0 

0 

0 

-4 

• 

-1  ^< 

-2  ... 

&2n— dSN< 

-4 

SO  wird 


odiT  wenn  .lo  =*«-i  gcnommeii  und  der  stets  positive  Factor 
unterdriickt  wird, 

(65)  ^m^ix)  =  Dn 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  diese  Function  mit  F„{x)  im  Vor- 
zeichen übereinstimmt.  Da  d^m-nix)  und  q>u{x)  dasselbe  constante 
Glied,  (m»  iiaben,  so  findet  man  iiier  wie  im  §  3.  die  Relation 

^Qs  der  folgt,  dass  die  constanten  Factoren,  durch  welche  sich  die 
foDCtioneii  T  Ton  den  Functionen  ^  nntersctieiden,  s&mmtlich  das- 
selhe  Vorzeichen  hahen.  Nun  unterscheidet  sich  aher  das  constante 
Glied  in  FJim) 


2_ 

V 


1   0  Äo 

öl  *o  h 
bi 


1 

V 


&ar  durch  den  positiven  Factor  ~^  Ton  der  Constanten  iu  i>m-2(x)y 


M  haben  daher  flherhaupt  die  durch  (65)  dargestellten  Functionen 
mit  den  Functionen  F  gleiches  Vorzeichen.  —  Die  Gleichung  (65) 
ist  identiach  mit  (63). 
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W^mdlamdt:  Dm  Sturm'tekßm  /•mclwAM  zteeäer  GtMm^. 


Litteratar: 

Jacübi  (is.%  sub  §  9.  2)  pag.  110),   Sturm  (1^12  sub  §2.  2) 
pag.  ST)!))  und  Sylvester  (1853  sub  §  :i.  2)  im  Art.  2.)  bcmerkou,  dass 
ilic  2n  — 2  Bcilingungsglcichuugen  zwischeu  den  Coefticicnton  von 
(fu-i(j-)  und  t/^'„-2(x),  weiche  sich  unmittelbar  ans  d  r  FunctioDai-  . 
gleichung  ergeben,  zu  einer  directcn  Bcstimmnng  der  FuDctioQon  ' 
^M.w(ar),  if„-i(j-)  und  f^n-  üir)  (von  einem  constantcn,  allen  drei ; 
gemeinsamen  Factor  abgesehen)  hinreichen.  Hattendorf  (Dissertatioa 
I  la)  hat  zuerst  diese  Hcrieitongen  wirklich  dnrcfagefilhrt 

§  15. 

Bei  dem  gewöhnlichen,  bislier  betracbteti  n  Verfabrt  n,  dicShmn-' 
fichen  Keste  zu  bilden,  wurde  die  I)i\isi,)ii  stfts  so  weit  fortgesitz:. 
bis  der  Quotient  ein  Binom  darstellt(\    Man  kann  dagegen  auch  jede 
Division  schon  nach  einmaliger  Ausführung  derselben  abbrecbeu. 
Daun  erb&lt  mau  folgcudes  Schema 

(66)   i 

Ihn-'i  —  «ai,«2.  Whi-l+X,  Ü2m  \        TTju-l  —  «2»  _i.  U2h  +«•  Wbt-l 

dem  der  Kettcnbmch  entspricht 

/i(«) 

•         — ^    «        /    =  ^ 
«ir-2  +  — —     (r  ^  n») 

Wir  nehmen  an,  dass  in  keiner  der  Functionen  6"  und 
constantü  Glied  und  der  Coefficieut  der  höchsten  Poteuz  von  jc  vo^ 
schwinden.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  V2  vom  Grade  m  — 1, 
ir.  vom  Grade  m  —  2  und  allgemein  jede  Function  r  von  demselbfa 
Grade,  wie  die  ihr  vorlier^^eheiidc  Function  B',  jede  Function  U'  aUf 
von  einem  um  1  niedrigerem  Grade,  als  die  ihr  vorhergehende  Fun> 
tiou  U.    Ist  der  gemeinsame  Factor  von  F{x)  und  vom  Graüö 

m— r,  so  ist  W2r-i  die  letzte  der  Functionen  W,  Ü2r  die  leUiD  (itf 
Functionen  IJ\  I/2r  ist  jener  gemeinschaftliche  Factor. 

Um  die  bei  diesem  Yer&hren  aoftretenden  Functioiien  mit  dca 
Storm'scben  Functionen  zweiter  Gattung  in  Beziehung  zu  setseo,; 
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dnumron  wir  ans  (66)  die  ü  und  yergleichen  die  entstehenden  Glei- 
dnugen  mit  (3) ;  es  findet  sich 


Mr. 


Bezeichnen  ^ir  mit 


...  am  die  Cocfticiontcn  von  F{x)^ 

...  im— t       die  Coefficienten  ?on 


^a^-^',  r,(2»-i),  ca(2«-i),  ...  ('«,-H<2»»-i)  die  CoefticiL'uteu  von  U'2«-i, 
c^(2»i)^     ^(2»i)^       cto-J2«)    die  Cocfficientcn  von  Ihm 

[  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  wachsenden  Potenzen  von  x  entsprechen, 
.  Sil  crLüIt  man  unmittelbar  aus  dem  Gange  der  Division  zur  Berech« 
Quag  der  Coeiücienten  die  KecurbiüUbformel 

(67)  -  c.f — «».c,  fi(*+n 

wobei  c«(<^)     <^  und  c«(^>  »  6«,  und  für  den  Teilneoncr  au  den  Wert 

I     Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  (67)  giebt  die  Formel 

durch  deren  wiederholte  Anwendung  man  joden  Rest  dircct  durch 
'^(')>  ^li»)  und  ihre  (^efficientcn  darstellen  kann. 


Zerlegt  man  nämlich  in  der  Gleichung 


(t-i) 


,  ^ie  erste  Verficalreihe  nach  (G7*),  so  zerfällt  die  Determiuauto  in 
zvei  Determinanten,  welche  sich  zusammenziehen  lassen  zu 


(»-2) 


Co«*-») 


(4-2) 
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Zeflflgt  maa  ebenso  die  letzte  Verticalreihe  dieser  Deterntste, 
so  findet  man  nach  einigen  Bednctionen 


Co«*-«»  €i»C»-«) 

C^(t-2)  <.j(»-4) 

C,-|.2^*-3)  c,4.2(*-*) 


Allgenu'in  zeigt  mau  mit  denselben  Mittela  die  Uebereiustimmong 
der  folgenden  Determinanten 


nnd 


1 


«jC»-»-«)  ... 

9b— S) 

Die  wiederholte  Auwoudung  dieser  Transformation  führt  für 
2f»— 1  zu  dem  Endresultate 


...  <:o(i).c.(2«- 

-l) « 

0 

0 

0 

0 

^.  0 

•  0 

0 

...0 

...0 

<!2»-3^^)      Ohi^^^^      C2»-4(>)      C2u-i^^^      <?2«-«W      C2h-0  ^.  rH-J-^» 

lc»|-2i»-2^^^  C«+2»_2^^^  C,4.2«-8(^^  f«f-2#t-3^^J  Ct  f2M-4^^^  C«+a».-4^^>  ...  C^^m^l'^'l 


Um  hieraus  die  Fonction  W2H-1  zu  bilden,  müssen  wir  die  letiti 
Horizontalreihe  mit  multipliciren  und  die  für  «  =  0,  1,  ...  m— ■ 
sich  ergebenden  Ausdrücke  suniiiiiren.  Addiren  wir  danach  zu  iltr 
letzten  Horizoutalreihe  noch  die  Ite,  2te,  ...  (2n— 2)te,  nachdea 

diese  xn?or  bez.  mit  sb^-^*  '** «  ^^b^^P^^^  ao  ei|iebt 
sidi 


wenn  Vm  die  Determinante  darstellt 
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t 

(69)  Ai- 


1 

0 

0 

.M  0 

0 

1 

...  0 

0 

«1 

...  ü 

0 

Ou-2 

Äh— 3 

...  1 

0 

^H— l 

011-2 

•••  0I 

*o 

-4 

...  «M-l 

...  9^\F(X) 

Kon  ist 


ibo  mit  B&cksicht  auf  (68) 

Dirso  Gleichung  zeigt,  dass  die  Zoicheurciheu  der  durch  die 
Determinanten  Dn  dargestellten  Fnnctioiieii  den  Zoichenroihen  der 
iaactionen  Fn{x)  Äquivalent  sind. 

Die  Determinante  (70)  stimmt  mit  (1)3)  uud  (t)'))  überein;  denn 
die  Determinante  (70)  erhält  nur  den  Fiutor  (— =  +  1,  wenn 

man  die  Ite,  3te,  ...  (2«— l)to  Horizontalroihe  nach  einander  bez. 
m  (2«  — l)ten,  (2n— 2)ten,  ...  nten  macht. 

Litteratur: 

IKm  Verfahren  entwickelt  Heüermann  in  seinen  drei  Aufsätzen: 

l^ß  ,X'cbcr  die  Verwandlnng  der  Reihen  in  Kettenbrttche*^ 
(Crdie  fid.  33.  pag.  174). 

1852  „Leber  die  Reste,  welche  l)ei  der  Anwendung  des  Sturm> 
tthen  Satzes  vorkommen''  (Grelle  Bd.  43.  pag.  43). 

1854  „Ind^[>endente  Berechnung  der  Stnrm'schen  Reste**  (Grelle 

Bd.  48.  pag.  190). 

VergL  noch  Sylvester:  ,,0n  a  Theory  of  the  Syzygetic  relatlons^^ 
irt  10. 


S  16. 

£8  ist  meine  weitere  Aufgabe  zu  zeigen,  wie  aucb  aus  der 

Hemiite-Jacobi'scbcn  Betrachtungsweise  die  Gültigkeit  des  Sturm- 
schen  Satzes  liir  die  Sturm'ächeu  Functionen  zweiter  Gattung  gefolgert 
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werden  kann.   Zu  diesem  Zwecke  stelle  ich  zunächst  kurz  die  Hanpl- 

puuktc  dieser  Methode  zusammen. 

Wfthrend  alle  Forscher  vor  Hermite  Functionen  aafirasteDea 
suchten,  welche  die  im  §  1.  unter  1),  2)  und  3)  entwickelten  Eigen- 
schaften hesitzoD,  ging  Hermite  von  dem  TrSgheitsgesetae  der  quadra- 
tischen Formen  aus: 

„Wenn  man  eine  quadratische  Form 

«  »  I 

l.r  l.r 

von  den  r  unabhängigen  Variahein  «x«         ^9  ^  wacher  dio  1 
Coeffidenten  (An^  =  A%,^  sftmmtlicfa  reell  sind,  vermittolst  eiaer 
reellen  linearen  Substitution 

in  eine  neue  Form  *  * 

l.r 

transformirt,  welche  nur  dio  Quadrate  der  Yariabeln  enthmt,  so  wird 
die  Zahl  der  positiven  und  negativen  Terme  in  der  tnmaformirtea 
Form  stets  dieselbe  sein,  welche  Substitution  man  auch  gewftlilt  haben  | 
mag/^  (Baltzer,  Determinanten  §  13,  15). 

Zur  Bestimmung  dieser  constanten  Zahl  fuhrt  am  einfachsten  die 
reelle  luieare  Substitution 

«n  =  l'n  +  a«+l,»it'ii+l-j-aH+2,M»'n+24"'"4"ö»^.»» 

(tt  SS  1,  2,  ...  r),  welcher  die  Coeffidenten 

J^'**  ,   (»«1,  i^,  ...  r) 
1»»— 1»»— i 

entsprechen,  wenn  m„,,i  die  Determinante  bezeichnet 


(71) 

An^n 

Die  transformirte  Form  /  enthält  also  so  viel  positive  und  bei. 
80  viel  negative  Glieder,  als  Zeichenfolgen  und  bez.  Zeicheawechsd 
in  der  Reihe 

(72)  m^j^  =  1,  «»1,1     «^i.i»  *4»tf  •^.s»  ••• 

vorkommen. 
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Es  seien  nun  wie  früher  von  tlen  Wurzeln  iler  Gh^ichung  F{x)  =  0 
j'<+i,  -/"r+L',  ..-  -Tu,  irjjft'ud  welche  Wiederboluiigeu  der  unter  einander 
verschiedenen  ^Vur/.cln  ,  r^,  ...  .r,.  Lezcii  linen  wir  ferner  mit 
Pjf'j).  qJx)^  ...  qAj)  rationale  Tunetionen  vun  x  mit  reellen  Cocfli- 
ntnteu,  mit  a  eine  i)ositivc  oder  negative  ganze  ungrade  Zahl, 
cndJich  mit  «(ac)  und  n{x)  zwei  Polynome  mit  reellen  CoefficicDtcn, 
welche  fftr  jeden  reellen  Wurzelwerf  von  F{x)  =  0  im  Vorzeichen 
okreiustimmen,  so  führt  die  1  Betrachtung  der  für  die  Stürmischen 
,  Faacüonen  „erzengcnden^*  quadratischen  Form 

*  ©(jr»)      ^        '\  *, 

in  der 

k  {a{xk) 
(74)  An4t  =  ^  (a- — n)«.        .  9i>(n).9«(n) 

l,r 

uf  dieson  Satz: 

„Für  einen  reellen  Wert  h  von  stimmt  die  Anzahl  der  Zeichen- 
folgen in  der  Zeichcnreilie  der  Functionen  (72)  überein  mit  der  Au- 
ahl  der  verschiedenen  complexen  Wnrzelpnnre  von  F{x)  —  ver- 
mehrt um  dio  Anzahl  der  verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  kleiner 
sl8  A  sind. 

Und  die  Anzahl  d(  r  Zeichenwechscl  ist  gleich  der  Anzahl  der 
verschiedeneu  co]iii»h'X(  n  Wnrzel])aare,  vermehrt  um  die  Anzahl  der 
verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  grüäser  als  h  sind. 

;     8ind  daher  h  und  h  reelle  Zahlen  nnd  &  >    so  liegen  zwischen 

Ä  und  ar  —  i*  so  viele  verschiedene  redlo  Wurzeln  von  F(«)=-0, 
wie  die  Zeichenreihe  von  (72)  für  a:  =  ib  weniger  Zeichenwechsel  ent- 

iioii,  als  für  X  ^ 

Yeri^.  Brioschi:  „Sur  los  s^ries  qni  donnent  lo  nomhre  des  racinos 
F^Ues  des  ^nations  algibriqnes^^  (NooTelles  Annales  de  Math^ma- 
tiques  T.  15.  pag.  264). 

§  17. 

üm  hiemach  ans  den  unendlich  vielen  Systemen  von  Functionen 

„  (71),  welche  die  Eigenschaften  der  Stürmischen  Functionen  be- 
sitzen, die  vorhin  betriu  litcten  Functionen  abzuleiten,  nehmen  wir  die 
folgenden  Substitutioueu  vor. 
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L')  Unter  den  Yoraussetzuugcu 


wird 


daher 
(76) 


«I«.»  =  (—1)» 


t«,     Mj       ...  tM+l 

t*«     «»  +  1  ...  U2n— 1 


d.h.  nach  (42)|die  Function  mn^n  geht  in  die  Sylvester^sche  Function 
zweiter  Gattung  ^«»(z)  Aber. 

IL^)  Setzen  wir  dagegen 


also 


*  Uxi)  1 


—2: 


l,r  «» 


80  ist 
(76) 


d.  i,  —  —  Üii-i-«— 1 


mn^  —  (— l)"    f ,    t/g     ...  Dh 

f/,    i/a  ... 


d.  h.  nach  (41)  die  Function  mnjn  ist  in  diesem  Falle  identisch  mit 


der  Sylvester'scheu  Function  zweiter  Gattung 


F{x)  ' 


Diese  Ableitung  der  Functionen  (p  und  ^  ist  gültig,  es  mifgea 
die  Toilnenner  des  Stürmischen  KettenhruchB  zweiter  GattiiDg  sAnml- 
lich  linear  sein  oder  nicht. 

III.^  Hält  man  dagegen  au  der  Voraussetzung  des  §  1.  fegt, 
so  lianu  auch  aus  der  Methode  Uermite's  die  Gültigkeit  des  Sturai» 
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sehen  Satzes  für  die  Zähler  der  Nähoningswcrte  des  Sturni'schcn 
Ketteobruchs  zweiter  Gattoug  selbst  bewiesen  werden.  Wir  legen  die 
Gloduiogea  za  Gmnde 

m   


^      ^  Ott/  \mi  \  ==  0  fttr  jeden  Wert  von  r  nnd  die  Samme 


0  für  r  —  0,  1,  2,  ...  r— 2, 


*  a-t»-  _  I  0  für  r  —  0,  1,  i 
,7,r'(af»)~l  -1  fÜrr  — 1, 


weil  sie  gleich  dem  mit  negativem  Zeichen  genommenen  (Quotienten 
der  beiden  Determinanten 


1 

...  1 

1 

1 

1 

*t 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

und 


1 
1 

»^1 


1 


1 
1 


-1 


pi\  dalier  findet  .man  nach  (8*) 

*     XkrT^ixk)        S  0  für  r  =  2,  3,  ...  r  — 1, 
U  T\xk),T^{xk)  "  \  -«1  für  r  «  1, 


iod  iDgemein 


(0  für  r-2(i-l),  2(i-l)+l,  ...  r— 2+(»— 1), 
ü  r(ark).^i(«»)  ~  l-«!«!  ...«#-1  fttr  r«-2(»-l)-l. 


«der 


»  xt'-i.rt<-W.r.(;rt)  _  (  0  für  r  —  i,  /  +     ...  r— 1, 
U  \  - ...  a.-i  für  r  -  »— 1. 

Biese  Gleicbnsg  ist  identisdi  mit  (51*),  die  aber  anf  ganz  verschie- 
dssem  Wege  gefanden  wnrde. 

Bezeichnet  man  mit  yo^''~'>  das  constante  Glied  von  Ti(x)  und 
setzt  zur  Abkürzung 
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(78)  Z  T^).T,M 

80  erhält  uiau  mit  Hülfe  der  Relationen  (77*)  sofort  die  budcu 
Gleicbuugeu 

^^^^       U  Ofür(Ä-0^>0 

und 

Ans  dem  System  (3*)  ersieht  man  aber,  dass  r«^**"^)  ^  -'^ 
dkhur  ist  •nek 

(80)  *  =  -! 

Um  diese  wichtige  Beziehang  (80)  herznieitoD,  kann  man  aoch ') 
in  den  Gleichungen 

Tiixk)    —  («^+1  +  jJ^+l  «i).7V+i(flr»)  — ar**.r*+2(arfc) 

auf  beiden  Seiten  bez.  mit  n^— ^)-^7V+i(^t)  und  xt'A»-i)-i.7;(/>^ 
multiplicireu  und  von  «  1  bis  k  ^  r  summircn ;  man  erhält  mit 
Rücksicht  auf  (79) 

i.1  xt'-l-».aV-i.yV(rO.Y;>i(xi) 

(80) 

*1  ar»-i-lV-».7;fn).r,+i(a-i) 
und  daraus  die  gewtlnschte  Relation 
denn  es  ist 

*  1     T  (rv)  1 

Mnitiplicirt  man  ferner  die  Gleichung 

(3*»)  Ti^iM  -  (cf^+/J,ack).2V(ir»)  -«»«.7V+i(*») 

auf  beiden  Seiten  mit  rj?*-*.T${xk)  und  summirt  über  k  von  1  bis  r. 
so  erbält  man 

oder 
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Mii]ti])Iidrt  man  endlich  beide  Seiten  von  (3**)  mit  xk^^*'*.Tk{xk) 
und  sommirt  wieder  von  ib     1  bis  ^*  =  »,  so  wird 

wenn  (A  —  0*  >  1,  also  aoch 

Setieii  wir  nmimehr 


10  igt  zimftcbat  nacli  (10*) 

aad  daher  folgt  aas  (74) 

I     Hieraus  ergiebt  sich 

intens  f Or  m     «  nach  (82)  und  (80) 

zweitens  fttr  «  =  n^-l  nach  (81)  und  (79) 
« 


«irittens  Abr  Werte  tob  n  ond  «,  die  sich  nm  mehr  als  die  Einheit 
urteneheiden, 

At^  »  0  nach  (83)  und  (79) 

Führt  man  dieso  Werte  in  (71)  ein,  schafft  die  Nenner  vor  die 
Detemiuaiite  und  multiplicirt  jede  Horizontal-  und  jede  Vorticaireiho 
Düt  —1,  80  findet  sich 


1 
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1 


qi  »   0  ... 

0 

0 

0 

0 

0    X  ... 

u 

0 

0   0   0  ... 

qn-l 

X 

10  0  0  .„ 

d.  h.  «In,« 

Wahlen  wir  noch  «  —  0,  so  redudit  sieb  ^  «if  ctm,  ^^*anf 

und  An^  wird  Nall  für  (» — «)^  >•  0;  daher  ist  in  diesem  Falle  eiiiiac 

'   — _L_ 

(r,.«;...  0f| 

und  diese  GieidiaDg  giebt  wieder  den  Satz  S  2- 

IV. ^)  Setzt  mau  iu  (73)  und  (7i)  (f  =  0,  so  enthält  die  tran 
formirte  quadratische  Form  /  so  viel  negative  und  so  viel  positi' 
Quadrate,  wie  die  Gleichuug  =  0  verschiedeue  Poaro  com^h 
coiyugirter  Wurzeln  besitzt 

SubsÜtoirt  man  gleicbzoitig  wie  in  III. 


SO  folgt 


Daher  ist  jetzt 


»1  ^-i.T,.Uk).T.(.Jrt) 


1 


also 

(86) 


.Im  -  0  flir  (»-#)•>  1 

_        1  /?,  1    0   ...  0 

0   1        ...  0 


O 
0 
O 


0   0   0.^  1 
0    0    0    ...    1  fin 


Dorch  dies  Resultat  ist  abermals  der  bau  §  2.  verificirt. 
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Ist  endlich  *) 


10  wird 


An^  =  ^-ft-f  2A-2 


Es  giebt  also  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  wie  der  Zeichenfolgen 
iu  der  Keiho  der  Determinanten 


W     1;  SiXi 


tiie  Anzahl  der  verschiedenen  imagioAreii  Wvrsebi  Ton  F(x)  0  «i. 
h  (86)  kann  man  für  X  irgend  eine  ganze,  positive  oder  negative, 
2ihl  setzen  nnd  erh&lt  danach  unendlieh  viele  äquivalente  ^chen- 
nihen;  speclell  für  A  —  0  nnd  1^1  gelangt  man  zu  den  Beihon 
(3Q  nnd  (89)  znrflek. 

.  Littoratur: 

1)  Yergl.  die  im  §  16.  dtirto  Abbandlang  Brioscbi^s. 

2)  Briosehi:  „Sur  les  fonctionz  de  Stnrm.^  Comptez  Rendas 
T.  68.  pag.  1318.  1869. 

3)  Kronecker:  ,,Sur  le  th^oräme  de  Sturm.^^  Comptes  Hendus 
T.  6a  pag.  1078.  1869. 

4)  Jacobi  (Grelle,  Joomal  Bd.  &3.  pag.  281). 
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Datiert  Im  Ctom  jpMivf  <Im  Ftigkiif»  Hgdkn  OtHft. 


Les  trois  sph^res 

des  Pülyedres  reguliers  ^toiles. 

Georges  Dostor, 

Profeuear  k  U  FmoIi^  des  tcienees  d«  rUDivtnit^  catholiqne  de  P«rii. 


§  1.  Notioe  tur  Im  Polyddret  r^uliers  MoNdt. 

1.  La  d^onvert^  des  premien  Polyidres  6toi)ds  paniit  dve  i 
Kepler.  Bub  boh  Harmonique  da  Mondo^  le  grand  aslnmoo» 

donne,  k  la  page  69  da  deuxiöme  liTre,  la  comtraotion  des  daff 

dod^ca^dres  regulier«  6toil6s,  qui  ont  dos  aiigles  solides  convexes. 
Ia's  faces  de  ces  dcux  poly^dres  sout,  j)our  Tun  et  pour  TaDtre,  dei 
pentagones  reguliere  etoiles  ;  mais  les  angles  solides,  qui  sont  convexes 
dans  les  deux  corps,  sont  pentaedrcs  daus  le  premier  et  tri^dres  d&us 
le  second  do  ces  deux  polyedres  Etoiles. 

Daus  le  mdme  lim,  &  la  page  54,  Kdpler  fonniit,  de  ebaciu  df 
ces  Corps  constellte,  im  doabü)  dessin  ombrc,  parHütement  ex^te: 
les  denz  polyödres  sont  reprßsentds  chacnn  de  fkce  el  do  pt 
rapport  k  Tan  des  pcntagones  etoiles,  qui  les  termiaent 

n  est  probable  quo  raatenr  des  lois  plandtaires  anrait  ^  coa*| 
dnit  Immddiateine&t  auz  deux  aatres  polyödres  reguliers  ^toü^i  i*^ 
avait  ea  lldte  de  rezlstence  d'angles  solides  öU^lds.  On  stitqsectf 


*  H«rmoBic«t  mnndi  libri  V.   Lincü  Aastriac,  MDCXIX;  io-ibl*. 
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den  polj^dres  rayonn^B  sont  tenotn^s,  Ton  par  des  po^ygones.  r^- 
golm  coAvexes,  et  rantre  par  des  triaogles  ^quOatSranx,  mais  qao 
]m  logles  solides  sonl,  dans  les  dem  coips,  des  angles  penta^res 

Ccs  deuz  nouvcaux  polyedres  rdgnliei-s  iHoilös  n*ont  6t6  trouves 
•jQ  on  109  par  ruiustrc  Poinsot,  qui  a  ^tabli,  d'une  mani^re  g^nö- 
nle,  la  Theorie  des  polygones  et  poly^res  ^toUes.^ 

Dcux  aus  plus  tard,  Cauchy  a  prouvi'  qu'il  u'existc  quo  quatrc 
l  polyedres  reguliers  etoiles,  et  que  ces  polyedres  s'obtiennent,  eu  pro- 
I  longeant  les  aretes  uu  les  faces  daus  lo  doduc&edre  regulier  conyexe 
[  «t  l'icosaeüro  regulier  convexe.^ 

.  Eüfin  cu  1858,  M.  Joseph  Bertraud  a  etabli  Ic  meme  principe, 
»  <rii  ruttacliaut  aussi  les  polyedres  reguliers  etoilüs  uux  pulyedres  re- 
guliers convexcs.  La  ileiiJüiistratiou,  tout  aussi  rigoureuse  que  celle 
>  ilo  Canchy,  exige  uue  att(^ntiou  moius  abstraite  et  prescute  Tavautago 
'  ü'imc  plus  graudo  simplicit^.' 

(Test  tont  ee  qui  paralt  avoir      toiit6  sor  les  polyedres  r6- 
.  gulieis  6toil68. 

I     2.  Dans  ce  memoire,  nous  nous  proposons  d'itablir  les  fomudes 

'  generales,  qai  lient  cntro  cux  les  divers  Clements  d*un  poly^dre  re- 
?iilior,  quo  ce  coq)s  soit  couvexe  ou  etoile.  Nous  ferons  intervenir, 
dans  ces  formales,  un  nouvel  616ment,  qui  u'a  pas  cncore  ete  eousi- 
d^re  jusqu'ici :  Ic  rayou  do  la  sph^ro  taugente  aux  aretes  du 

Lpoljidro  regulier. 

L'asage  de  ce  rayon  noas  pcrmet  d'obtenir  nos  formales  d'nne  ' 
M^kre  fort  simple,  et  nous  condnit  i  des  rtenUata  assea  remar- 

^oablesi  pour  m^ter  d*dtre  signales.^ 


<  Journal  de  l'Ecole  Poly tecUnique,  1810;  u  Y«  cahier  10; 

16  k  48. 

*  Joarnal  d«  r£cole  Foly tccbaique,  ISIS;  t.  IX,  cubier  16; 
pige  68. 

'  Comptes  rendus  de  TAcadcmie  dei  Sciences,  1858;  UXLYX; 
p»ge  79. 

*  Nous  avons  ddja  eu  roccasion  de  trnitcr  la  mdrae  Qucstion,  pour  lc8 
jolyedre«  reguliers  convexes  seulcment,  dans  l'Archiv  der  Mathematik 
■ad  Physik,  t.  LIX,  1876;  pages  50  k  58.  Mais  pour  ne  pas  rompro 
rnoite  da  sujet  et  donner  k  la  th^rie  tonte  la  g4n6raVn6  qu'elle  comporte, 
Mtt  aTons  da  donoer  k  ce  memoire  toos  les  d^veloppements,  qai  se  rattachent 
^  low  let  polyMret  r^;alieriS,  qa'ils  loient  ob  sod  4M6b» 
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I  II.  Relationt  g^nerales  entre  les  rayont  das  trob  t|»birei, 
Tum  inioHte  ü  un  polyödre  rotier  6toUi  queloonque,  raiitrt  tMgmti  w 
aritati  0t  la  IroMAiiM  dropMorlte  au  polyedra  MsIM. 

3.  BelatlMi  entra  1«  nyon  de  Im  sphdre  tnaerlta  et  le  layoi ; 

de  la  Sphäre  tMfente  aux  ardtes.   Soicnt  O  lo  ccntre  d*an  polydre 

regulier,  Ali  l'unc  des  aretos  du  polyt-drc  et  C  Ic  contre  de  l'une; 
des  deux  faccs  regulii^res,  aux  quelles  ai)partieüt  cctte  artte  AB\ 
(Fig.  1).  La  droite  OC  sera  pcrpondiculaire  sur  lo  plan  ABC. 

Alwiaaoiis  CI  perpendicnlairement  aar  TarSto  AB\  pm»  tinni 
leg  droitea  OJ  et  OA.  Lc  point  /  sera  n^oeaaairement  le  mOioB  dt 
Tarnte  AB  et  la  ligne  Ol  aera  perpendicnlaire  sor  cette  ar^ 

Cela  fait,  il  est  evident  quo  la  droite  OC  est  lo  rayon  r  dela 
aphöre  inscrito  dans  le  polyMro  r^olier;  qae  la  droite  est  Ii 
rayon  E  de  la  sphkre  circonacrito  k  ee  polyidre;  et  qae  OleAk 
rayon  de  la  aph^re  tangente  anx  ar^a  dn  mdme  polyMre.  l^otf 
reprösentmna  oe  demier  rayon  par  p. 

TiroDS  les  droitea  OB^  CA  et  CB, 

Supposons  «luo  chaque  angle  solide  du  ])olyt'dre  ait  m  faces  et 
Boit  de  l'cspece  ;>  quo  chaque  face  du  polyedre  soit  un  polygone  dft 
n  cOtes  et  do  rcspdco  q. 

Par  le  rayon  OA  de  la  aphto  drconacrite  et  par  chacone  dcf 
m  ar^tea  telles  quo  AB^  qni  aont  iaanea  du  aommet  menoas  oi 
plan.  Ghacnn  doa  m  plana  aiaal  men^  formera  avee  le  sohraat  m 

angle  di^dre ;  et  les  m  angles  df^dres  ainsi  obtenus  comprcndront  f 
fois  Tespace  renipli  par  les  (^uatrc  diedrcs  droits,  quo  Ton  peut  forraer 
autour  du  rayon  OA,  espace  augulaire  qui  est  mesure  par  2:t.  Par! 
Buite  cbacuu  de  nos  m  diedres  sera  la  m'^°'«  partie  de  p  fois  '2:i  ua 

aera  4gal  4         Or  le  diMre  COAl,  eompria  entre  lea  deax  pltfi 

OAC  et  OAI  est  la  moiti^  de  Tan  de  ces  diedres  i  donc  on  a 

(1)  l'angle  di^  COAI  — 

Pniaqne  ehaqoe  face  de  notre  polyddre  rögnlier  eat  nn  po|y|oat 
regulier  de  n  cM»  et  de  Teaptee  9,  Tang^e  an  centre  de  Faae  d» 

COS  facea  aera  ^al  i  la  h^^^^  partie  de  q  fois  2»  on  ^  i 
par  anltia  on  a 

(3)  rangle  plan  ACJ^^ 


« 
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Cela  pos^,  dans  le  titra^dre  lACO^  projetons  sor  le  plan  de  la 
iace  ÄCO  renscmblo  des  trois  autres  iaces  AIO  et  ACJ\  uous 
obteDons  Tegalite 

ilCO—  CIO,eoBACI+AIO,cwCOAJ+ACI.co^lÄCO, 

oa,  eu  ayaut  egard  aux  valeurs  (1)  et  (2),  et  eu  observaut  qne 
cos|  0, 


(3)  -4C'0  =  C70.co8^-  +  ^/0.cos'~ 

n  '  ffji 

Hais  noiis  avoiis 

le  triangle  ^CO     iOC.AC  ^  ir.AC^ 

le  triaDgle  C7Ö      iOCCI  «=  ir.-4C'co8^. 

et  le  triangle  AJO  —  \OX.AI  —  i^.ilCsin-^ 

II  vicut  donc,  en  sabstitaaut  dans  (3)  et  en  divisant  le  resultat 
par  l^C, 

r  =s  r C08*    + Q  sm  —  cos 


fMsant  pMser  rooa*--  dans  lo  premier  membre,  remplest 

1  — oob'^  par  8in'^»  pnis  divisant  par  sin^*  on  obtient  la  re- 
lition 

fi)  rsm      =•  ocos  I 

\  n       ^  m 

%ni  existe  entre  le  rayon  r  de  la  sphdre  inscrite  dans  le 
polyidre  regulier  et  le  rayon  q  de  la  sphdrc  tangente 
itttz  ardtea  dn  poly^dre. 

4.  Relation  eutre  le  rayon  Ii  de  la  splu^re  circonscrite  et  le 
nyoD  ^  de  la  spkire  tangente  anx  ardtes.  Le  triangle  AJO  (Fig.  1) 
&oas  donne 

J|t  —  ^« + (122  —  r  *)  sin« 

Oq  en  deduit 

Ä«co8«^=p«-r«sin«^-. 
Tmun.  * 
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Reropla^t  rsin-^  par  sa  valenr  QCOB^^  (Ut  od  obtieni 

la  relation  demand^e 

/2*co8*  —  ==  fl*  —  D-  cos*  —  =  siu^^. 

on 

(II)  Äcos^^  ^sin^-^. 

5.  Relation  entre  le  rayou  r  de  la  spb^re  inscrite  et  ceUl  R 
de  la  spbi^re  circonscrite.  Si  nous  ilivisous  niomlae  ä  membrc  les 
deux  equations  (II)  et  (I),  uous  trouvous  la  rclatiou 

ÄC08—    sia  — 
n  m 


.  qit  pn 
rsm*—     cos  — 
n  m 

qui  sc  rcduit  k 

Cetto  relation  ^tait  connae  potir  les  polyMres  r^guliers  conTexes, 

c'ebt-u-dire  pour  le  cas  oh  j>  =  i  et  <^  =  1. 

6.  Relallra  ratre  Im  nyoit  il,  r  et  ^        troii  syMict. 

FaisoDS  le  prodnit  des  denx  ^galit^s  (I)  ^  (n),  nous  obtenons  U 
relation 

Itr  sm  -  cos  "  =    sm  —  coa  — » 
qui  prend  la  forme  remarquablc 
aV)  Ärain^- f«8m^. 


I  III.  Inolinaltoii  motuelle  des  Uom 
idjaoeiitm  dam  Im  polyMraa  rftoulicrt  Mite. 

7.  Nous  dosifTiiorons  par  1?/  l'aiji^'lo  plan  qui  mesurc  cctte  in- 
cliiiaisou.  L'auglc  21  est  evidemment  double  de  Tangle  plau  Olt 
(Fig.  1). 

Pour  trouvcr  la  valeor  de  /;  nons  ferona  remarqacr  qae  le  triangle 

rectuugle  üCI  uüus  Uouuc 

ou 

(4)  r  =  ^8iüii 
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* 

d*oä  nous  tiroDs 

8iii/=5-. 

}im  jmr  la  rclatioa  (I)  nous  avons 

cos  — 
r  m 

sm  — 
n 

tone  tt  nous  vieut 

cos  — 

(V)  sin/«-.-^. 

sin  ^ 

Cette  expression  6tait  anssl  conone  poor  les  polyMroB  rögnliers 
eonvexes,  ou  ponr  le  cas  de  |>     1  et  9  »  1. 

Aa  moycn  de  cette  formulc  (V)  dous  pouvous  calculer  les  augles 
d'iDciioaisou  des  faccs  a^jacentes  dans  les  polj^dres  regoUers  ^toil^s 
comme  daua  les  poly^dres  r6galiers  coDvezes. 

8.  Incliiiaison  des  fates  dans  Ic  t^tra(^dre  rt*g:ulicr.  Dans  ce 
polyedro  regulier  convexe  (Fij;.  2),  les  faces  soiit  triaugulaires  et  les 
iDgles  solides  sout  des  triedres.   Xous  avons  donc 

ee  qni  nons  donno 

cosg  111 
sin  /  =  = 


suig-  28103 
et  par  suite 

V2 

.008/«=:^-^.  tang/— V2. 

Kons  avons  par  cons6qiient 

(a)   8m2/-»}y2,  co82/»i,  ta]ig2/»2y2,  86c2/»>3, 
H 

2/=  70»  31'  43",6. 

9.  Incllnaison  des  faces  dans  ThexaMre  reg:ulier.  Los  faces 
de  ce  polyedro  regulier  convexe  (Fig.  Ii)  sout  des  carri'S  et  les  augles 
solides  sunt  des  triedres  trirectaugles.  On  posera  donc  dans  la  for- 
male (Y) 

»  =  4,  fl  —  1|  m"«3,  p  =  l; 

6» 
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cc  qui  uüus  donue 


n 


CO83     j  j 


Bin^     2  sink- 
et par  Boite 

cos/— iV2,  tang/-»l. 

II  nous  vieut  par  cous^qaent 

(b)  8iii2/=l,  cos2/=:0,  taDg2Jsoo, 

et 

2/— 90<>. 

10.  Inclinaison  des  faces  daiis  ToctaMre  r^gruller.  Dans  ce 
Corps  ir^gulier  (Fig.  4)  Ics  faccs  sont  triangulaires  et  les  angles  aoU- 
des  Bont  t^tra^dres.  On  fera  donc  dans  (Y) 

n  =  3,   2  =  li    m  =  4,  7)=lj 

ce  qvi  hoqb  donue 

n 

*^*4      2  cos  45«  1/2 

Bin/  — 


et  par  Buite 


Bin^ 


co8i=-y^.  Ung/«-2. 

II  noas  vient  par  cousequent 
(c)  8ln2J-|V2,  eoB2/s=— 1,  taBg2/--2y2,  86c2/=-i. 

^  /-109<>28'16",4. 

Si  nons  comparons  les  Taleors  (a)  et  (c),  nous  TenronB  qoe 

Los  in cliiiaisous  des  faces  daiis  roctacdre  r6sruli'* 
sont  les  supplemcuts  des  inclinaisous  des  faces  daus  ie 
tötraddre  r^galier. 

1 1 .  Identit«8  tttUe«  danB  PMliatloft  ta  «Itaeate  4e«  pelyMR* 
r^gttliers,  qui  sont  termin^s  par  des  fBeoB  peKtag^BBles,  eemi«* 
ou  ^tolUs,  ou  par  des  sommets  pentatdrea  eeATexes  •« 

Puisquo 

2Biii^-  2Bin360  =  iyiÖ— 2yö. 
2cos~  -  2co8l8»  «  iVlO+2y6, 
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48m  ^  cos     =  iy  lOü— 20  ==•  i  V80  =  y5. 


Done  on  a 

28in--        '  2  cos. 7,  ' 

I      En  second  lica,  commo 
1  2siu     «  28inl8»  «  1  (>/ 5- 1), 

2co8^  =  2cü33G'^*      i(\  ö+i), 

on  ft 


4  siii     cos  ^  =  1. 


DoDC  il  vient  anssi 


(bj   jj-  =  2cos^,  et  «~^^^^iÖ' 

28111  2C08^- 

12.  Inclinaison  des  faces  dans  le  dod^ca^dre  K'g^uller  coiiTexc. 
I>ans  et'  poly<'(lre  rugulior  (Fig.  5),  les  laces  suut  dos  pcnitagoncs 
reguliers  coavexes  et  les  angies  solided  sont  des  triedres;  par  suite 
oa  a 

<  ee  qvi  tranafonne  la  formnle  (V)  dana  la  saivaote,  en  6gard  k  Tiden- 

'  m  (5), 

sin  28mg- 
On  6Q  dMoit,  en  te&^t  compte  do  (6)  et  de  (6), 


C08/»*  i 


VlO— 2y5      2sin36;>         '5  _  1 

yö       "*    yb  y5  it  * 


*^*iO  1  n 


^g-'^^'  ^      2cos^  =  i(Vb+l)\ 


sin^  2riiij^ 
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par  suite  on  * 

(d) 


ScoBj^eing^     2VB      2  1 
 6  6    -ys'  «>»2/— yg.  ta»g2i— 2, 


et 


2/=  IIG'^  33'  54",2. 

13.  iMlfamlBOia  ie«  Cmw  tes  TleoMiHre  r^fiUcr  Mfeu. 
Dans  ce  coTps  regulier  (Fig.  6)  les  faces  sont  triangulaires  et  In 
an^et  solides  sont  des  an^es  pentaMres  oonvexes.  Dana  la  fonnk 
(V)  on  fera  done 

tt  =  3,    4JI  =  1 ;    m  =  5,      =  1, 

CO  qui  doime 


n 


COS 


2  cos 


7C 


siu/  = 


"    r5      2COP360  y5+l 

"  "   2y3 


am  ^     2810  ^ 


J(V15+V3), 


co8/«i(yiö-V3)-^*~j^ 


sm 


10  8ln860 
'  sm60i>* 


taug/«» 


9B  ff 

COS  7-  Scost- 
 =   =  ^cos-  ^ 


i(yö+l)«; 


sin 


10 

par  Balte  on  a 


2  sin 


10 


(e)  8in2/  — 


et 


2sin  IQ  cos  g- 


sm^ 


—  I,  eos2i— — taQg2/ 


2J-  188«  11'  22",75. 


14.  IneUnalsen  des  Ikees  dans  le  dodte^dre  r69«li«r  dlifl<^ 
de  Kdpler,  \  fiMes  pentagonales  dtellto  et  h  eeuMto  peataMres 
eoBTezes.  On  a  ponr  ce,  corps  rßgolier  (Fig.  7) 

n  =  3,   9  «  2;   t»  »  5,  ji  «  1. 

La  formnlo  (V)  donno  donc,  en  ^gard  k  (5), 


i 


sin/ 


n 

cos^- 


2  cos 


10 


2« 


Sin 


2smc 
0 
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Cotte  Yalenr  de  sin/  est  la  mSme  quo  ^cUc  qai  so  lapporte  an  do- 
I  ddeaMre  regulier  convcxo  (n®  12).  Kons  en  condnons  que 

j      Daus  lo  dodccaeilre  regulier  etoiU  de  Kepler,  k  faces 
i  pcntagonaics  ^toil^es  et  4 sommcts pentaödres convexes, 
I  rinclinaison  des  faces  est  \k  m£me  que  dans  le  dodö» 
ca^dre  r^galicr  couvcxo. 

15.  ladiiialBoii  des  fiMes  dans  le  dod^eaMre  rdgaller  dtelld  de 
Kepler,  k  Ikees  pentagonales  etollees  et  h  sommets  triddres*  Poor 
cc  poly^dre  ^toiI6  (Fig  8)  on  a 

1. 


2shi36<> 

V-  ; — I 


Lo  siuus  de  ccttu  demi-iiuliiiaison  ost  par  suitc  e.i^al  au  cosinus 
du  la  demi-incliuaison  du  polyedrc  etoile  pr^c^dent.  Los  dcmi-iucli- 
Bauoa  des  deax  poly^dres  soDt  ainsi  compl^montairos.  Donc 

Dans  los  doux  polycdrcs  reguliers  etoiles  de  Kepler, 
I*s  inciiuaisüus  des  faces  sont  supplemeutairos  Tuuc  de 
.i'autre. 

Cette  indinaison  est  par  cons^queDt 

16.  Inelinaison  des  faces  dans  le  dodöeaddre  etoild  de  Pelnset. 

Dans  oe  poly^dro  regulier  (Fig.  9),  Ics  faces  sout  des  pcntagoncs 
convexes  et  les  aogles  solides  sout  des  aoglcs  penta^cs  ^toil^s. 
Par  smte  on  devra  poser  dans  (V) 

SsiUi: 
o 


n  =  5,   qz=s2\   m  =  3,  p 
On  truave  douc,  par  la  formuie  (V),  que 

COS3  i_  Um^ 

sin/«— 2^--  5^  «^5- 

sm  -g-     2coB  ^ 

ou 

sm/=i  . 


Oy    42  =  1 ;    Iii  =  5,    p  = 


CO  qoi  donne 


cos 


sin/ 


2jc 
ö 


sin 


sin 


7t 


sinr     2  cos  ^ 
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L'inclinaison  des  faces  dans  oe  polyMre  est  ainsi  i  olk 
da  poly^dre  pr^c^ent  Dono 

Les  faces  out  nieme  inclinaison  daus  le  dodecaedro 
rÖRiilior  6toile  de  P^iusot  (j  u  e  dans  le  dodecaedre  re- 
gulier etoil^  de  Kepler,  ^  somoiets  triedres. 

17.  LMUuisoH  de«  flMes  dans  rie«uiMre  regulier  dlM  It 
Fötus»!  Dans  ce  corps  regulier  (Fig.  10),  les  faces  sont  triaagsisim 

et  les  angles  solides  sont  des  angles  pcütaedres  6toilcs.  11  &ttf6n 
douc  de  faire,  daus  la  formule  (Y), 

On  troave  ainsi  que 

cosy     sinjö     Ssm^  2sial8o 
Bin/«  ^  ^  _=  -  2«ineO»" 


oa 

Si  notis  comparons  cette  valeur  k  rexpression  de  cos/,  (Uns 
rioosaödre  regulier  conme  (n^  13),  nons  voyons  (lu'elles  sont  igpks; 
los  valean  de  /  sont  par  snite  corapl^meataires  dans  les  dem  eoips 
ot  Celles  de  21  sont  snppl^mentaires.  Dono 

Dans  les  deux  icosaedres  reguliers.  Tun  oonvcxe  et 
Tautrc  etoilc,  los  inolinaisons  des  faces  sont  soppK- 
mentaires  l'uuo  de  Tautre. 

L'raclinaison  des  faces  dans  ricosa&dre  rtgalier  6toil6  de  Poissot 

est  par  couäcuueut 

2/=41«48'37",25. 


I  IV.  Relstfont  numöriques  entr«  las  rayont  des  Ms  spbirss 
dsns  las  divers  poly^dres  i^ullert. 

18.  BelaliOBS  ■■mdiltiaes  entre  le  rajea  de  la  sph^re  iatciiU 
et  celol  de  la  sphte  tangente  aiz  ar§tes.  Poor  les  calcnlcr,  ü  no« 
snfifira  de  faire  osage  de  la  formale  (4),  r=:psin/.  En  y  remplacsst 
sini  saccessiTement  par  les  valeors  troayto  de  n^  8  k  17,  sois 
obtenons  les  expressions  snivantes: 

T^tra^dre  regulier  r  ==     yS,      ^  =r ry 3. 

Hexa&dre  rigalier  r s  I^V 2,      p  —  rVi 
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OctiMro  r^inlier  •  •  •  r 

Dodeca^dre  regulier  con- 

Texe  r 

leosaddre  regulier  con- 
vexo  r 

DocKeai^  regulier  itoil^ 

de  Kepler  k  sommets 

I   peotaddres  r 

Bod^ca^dre  regulier  ^toU6 
de  Kepler  ä  sommets 

triMres  r 

DodicaMre  rtgnlier  toili 

de  Poiiisot  r 

Icosa^dre  regulier  Atolle 
de  Poiosot  r 

Nona  Toyons  par  co  tablcaa  qoe 

1^  Dana  le  t^traödrc  regulierf  Ic  rayon  de  la  sphere 
tangente  anx  ardtes  est  egal  aa  c6t^  du  iriaugle  eqni- 
lat^ral,  qui  so  trouve  inscrit  dans  un  grand  corcle  de  la 
iphire  inacrite. 

^  2*.  Dans  l'bexaedrc  regulier,  Ic  rayon  de  la  spliero 
tangente  aux  aretes  est  le  coti'  du  carre  inscrit  dans  un 
graad  cercle  de  la  sphere  inscrite. 

8^.  Dana  le  dod^caddre  rlgulier  convexe  et  le  dod^- 
caidre  regulier  ^to\H  de  Kepler,  k  sommets  penta^dres, 

le  rayon  de  la  sphere  tangente  aux  aretcs  est  egal  au 
cöte  du  poutagoiic  regulier  convcxe,  qui  est  inscrit 
daus  un  grand  cercle  de  la  sphere  inscrite:  car  on  a 

IrViÖ— 2y5  —  3rsin^. 

4^  Dans  le  dod^ca^dre  regulier  itoili  de  Kepler  & 
lommets  tri^dres,  et  le  dod^caddre  regulier  6toil6  de 
Poinsot,  le  rayon  de  la  Sphäre  tangente  anx  ardtes  est 

igal  au  cutc  du  pentagone  regulier  etoile,  qui  se  trouve 


-1«V3(V5+X),  j  =  lry3(yö-l). 


-»•V3(yö-i),  f-iry8(yö+i). 
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inscrit  dans  on  grand  cercle  de  la  Sphäre  inscrite:  cirrat 

  2n 

20.  JNos  vaieurs  demoutrent  cu  oatrc  quo 

1^.   Si  lo  dodecaedrc  regulier  convcxc  aitiBi  qnc  Ic 

dodeca^dro  rt'puHor  i'toile,  h  sommcts  pouta^drcs  con- 
vcxos  sont  circonscrits  u  uiio  nu-iiie  spi  rc,  Ics  arttos  de 
CCS  deux  polyedrcs  sont  aussi  taugcutcs  ;i  uue  ineiuc 
spberc. 

2®.  Do  mdmc,  si  le  dod^caidro  r^galier  £toiU  ä  sob- 
mcts  triddrOB  et  le  dod^caidre  regulier  £toil^  i  facet 
convoxes  'sont  clreoDScrltB  h  vne  mdme  sphdrc«  Ievr> 

arctcs  sont  aussi  taugentes     uuc  memo  spb^re. 

21.  Si  notis  repr^sentoDs  par  ^,  ^  p,  Ics  rayons  des  spheris. 
qni  sont  tangentcs  am  arltes  des  t^traödre»  hexaMre  et  octaeäre 
reguliere,  circonscrits  k  nne  mdme  sph^  de  rayon  r,  on  avra 

22.  Rclatlons  nntn^riques  entre  le  rayon  de  la  spli^re  cirwi» 
serite  et  celui  de  la  sph^rc  tangeute  aux  ar<^le».   2«ouä  f(  roiis  usago. 

poiir  le  calcul  de  ces  relations,  de  la  fornmlc  (II)  ou  Rcos^'=^QS\n^ 
EUe  noas  foumit  les  vaieurs  snivantes: 
Tetraedre  regulier  .  .  R     q  \^  3, 
HexaMre  regulier  .  .  R 
Octa^dre  regulier   .  .  R 

Dodecaedrc  regulier 
coii?exe  Ä  —  JpV3(V5— 1),    f  —  |Äy3(y5+l'. 

Icosaedro  regulier 

convexe  R 

Dod^caÄdre  regulier 

MmU  de  Kepler, 

k  sommcts  pentaödros  R 


9 
9 
9 


ipyio-2y5,  Q 


yio-jyj 


Dodccaedre  regulier 
6toUe  de  Kepler, 
k  sommets  triödres  .  R 


**V3(V6+1),    ^  -  iÄyS(y5^1). 
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Dodeciddre  regulier 


etoile  de  Poinsot .  .  E 


4ä 


Iiosaedre  regulier 
itofli  de  Poinsot .  .  JZ 


23.  L'examen  de  ces  Yalenrs  pronve  que 

P.  Dans  le  tetra^dre  rögnlicr,  lo  rayon  de  la  sph6rc 
I AircoBScrite  est  ^gal  au  c6t6  da  trianglc  equilateral, 
qoi  se  trouve  inscrit  dans  an  grand  cercle  de  la  Sphäre 
Ungente  anx  arfites. 

2*.  Dans  l'octaedre  regulier,  le  rayon  de  la  spberc 
(irconscrite  est  egal  au  cöte  du  carre  iuscrit  dans  la 
spbere  tangonte  anx  aretes. 

3^.  Dans  l'icosa^dre  rlgnlier  eonvoxe  et  le  dod4- 
M^dre  regulier  de  Poinsot,  le  rayon  de  la  spberc  cir- 
eouscrite  est  egal  au  cöt^  du  pcntagonc  regulier  con- 
^cxc,  (jui  est  inserit  dans  uu  graud  cercle  de  la  sphero 
Uügente  aux  aretos. 

4^  Dans  le  dod^caödre  rignlier  de  Kepler,  k  som- 
BCtB  pentaftdres,  et  Ticosa^dre  regulier  6toiU  de  Poin- 
Mt,  le  rayon  de  la  sphdre  circonserito  est  egal  an  c6t^ 
io  Pentagone  regulier  ^toil6,  qui  est  inscrit  dans  nn 

grand  cercle  de  la  sph^re  tangente  aux  arltes. 

;    24.   Si  nons  rcpr^sentons  par  p,,  g^,      Ics  rayons  des  sph^res 
fcngentes  aux  aretes,  dans  Ics  tetra^dre,  hcxa^dre  et  octacdre  regulicrs, 
äont  inscrits  daus  une  meme  spböro  de  rayon  Ji^  nous  aurons 


25.  Belatlons  BnMqiies  entre  le  rajon  de  la  sphtee  Inseilte 
it  eelil  de  la  spktoe  eireonscrite*  Moltiplions  entro  ellcs  respec- 
fivement  les  ^galitto  de  droite  du  18  avec  les  ^galit^  de  gauche 
's  22;  nons  obtiendrons  les  yalenrs  de  M  en  fonetion  de  r,  des 
quelles  on  tire  de  snite  les  expressions  de  r  en  fonetion  de  il.  Kons 
GOosignoDs  ces  valeurs  dans  le  tableau  suivant: 

Tttra^dre  regulier  .  .  .  .  Ä     3r,  r  =  ^i?. 

Heu^r^gnUer  .  .  .  .i2»rV3,  r^iiiVd. 
OetsMie  r6gnlicr  Ä  — ry3,  r«  JäV3. 
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BoddcaMre 
convexe .......  12 

Icosa^dre  regulier 
convexe  R 


• 


5 


Dod^ca^dre  regulier 
6toil6  de  Kepler, 
k  sommets  penta&dres     »  r  y5, 


DodtaMre  rögnlier 
6toil6  de  Kepler, 

k  sommets  triMres  .  R 


15-6V 

5 


Dod^ca^dre  regulier 
^toil^  de  Poinsot 

I  cosaödre  regulier 

etoile  do  Poinsot 


/l5-6i 


26.  La  cumparaisoa  de  ccs  valeurs  fait  voir  quc: 

1^  Dans  le  t^tra^dre  regulier,  lo  rayott  de  la  8pb' 

circoDscrite  est  triple  da  rayon  de  la  Sphäre  inserite. 

* 

2^.  Dans  l'hexa&dre  et  Toctaddre  r^galiers,  le  rsjl 
de  la  Sphäre  circonscrite  est  6gal  an  cöt^  dn  triasi 
^qnilat^ral,  qui  se  tronve  inscrit  dans  nn  grand  cen 

de  la  Sphäre  inscritc. 

•3^.  Dans  le  dod^caddre  r6gnlier  6toilö  de  K£pl( 
k  sommets  pentaidres  et  dans  le  dodica^dre  rigoH 
^toil^  de  Poinsot,  le  rayon  de  la  sphdre  circonscrite 
^gal  an  rayon  do  la  sphöre  inserite  mnlfiplio  par  y'o- 

27.  Los  memes  valeurs  prouvent  cucore  que 

Si  rhexaddre  et  l'octaddre  riguliers  sont  il 
scrits  dans  nne  m§me  sph^ro,  ils  seront  anssi  circs^ 
scrits  k  nne  m€me  sphöro. 

2®.  Si  le  dod^ca^dre  et  Ticosa^dre  rignliers  col 
Toxes  sont  inscrits  dans  nne  mimo  Sphäre,  ils  seNi 
anssi  circonscrits  k  nne  m6m'e  sphdra 
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3*  Si  le  (1  odt'caedrc  regulier  etoile  de  Kepler,  li 
»iDimets  peutaedrcs,  et  le  dodecaedre  regulier  etoile 
de  Poinsot  sont  inscrits  dans  uue  mtMue  Sphäre,  ils 
leront  ftussi  circonscrits  4  nno  meme  sphdre. 

4^  Euliu  si  le  dodeca^dro  regulier  etoile  de  Kepler, 
I  sommets  triedrcs,  et  l'icusaedro  regulier  etoile  de 
Poiusüt  sont  iuscrits  daus  unc  inenie  sphere,  ils  seront 
iassi  circonscrits  a  une  mC*mc  spbdre. 

28l  Lm  r^tnlUts  {««Mdeiils  peoYeiit  d'ftitteiin  se  didntre  di- 
it  de  la  formole  (III) 

f  -  ta«g^tMigf . 
El  effet  1*  on  a  d*nB  TheuMre  regulier 

f  dioB  l'octaidre  regulier 

\  TO      4,      =  1 ;    n  «  3,   2  =  1. 

^  soite  le  secoiid  membre  de  la  leUtion  pxMdente  consenre  la 
me  Tileor  ponr  les  denx  polyddres. 

'    2*.  Ponr  Itf  dodecaedre  regulier  couvexo  oa  a 
I 

TO"  3,   |>  =  1;   n»5,  2=sl; 

et  iMMir  rieosa^re  regulier  convexe 

l  i»=«ö,  7)  =  li/»  =  3,  p  —  1. 

}m  oes  deux  poly^drcs  le  rapport  ^  sera  douc  le  mSmo. 

3^.  n  en  sera  encore  ain^  poar  le  dodicaMre  regulier  6toil6 
Kepler,  k  sommets  pcntaedres,  oü 

ffi  =  6,  j9 1;  »«"Ö,  9  3; 

et  ponr  lo  dodecaedre  regulier  etoil^  de  Poinsot,  oü 

TO  — 5,  p  =  2;«  — 5, 

Et  4^  de  meme  aussi  ponr  le  dodecaedre  regulier  etoiie  de  Kep- 
;ier,  k  aommete  triedres,  oü 

TO -3,  \  n«5, 

IHrimOdre  rßgoUer  etoil6  de  Poinsot,  oft 

TO  SS  5,  p  —  2  j  n  —  6,  5  —  1. 
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Dans  CCS  qtiatre  cas  les  valeon  de  taog^  et  tang^ 
gent  ejitre  dies,  de  sortc  que  Icur  produit  rcstc  le  meine. 
Oes  poly^dros  sqpt  dits  denx  ä  deux  coBjagn^s. 

Dans  doux  poly^dres  rögnliors  conjngnös,  les  fac^s 
de  chacun  sont  de  m^me  ordre  et  de  memo  espice  qae 
les  angUs  solides  de  Tantre,  et  riciproqaemeat 

29.  SelallOB  nvm^iiqaes  entre  les  rajons  des  trois  sphrroi 
MolUplions  entro  clles,  d'abord  les  6gali(6s  de  gauche,  pois  les  i^p- 
lit68  de  droitc  des  18  et  22;  nons  obtiendroas  ponr  les  poifidra 
r^gollers,  la  soite  des  rdations: 

T^traidre  regulier  Rr  «  9'  =  Jif' 

Hüxa^dre  regulier   Jir  =  iQ^^^,  ^- =  Ji?ry  3. 

Odla^dre  rigolier  Br  =  |eV3,  —  iRr^S, 

Dod^caedre  regulier  ,      ^  - 

conyexe  ä«"-1pV3.— ^«-iÄy 3^10+2 >^ 

Isoca^e  regulier  ,  

convexe  Är=i^y3.VlO+2y6,  Q^'^iRr^sX^- 

Dodecaedro  regulier 
iUM  de  Kepler,  k 

«rnimetspentaMres  Är— Jp-(V5+1),  Q^^lRr(yb^t% 

Dodäca^dre  regulier 
^toUi  de  Kepler,  k 

sommete  triödrcs  .  Är- J^V3.-^^^^^^»  ^«=iÄry  3^10-2)  5 

Dodecaedre  regulier 

6toUe  de  Poinsot  .  i2r=ip*(V5— 1),  j'-iÄr(V6+l). 


Icosa^drc  regulier    VlC)4-avS 

etoile  do  Poinsot  .  iir^ip^ysVlÖ^W^i  P*=i-ß*-y3— 

30.  Ces  valeurs  proavent  quo 

1^.  Dans  Ic  t^tra^dre  regulier,  le  rayon  de  la  sph^rf 

tangente  aux  aretcs  est  moycn  proportionncl  cntrc  IfJ 
rayons  des  deux  spL^res,  Tune  iuscrite  et  l'autre  cir* 
conscrite. 
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2".  Bans  lo  dodieft^dre  regulier  6toil6  do  Kepler,  & 
i  sofflmets  pentaedres,  Ic  rayon  de  la   Sphäre  tangcnto 
anx  aretes  est  moyeu  proportionnel  untre  le  rayou  de 
la  sphtTC  iuscritc  et  le  Cüt6  du  dccagono  regulier  con- 
Tcxe,  qui  est  iuscrit  daus  uu  graud  ccrclo  do  la  spheru 

eireoaacrite:  car  on  a  \lt{^h—l)  —  SlZsin 

* 

3^.  Bans  Ic  dodeca^dre  regulier  ötoile  de  Poiasot, 
jle rayon  de  lasphöro  tangcnte  aux  aretes  est  mojen  pro- 
portionnel  entre  le  rayon  de  la  Sphäre  inscrite  et  le 
ihii  dn  d^cagone  regulier  ^toiU,  qni  est  inscrit  dans  nn 
frind  cercle  de  la  sphdre  circonscrite:  car  on  a  |A(y54-l) 

31.  Autres  relations  niiuu'ruiue.s  entre  les  rayous  des  trols  Sphä- 
ren. II  est  aise  de  truuvLT,  au  uiuyen  des  cxpressious  des  n''  18,  22 
et      qu'oQ  a,  daus  Ics  divers  poly^dres  reguiiers 


Tto^  r^gnUer  4R>  s=  99*+9r> 

Hfexaedre  regulier  iJ*  —  e*+r*. 

pcUt'dre  regulier  ^«  ]j* 

DodicaMre  regulier  convexo  =  12p*—  15r*. 

(tosaedre  regulier  convexe  -=  4p* — 3r*. 

Dodica^  r^Uer  toU6  de  Kepler,  k 
aommets  pcntaMres  2p'  «  R(R—r), 

Dodecaedrc  regulier  etoilu  de  Kepler,  a 
sommets  tri^dres  jR*  »  12p' — 15r*. 

^Dd^caidre  regulier  6toil6  de  Poinsot  .  .  .  .  2p*  »  RiR-^-r), 

cosaedre  regulier  ^toüe  de  Poinsot  i^'  =  4p^  — 

32.  Noas  ponvons  donc  dire  qne: 


1".  Bans  le  tötra^dre  regulier,  lo  double  rayon  de  la 
pherc  circonscrite  et  les  triplcs  rayons  des  deux  autres 
phires  forment  les  trois  e6t^s  d'an  triangle  rectangle. 

2*.  Daus  riicxacdrc  regulier,  les  rayous  des  trois 
pheres  sont  les  trois  cotes  d'un  triangle  rectangle. 

3^  Bans  Toetaftdre  rdgulier,  les  inTorses  des  rayons 
es  trois  sphöres  sont  les  trois  c6t^s  d'nn  triangle  rec- 
ingle. 
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4^  Dans  le  dod^es^dr«  regulier  convexe  et  dtit  U 
dod6ca6dre  r^galier  4toil6  de  Kepler,  i  lommeti  trU.  i 
dros,  let  rayoas  des  troii  sph^ros  forment  eatre  eix  U 
relatioa  Jfi  —  12f>—  15r>  ^ 

b^.  I>ant  les  deax  icosaddres  rdgaliers,  rna  coaText  j 
et  l'antre  6toild,  les  rayoas  des  trois  sph^res  foraevt; 
eatre  eax  la  relatioa  Ä»  —  4p*— 3r*. 

G".    Dans  le  lio li e caedre  regulier  etoile  de  Kepler,  4 
sommcts  pcutaedrcs,  le  rayon  de  la  spliere  tangeute  as 
aretes  est  moycn  proportionnel  eatre  le  rayoa  de  Ii 
Sphäre  circoDscrite  et  la  demi-diff^renee  entre  ce  rayoi 
et  celui  de  la  sphöre  iascritc 

7^    Daus  le  dod^'ca^tre  regulier  etoile  de  Poinsot,  I« 
rayou  de  la  sphere  tangcntc  aux  aretes  est  moyen  pri'- 
portiounel  entre  le  rayon  de  la  sphere  c i reo  nscrite  et 
la  demi-somme  de  ce  rayoa  et  de  celui  de  la  Sphäre 
scrite. 

>V.  EHDNiiioas  oAninIts  dst  mnoat  ! 
ose  iPOis  ipneras  wi  vmwt  ve  i  mn  oes  potfwum  rt^KHtwn  eioMii 

83.  KapriMtoa  da  layea  r  ie  la  i|^tee  iaserite  d— i  pe|yM< 
idfiltar,  «■  Talear  de  FMte  a  de  ee  pelyMre.  Les  triasgle  leBl 
tangle  OCJ  (Fig.  1)  aoas  fonrait  la  yalear  ] 

r     OC  »  CItMJagOJC  »  C/taog/;  | 

mais  nous  avous,  par  Ic  triangle  rectaugle  ACJ,  | 

AC  =  AJcoiACI=  ^  cot  i 
11  uous  viendra  douc,  eo  sabstituaut, 

(VI)  2^  —  acot^tang/. 

34.  Expression  du  raron  R  de  la  sphere  circonserite  k  n 
polyMre  r^galier,  en  Taleur  de  Tarete  a  de  ce  poIjMre.  Moltipiii'O^ 
la  relatioa  pröc^deate  (VI)  par  la  relatioa  (III)  da  a^.  5;  aoas  tsrotf 
de  saite 


mais 


%E  —  atang taug  ~  «>^^  -^i 

taag— cot^  — 1; 
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doDc  DOOS  auroni 

(VH)  2iZ-»  a taug ^ taug/. 

35.  EsprMston  du  rajon  p  de  la  apMre  tangento  aiz  ar€tei 
ihm  pol/Mre  r^ller,  en  Talear  de  Parkte  a  de  ee  poljr^dre.  Dans 

prc 
COS  — 

U  formulc  (VI)  remplayous  r  par  sa  valcur  ^  fournieparr^ga- 

n 


lit6  (I);  eUe  devieudra 

«ff 
cos— 

2^-— -acot^tang/. 
sin  — 

ou,  eil  multipliaut  lüs  deux  luembres  par  siu  —  et  eu  divisant  par 

pn 
m 

an 
cos  ^ 

(VIII)  2p -a  j^tang/. 

cos*— 

m 

36.  Nous  pouvous  trouvcr  une  oxprossioii  j)lus  sirni)le  de 
la  valeur  de  2ü.  Multiplioiis,  eu  eltlt,  Tcgalite  precedcutc,  membro 
a  membrc,  par  la  relutiou  (V)^  ollo  devieudra 

<j'X  pn 
cos  —        cos  *— 

2p8iu/==a— taug/.  — , 
cos*—  sin 

1»  n 


ou,  en  reduisaut, 

(IX)  2o  —  a  —TTTT      a  cot  —  s6cZ 

'  ^  cos/  tt 


qn 

cot^ 


I  VI.  Valeurs  numMquet  des  riyons  des  trott  spMret  en  fonotion 
de  l'trMe  des  divers  polyMres  r^uHers. 

37.  Yalenn  nnm^ri^es  du  rayen  g  de  la  Sphäre  tangente  anx 
srHesi  en  fonetlon  de  Itine  a  de  ees  ar#tes.  Pour  plus  do  simplicitö, 
so  lien  de  noos  senrir  de  la  foroinle  (IX) ,  nons  ferons  usage  de  la 
i^on  (Fig.  1) 

T«U  LXIL  7 
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5ö«  —  5?«  ÄZ*, 
oa  , 

» 

quo  BOUS  fournit  le  triaugle  rectangle  AIO,  ] 
Si  1I01I8  rempla^oDs,  dans  cette  ^galitd,  4i?^  par  ses  valcnn  m-  ^ 


cessives  en  fonction  de  qui 

se  trouvent  au  n^. 

22,  Dous  obüeudrou:»  ; 

lo  cxpressious  suivautcs: 

J 

P  = 

a  »  2py2. 

Hexaddre  regulier  

g      Jrtv  2, 

a      i>>  2. 

g  ia, 

o  —  29. 

Dod^ca^dre  i^galier  cohtcxo  • 

IcosaMre  regulier  convcze 

a  =.  ^(V  5-1). 

Bod4ca^dre  regulier  MoM  de 

Kepler,  dsommcts  penta^dres  g  =  ia(y5— 1), 

a  «=  p(V5+l). 

Dodecaedre  regulier  etoile  de 

Kepler,  ii  somnicts  triedres  . 

a  =  i»(v  5+1)^ 

Dod^caddre  regulier  ^toil6  de 

• 

«-•(Vö-i).  i 

IcosaMre  r^lier  6toil6  de 

■ 

p  =  iacys-i), 

«-p(y6+i).  ! 

88.  Kons  ToyoDB  par  cea  valears  qne: 


1^  Lorsque  le  t^tra^dre  et  riicxaedre  reguliers  onl 
memo  arStc;  loa  rayous  des  devx  aphöros  tangentoa  aax, 
aretes  aont  le  aecond  double  da  premior.  | 

2^.  Lorsquc  ricosa(;dre  regulier  couvcxc  et  lo  dode-* 
caedre  regulier  etoile  de  Poinsot  out  memo  centrc  et 
meme  arete,  leurs  aretes  sout  tangcntcs  a  une  nu'mc 
sphere,  dont  le  diametre  est  egal  au  cote  du  dodecagone 
regulier  etoile,  qui  se  trouve  iuscrit  dans  le  cercle  ayant 
l'arete  communo  pour  rayon. 

3^.  Lorsque  le  dodecaedro  regulier  etoile  de  Kepler, 
ä  sommets  pcntaedres,  et  ricosaedrc  regulier  etoil6  de 
Poinsot  ont  meme  centrc  et  meme  arete,  leurs  aretes 
sout  aussi  taugentes  ä  unc  meme  sphere,  dont  lo  dia- 
metre est  egal  au  cote  du  decagonc  regulier  couvexo, 
qui  se  trouve  inscrit  daus  le  cercle  ayaut  rareie  com- 
mune pour  rayon. 

4®.   Lorsquc  l'icosaedrc  regulier  convexe  et  le  dodc- 
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et^dre  regulier  kioiH  de  Poissot  out  mömo  ardte  qno 
l'icosa^dre  regulier  iioiH  de  Poinsot  et  lo  dodccaidre 
r^galier  itaiH  de  Kepler,  h  sommets  pentaedros,  l'ardte 
'  commmio  h  ces  qnatre  polyedres  r^guliers  est  moyenne 

proportionncll c  cntrc  Ics  diametrcs  dos  doiix  spbercs» 
l'une  taugcnti:  aux  aretcs  des  dcux  premicrs  polyedres 
.  rüguiiers,  et  i'autro  taug  oute  aux  aretes  des  deux  der  uicrs. 

5^.  Lorsqne  ie  dod^ca^dre  r^galier  convoxe  et  le 
dod6caedre  regulier  4toiI6  de  Kepler,  k  sommetB  tri- 
edres,  ont  m^me  ardte,  cette  ardte  commiiDe  est  aossi 
moyenne  proportionnelle  entre  les  rayons  des  denz  Sphä- 
re» tangcntes  aax  arStes. 

39.  TsIeuK  DimMqnes  da  rayoH  R  de  la  Sphäre  etreonaerite 
'  iiz  polyMrea  Tlgnllen  ea  ? alenr  de  Fane  a  des  arltee  de  ee  po* 
lylire.  Multipllonii  les  relaticns  dn     37,  Celles  de  gauche  par  les 
^itte  de  gauche  dn  n®  22,  et  les  relations  de  d  reite  par  Celles  de 
droite  du  memo     22.   Kous  obtcuous  aiusi  les  expressiuus  suivantcs : 

Tetnedre  regulier  .  .  R 
Henedre  r^lier ,  .  .  R 

Octaedro  regulier  .  .  .  R 

DodkaMro  regulier 
conyeze  R 

Icosa^dre  regulier 

conveze  R 

Bod^caedre  regulier 
etoil^  de  Kepler 

i  sommets  pentacsdres  R 

Iiod^caedre  regulier 
de  Kepler 

ä  sommets  triedres   .  R 

DodicaMre  rigalier 

^üe  de  Poiusot  .  .  R 
Icosaedro  regtdier 
^MM  de  Poinsot  .  .  R 


—  4«V3, 


a  »  |ÄV6. 

a  «  Ii  V  2. 


laV3(v  5+l),   a-47iV/3(V5— 1). 


—  •  VlO— 2V6 


=  JaVlO— 2V5,    a  —  Ä 


yiO  +  2V5 
Vö 


,   VlO  — 2V6 

iöyiOi-2Vö,     a  =  ii^  
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I 

40.   La  comparaisüu  de  ces  expressious  prouve  qoe:  . 

Si  toas  les  polyidres  r^gnliers  ^toilös  sont  ii-  ^ 
scritB  dans  une  mSmo  sphero,  lo  rapport  dea  arHes  est 
dans  leB  troia  premicrs  polyödres  r^galiera  j 

«1  <h  . 


2V6     2V3  3V2 

et  Ics  arOtes  des  six  autres  polyedrcs  reguliers  sontdaDi 
les  rapports 

a^VZ  qgVS  fl^Vö  a^VZ  _ 

V5— 1     y  j  V  5(V5— 1)  ~  V2  VÖ(v/5  -fT)  "~  Vö+1 

V/5  V/5 


y2V5(v5  — 1)     1^2  V6(  Vö+1) 

2^.  L*ico8aedrc  regulier  convexo  et  le  dodecaedr» 
r6ga]ier  HoiH  de  Poinaot  ont  mdme  ardte,  loraqa'Ü« 
sont  inscritB  dans  la  m§me  sphfere.  | 

3*^.  Lo  dodecaedre  regulier  etoile  de  Kei»lcr,  ä  suni-i 
mets  pcutaedres,  et  l'icosaedre  regulier  etoile  de  Poin-| 
80t  out  auBsi  meme  arete,  lorsqa'ilfi  sout  inscrits  danij 
nne  mime  sphere.  j 

4*^.  Lorsque  Ic  dodecaedre  regulier  convcxe  et  U 
dodecaedre  regulier  etoilii  de  Kepler,  a  sommcts  tri- 
edres,  sout  inscrits  daus  la  meme  sphere,  leurs  arCteS 
sont  entre  eil  es  cunune  los  cotes  des  deux  dccagoues  re- 
guliers,  Tun  cunvexe  et  l'autro  etoile,  qui  sout  inscritf 
dans  ttu  memo  ccrcie. 

4L   Ynleurs  iium^riqaefl  du  rayoii  r  <Ic  hi  spbdri^  inscritc  dauij 
les  polyedres  r^R-ullers,  en  foaction  de  raae  a  des  arßtes  de  r^! 
polyedres.    Multiplions  en  croix  et  respoctivcmeut  les  relations  dii 
n^  39  par  les  ^lit^s  du  n^  2&.    Nous  obüendrons  lea  lelatiMi 
snivantes: 

Tdtraedro  regulier  .  .  r  «=  ^  v^G,  a  =  2r  v  6. 

Hexaedre  regulier  .  .  r  —  Ja,  a  —  2^. 

Oeta^re  regulier   .  .  r  —  iaV6,  a  —  rV/6. 

Dodecaedre  regulier 
con?ex6  r  -  \a\/^^^-^^^^.     a  -  rVöG-Ä^VS. 


I 
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leosaedre  regulier 

convcxo  r 

Dodteedre  regulier 
^toil6  de  Kepler, 

i  sommeto  pentaedres  r 

Dodecaedrc  regulier 
^toile  do  Kepler« 

ä  sommeU  triedrcs  .  r 

Dodicaedre  regulier 

^oU6  de  Poinflot .  .  r 

Jcosai'drc  legulier 
^toile  de  Poinsot .  .  r 

42.  Si  ron  comparc  toates  oes  exprcssions,  on  verra  que 

Si  le  t^traedre  et  rocta«'ilre  rr;,'uliers  sont  cir- 
conscrits  k  unc  m6mo  sphere,  l'arete  da  t^traedre  sera 
dooblo  de  celle  de  l'octaedre. 

2<>.  Lorsque  Ics  denx  icosaedres  r^galiers,  Tan  con- 
Tcxe  et  rautre  etoil^«  se  troaveDt  eirconscrits  4  nne 
lemc  spberc,  la  sommo  de  Icurs  dcux  ar6t08  est  6gal  k 
lix  fois  le  c6t6  da  triangle  ^qailat^ral  inscrit  dans  an 
frand  cercle  de  cette  Sphäre. 

3^.  Lorsqae  le  dod^caidre  regulier  convcxe  et  soa 
eonjaga^,  l'icosaedre  regulier  convexo,  sont  eirconscrits 
a  one  mdme  sphere,  lears  ardtos  sont  ontre  elles  eomme 
io8  c6t^8  des  ddcagone  et  pentagone  rögnliers  conyexes, 
inscrits  dans  an  mdme  cercle  et  maltipliös  respective- 
nent  par  V6  et  V3. 

4^  Lorsqao  lo  dodöcaedre  r^galier  ^toil6,  k  faces 
pentagonales  6toil4s  et  k  sommots  pentaödres  eonvexes, 
et  son  conjnga6,  le  dod^caddro  regulier  dtoiU,  k  faces 
pentagonales  eonvexes  et  k  sommets  pentaedros  4toil6s 
se  troavent  eirconscrits  k  nne  mdme  sphire,  lears  ardtes 
sont  entre  elles  comme  les  cöt^s  des  denx  pentagones 
rignliers,  Tun  4toil4  et  l'aatre  convexe,  qoi  sont  inscrits 
dans  an  m§ine  cercle. 


 V5  • 

i«K — To — ' 

,  V1Q+2V5 
 V5  ' 

T^a(3V3-.  Vlö), 


a  =  r(3V3— V15). 

a  «  rVlO— 2VÖ. 
«-.r(3V3+V15). 


102         iJoitor:  Les  troia  sphires  dt»  Polj/edres  riguUera  itoilta. 


5^  Lorsquc  le  dod^caödre  regulier  6toiU',  ä  faces 
pentagonales  ^toiles  et  j\  sommcts  triedres,  et  son  con- 
jugue,  ricosaetlrc  regulier  etoile,  ä  faces  triangulaires 
eta  sommets  pe ii taed res  etoile 8,  setrouvoiitcirconscrits 
ä  unc  meme  spherc,  leurs  aretcs  sont  eutrc  ellcs  comme 
les  c6t6s  des  d^cagone  et  pentagone  reguliers  ^toiles, 
inscrits  dans  un  meme  oercle  et  miiltipli^s  respectife* 
ment  par  V5  et  V3. 

Paris,  Octobre  1877. 
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ni. 

Iii8cription  dans  le  cerde  des  polygones 

reguliers  de  15,  30,  60,  120,  etc.  Cüt&. 

Galcul  des  Göt^s. 

Par 

Beorges  Dostor, 

Prülcsscur  a  la  FacuUu  des  Sciences  de  l'Uaivcrsite  cntholique  de  Paris. 


La  m^thode,  dont  noos  faisons  nsagc^  repose  sur  la  Trigonometrie 
la  plvB  eUmentaire;  eUe  snppose  conna  qae  la  rdgle,  qai  sert  k  cal- 
cider  le  sinaa  de  la  somme  et  de  la  diff§reiice  de  deux  arcs. 

1.  Jnscription  dans  Ic  cercle  dos  quatrc  polygones  rt^'grQliers  de 
qDbze  eöt^  II  existe  quatre  peutedecagons  r^galiera,  dont  les  trois 
ttoü^  8ont  des  especes  2,  4  et  7. 

Los  dcmi-angles  au  ccntre  do  ces  quatrc  polygones  reguliers  de 
15  cötes  sout  respectivemeut 

n     2»     in  In 
i5*    16'    15'  15' 

pir  coDS^acBt,  st  i2  est  le  rayon  da  cercle  circonscrit,  les  cdt^s  seront 


(2) 


27C 

Clw-2Ä8in~, 
In 

Ci5,7  —  2Ä8in 
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Dotton  In$cnpi£on  dans  h  cercU  du  polygone» 


Lea  Sinns  des  quatre  arca  (1)  ae  calcnlcront  ais^ment  an  moyn 
de  Sinus  et  consinns  d'area  plna  simples,  qni  sont  d6jä  connns. 

Ajontona  d'abord  le  premier  et  le  troiaidroe  de  nos  aits  (IX 
puia  retranchona,  Tun  de  Tantre,  lea  mdmea  arca;  nooa  obtenouks 
denx  identit^a 

Alt     n  n 


qni  nona  donnent  de  anite 


(3) 


An      7t  7t 

15  '^"6"'  10* 


15  *  6""iÖ* 


Do  iiu'ino,  faisons  cVabord  la  sonfmc,  pnis  la  diflference  du  sccord 
et  du  quatriumo  des  arcs  (l)j  uous  aurons  Ics  egalites 


i  ö     15  ^  5  '      15  ~  15  ~"  3  ' 


d*oü  nous  tirons  de  suite 

7»  3»  -  «r 
15  ""lO'^e' 

(4) 

I    2tc      Ste  ff 

(  i6""io~6* 


U  nona  anffira  actnellement  de  mcttre  cea  iqniYalcnts  (3)  et  (4) 
dana  lea  formnlea  (2),  ponr  obtenir  lea  expresaiona 


(5) 


2i2  sm  ^  coa  ^ — 2£  cos  sin 

^„  .   37t       7t  3--r  .  rt 

2i2  Sin     cos  ^ —  2R  cos  ^  siii^ . 


C«,,«2iisiag-^) 

Ci5»4     ^^^^^V6 +iöj     2Jlam^  cos^^+2Äco8g-8iBjg. 
-  2i28in(g+f )  «  2i28ingcoa^+2Äcos|5ainf 
Mais  on  sait  quo 
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iViu— 2Vöj 

m  itn-^  Ost  le  demi-cdt4  du  peutagouc  regulier  etoile,  qui  sc  trouve 

iMcrit  dans  le  oercle,  dont  le  rayon  est  6gal  k  Tonit^;  et  sin^^  est 

Ic  dcmi  cote  du  decagone  regulier  4toil6,  qoi  est  inscrit  dans  le 
^mm  Gerde. 

'  Si  nous  substituüus  ces  valeurs  (6)  dans  los  egalitus  (5),  uous 
obtieudroüs,  pour  les  cötes  des  quatic  peutedecagones  reguliers,  les 
'Itpressious  suivautes: 

CtM  -  ti2(yiü+2  Vö—  V1Ö+ V3), 
C,5,2  =  iÄ(V15  +  V3-yiO-2Vö), 
CiM  =  iÄ(yiü+2  VÖ+  V15  -  V3), 
iÄ(Vl6  +V3+V10— 2V6). 

I    2.  La  eomparaison  de  ces  expressioiiB  nous  fonrnit  les  deux 
Elles  dtoootrent  qne 

1^  La  somme  des  deux  pent^d^cagones  r^gnliers  des 
especcs  4  et  1  est  egale  au  c6t^  du  pontagone  regolier 
ttoiie,  inscrit  dans  Le  m^me  cercle. 

2^.   La  (liffercncc  des  cotes  des  pcnte decagones  r^- 
gnliers  des   especes  7  et  2,  qui  sont  inscrit s  dans  lo 
meme  cercle,  est  egale  au  cöte  du  pcntagoue  regulier 
I  coavexc,  inscrit  daus  lo  meme  cerclo. 

3.  Inscription  dans  le  cercle  des  qoatrc  polygones  r^g"nliers  de 
trente  e&tte«  Comme  la  moitie  15  de  30  est  un  nombre  impair,  il 
eiiste  anssi  qvatre  polygones  reguliers  de  30  cötes,  dont  les  trois 
^toüb  sont  des  espices  7,  11  et  13. 


7t 


(6)  {   8injg=  J(Vö-l), 
8«ilQ  =i(V'^  +  l}, 


C08g-  =  JV3; 

C08j5=SII1^ 
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Dostor:  Jiiscriplion  dem*  h  ccrcle  des  poijf*/ones 


Lcs  demi-an^ks  au  contre  do  ces  quatrc  polygoues  reguliers  lie 
30  cutes  süut  rcspectivemcut 


(7) 


«  In  lln  13«, 
80*    3Ö'    W  30* 


par  snito  les  cötts  seront 


Qort  =2/isiü 


71 

30* 


(ö) 


C'aotis  =  2i2  siu 


13« 
30' 


Los  sinns  des  quatrc  arcs  ixmrroiit  s'übtoiiir  en  valcur  do  sinus 
d'arcs  plus  simples,  smus  dout  uous  conuaiäsous  dej^  ia  valcur. 

^ontoDs  d*abord  lo  premier  et  lo  troisi^me  de  nos  arcs  (7), 
pnfs  prcnons  la  difference  eutre  les  meines  arcs-,  nous  aurons  kt 
deux  ideutites 


11% 


2« 


au  "^  30  ö 
d*oü  noas  tiroos  de  aolte 


11« 
30 


n 

30 


11«  

30  —  5 


6' 


(9) 


« 
30 


«  « 
5  "6 


Si  nous  prenons  do  mÖme  la  Bomme  et  la  diff^neo  du  demieB 
et  da  qnatridme  de  nos  mftmes  arcs  (7),  nons  anrons  les  egalitfe 


13«  7« 
30  "^30 

qoi  uous  douuont  de  suito 
(10) 


2«  13«_7« 
3  '    30  30 


13«      «  « 
"ST      3  '  iÖ* 


7t 

5' 


30 

7« 
30 


« 
3 


« 

lÖ" 


Mettons  cos  soniinos  et  ces  difTereuces  (9)  et  (10)  daus  ies 
mules       nous  ubtioudrous  lcs  cxpressions 
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=  2Ä8in  ( ^ — g  1  =5  2ä  810  ^  C08  g  —  2i2co8  ^  sin  ^ . 

j  —  jq)  =  2ii8iUg  C08     — 2-ßco8g  sm  j^. 
Cjojjj  =  2ä  sin  I  ^ + ^  J  =  2ii  si  u  ^  cos  ^  +  2i2  cos  ^  siu  ^ . 

Qo«t  =  SÄtm  (I + =  2ä  sin  j  cos       21loo8  ^  «in 

Substituons  aux  facteurs  trigouometriques  des  seconds  membres 
leors  vaieurs  Dameriiiues 

•»5  -  C08      =  iVio-^ Vö,     cos  5=  sin  £^  =- 1  (V  0  + 1) ; 

«u»^  -  cos  y  «  i(V5— 1),      CO8     -  ein     «  iyi04-2V5 ; 

Dous  trouvcrons  pour  les  cötes  des  quatre  polygones  reguliers  do 
30  c6te8  les  valcurs 


im) 


C30,,  -JÄ(V30-6V5-V5-1), 
Qo*!  -ii2(V30+6V5-VÖ+l), 
Caoni  =  ti?(V30-6V6+V5  +  l), 


4.  La  comparaison  de  ces  expressions  nons  fournit  les  deux 
lelitions 

gm  (    Qom-Qotl-=i^(V5  +  l), 

pronTent  qae 

l'^.  La  differcncc  entre  los  cötes  des  polygoues  re- 
galicrs  do  30  cötes,  des  espdces  11  et  1,  inscrits  dans 
le  mime  cercle,  est  6gale  aa  cöt6  da  decagone  regulier 
etoile,  inscrit  dans  ce  cercle. 

2*^.  La  difference  entre  les  cötes  des  polygones  re- 
guliers de  30  cötes,  des  cspeccs  13  et  7,  inscrits  dans 
le  mcme  cercle,  est  egale  au  cöte  du  decagone  regulier 
conveie,  inscrit  dans  ce  cercle. 
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Dosten  Jittenpiiom  dan»  It  eereU  du  pofyyonei 


5.  iMcrIpIlMi  4aa»  U  eerde  ta  talt  ptinrnm  rifilltn  it 
60  tMB»  Ces  hait  polygones  rögnlim  soiit  des  esptos 

1,  7,   11,  13,   17,  19,   23,  29. 

Los  dcmi-angles  aa  centrc  do  ccs  polygoues  seront  aiusi 


(11) 


jf  7«  U«  13»  17»  19^  23» 
(SO    60'    60'    '60'    60'    60'  60* 


29« 

eö' 


do  softe  qa*oii  sora,  pour  los  c6t^  los  exfiresikiiis 


(12) 


60j7  — 


Cmm  =  2Ä8m 

Qo^  =  2i^siu~j. 

19« 


2IZ8in 

272  sin 


77t 

60* 

.  11« 
60 


Qodi  =  2Ä8in  ^ ,     CeortT  =  2Äsm 


Commo  on  a 


29js     n  7t 


297t  7C 


In 


60"^60~2'      öü  6Ü~lö' 


DU  peat  ecriro 


n 

7t 

7n 

60  ^ 

30 

60 

7« 

• 

n 

2« 

23« 

60  *"4 

Id' 

n 

« 

19« 

60 

"4' 

"15' 

60 

13rc 

7t 

7t 

17« 

60 

^4" 

~30' 

60 

4+3Ö* 

«  ,  2« 
4 +15' 


4^15' 


4  + 


30 


D^Tdoppaut  les  siuus  et  obscrvant  que 

8m  j  =  cos    =  1 V2, 


et  qne 


cos 


77t 

30  " 

.  4« 

2:i 

.  11« 

15" 

.  13« 

CO«^ 

.  7« 

-SlOjJ. 
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OD  troave,  cn  substituant  daus  (12;,  pour  les  cotes  de  uos  hnit  poly- 
goQCS  reguiiers 

„  _  /  .  lljr      .  2tc\ 
Qort»  -    V2  (wttjl-^iÄ^)» 

„      /  .  11«  ,    .  2;t\ 


Si  l'on  mei,  dans  les  seconds  membres,  k  la  place  des  sinus  Icnre 
tileors  tirees  de  (I)  et  (II),  on  trouve  enfin  que  les  cotes  des  buit 
polygoues  reguiiers  de  GO  cotes  sout: 

- iÄ V2[(V8+l)(V5-l)-(Va-l)yiO+2  V5], 

Qo,7  =  i/?V/2[{v'3  +  l)yK)^V5-(v/3-l)(V/5  +  l)], 
Cio«-iÄi^2[(V3— l)VlO+2V5+(V3+l)(V6-l)], 
Qo,i3  V/2  [( i/3  + 1)(  \/5  +  1)  -  ( V/3- 1)  VlÖ^Vol 
C^,  -  4ä  v2[(V3+l)yiÖ-^2 Vö+(V3-l)(VÖ+l)], 
^60,19  -  iÄV2[(V3+l)VlO+2i/6-(V3-l)(V6-l)], 
CW>n  -  i-ß  V2  [( V3 — 1)  V 10  ^=Tv5 + ( V3 + 1)(  Vö+ 1)], 
*  -  iÄV2[(V8+l)yi0+2V6+(V8-.l)(V6-l)]. 

5.  Inscription  dans  le  cercle  des  seize  polygrones  reguiiers  de 
120  cöt^.  On  pourra  calculer  les  cotes  de  ces  seize  polygoues  re- 
guiiers, eu  suivaut  la  memc  methodoi  11  saftira  ponr  cela  do  faire 
Bsage  des  identit^s  sulvantes; 
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n  7»  31»  _  3*  7^ 

iä5""8'"60'  120      8  60* 

r2Ö^8""i6  i20~"T""l5* 

lljt      Ä     «  41»  3«  

120  ~  Ö  "30'  120       8  30' 

13»  as  43ff  _  3?t  ?g 

120  ""8  ""60"  120*"  8  eO* 

•  17»      ^i''  17^  3»  .  » 

12Ö  ^  8  +6ü'  lao  "~  8  "*"60* 

120  "ö  "^ 30'  120  ""8  "^30' 

28»  _«,»^  53»  _  3«;  .  ^ 

iäÖ     8  "^16*  120      8  ■*"15' 

29«  _  «  ,  7»  59»  3»  ,7» 

120^8+  60*  120"~8"*"6O' 

» 

Co  modo  de  calcul  pout  fouruir,  commc  Ton  voit.  toutes  les  valean 
qae  donoe  la  resolation  de  l'eqaation  binomc  o:**  —  1  »  0. 
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III 


IV. 

Neue  EigeDSchatt  der  Kegelschuitte. 

Von 

K.  Zahradnik. 


Jeder  Krris  schneidet  einen  Kegelschnitt  in  vier  Punkten;  die 
Parameter  der  Schnittpunkte  erholten  wir,  wenn  wir  die  Coordiuaten 
eines  Kegelschnittspunktes^) 

i  2p  2pu 

X  «•  ,      f       y  —  -Y  - —  (1) 

iu  die  Gleichuug  des  Kreises 

gt^yt^^w^ßy+m^  =  0  (2) 

einfuhren,  als  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  in  u.  Da 
ABO  drei  Punkte  die  Lage  des  Kreises  vollständig  bestimmen,  so 
müssen  die  Parameterwertc  der  vier  Schiiitti)unktc  einer  Bedingnngs- 
gleicbong  genfigen,  und  ein  Vergleich  der  Cocfficienten  der  erwähnten 
biqnadratischen  Gleichung  gibt  uns  unmittelbar  diese  Bedingungs- 
gleiehnng')  in  Form 

(u),+g(«)i-0  (8) 

Für      ==      =^     ^  ^'  ^Icr  Kreis  (2)  zum  Krümmuugskreiüe 

oad  die  licdiugungsglcichuug  (3)  geht  iu  diesem  Falle  über  iu 

tt»+3uS  4-  2(3m  +  u,)  =  0  (4) 

welche  ?rir  aach  schreiben  können,  u'  statt  %  setzend, 

u3+a^iw+u'(3u^+tf)  —  0  (4') 


I)  Siebe  dies«  ,,ArabiT**  Teil  61.  pog.  280. 

S)  Siehe  Dr.  Em.  Wey r:  „Kegeliebnitte**.  Siteb.  d.  kgl.  bOhm.  GeiellNh« 
i  WiaieDKb.  18.  OcL  187S.  Frag,  Sepabdr.  png.  29. 
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Diese  Gleichung  besagt  uns,  dass  jeder  Krümmungskreis  im  Punl^tc 
t*  den  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  schneidet,  nnd  umgekehrt, 
dass  durch  jeden  Punkt  des  Kegelschnittes  drei  KrOmmniigriDKitt 
hindurchgehen.  Die  Osculationstripel  bilden  nftmlich  eine  cubii^' 
Involution.  Ton  den  Osculationstripeln  kOnnon  wir  nun  die  Eigeih 
Schaft  nachweisen,  dass  ihre  Schwerpunkte  auf  der  Nebcu- 
achse  des  Kegelschnittes  liegen. 

Bezeichnen  wir  mit  u,,  i*^,  die  Wurzeln  der  Glciclmn:  4 . 
so  erkennen  wir,  dass  dem  Kegelschuittspuukte  u'  das  Osculatioits- 
tripel  «itiftia  entspricht,  somit  auch  dessen  Schwerpunkt  Bii 
Goordinaten  des  Schwerpunktes  eines  dem  Kegdschnitle  dngesckm- 
henen  Dreiecks  («11411«)  sind  nun 

^■"3  4=1  Iii*— 2 

Sollen  nun  dessen  Ecken  die  Oseuhitionspnnkte  des  KegelscbtÜi' 
Punktes  «'  sein,  so  mflssen  deren  Parameter  wegen  (4)  den  Gteidi 

genflgen;  da  nun  mit  Racksicht  auf  (6) 

(«*i--fi)  W-'i) + («*i--ä)  ( + ( V-a)   2^"" 

ist,  folgt 


womit  der  Satz  als  bewiesen  erscheint 
Agram,  Februar  1878. 
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V. 


Inedita  Goppernicana. 


Au  deQ  Handschriften  in  Berlin,  Franenbnrg,  Upsala  and  Wien 


Es  ist  ein  angenelimes  Gefühl  den  Spuren  eines 'grossen  Mannes 
nachgehend  auf  völlig  unbekannte,  für  die  richtige  Würdigung  des- 
selben jedoch  höchst  bedeutungsvolle  Stellen  geführt  zu  werden. 
Dieses  Woblgefühl  ist  mir  jetzt  zum  dritten  Male  zu  Teil  geworden: 
Als  ich  in  Prag  für  die  Saecularausgabc  des  grossen  Werkes  De  re- 
TolotioDibus  dio  Originalhandschrift  verglich,  und  dadurch  in  den 
Stand  gesetzt  wurde,  in  die  Wcrkstätto  des  schaffenden  Genius  einen 
Blick  zu  tao;  als  ich  dann  in  den  von  mir  1B75  in  der  Zeitschrift 
kr  Mathematik  und  Physik  veröffentlichten  Reliquiae  Copperni- 
Mnae^)  aae  upsalonser  Handschriften  weitere  Beiträge  zo  dieser 
Frage  herbeischaffen,  aber  ancb  in  anderer  BeziobuDg  das  Bild  des 
b^pernieoa  Idarer  stdlen  Iconnte;  als  ich  endlich  in  diesem  Jahre 
Isrdi  die  Freigebigkeit  dos  Mftcens  unserer  Wissenschaft,  des  FOr- 
Men  Don  Balthasar  Boncompagni  in  Rom,  Upsahi  selbst  besuchen 
iarfte;  dort  eme  ungeahnte  Falle  von  unbekaimten  Coppemicanis  üakd% 


1)  Zeittchrift  für  Mathematik  nod  Physik.  XIX.  Jahrg.  1874, 
8.76-82,  432—458;  XX.  Jahrg.  1875,  S.  221— 248.  Aach  Mpanit  gedruckt, 
Lnprig  Tenbncr  1875,  66  8.  8«.  and  eine  Tafel. 

8)  BHion  Toriaofigen  Bericht  cntafeteio  ich  an  den  Coppemieni-VereiD  Ar 
^M»8«nschaft  «nd  Kamt  sa  Thom  am  4.  Jani  1877.  Dereelba  iat  mit  mannig^ 
fachen  Enretterungeo  abgedruckt  im  Jolt- Septemberheft  1877  der  Altpreasei- 
schea  Mooatnchrift  S.  476—488  and  im  Minheft  1878  des  Ballettino 
Boaeompagni,  Roma  1878. 

TiQ  um.  8 


herausgegeben  ron 

Maximilian  Curtze. 


Vorwort 
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dort  Kunde  erhielt  von  zwei  der  wertvollsten  Uandschriflen,  welche, 
ohne  dass  eines  Kenners  Auge  diese  Schütze  gesehen ,  unbeachtet  in 
der  wieDer  Uoibibliothek  gelegen,  trotzdem  sie  seit  1873  in^demfe- 
drockteii  Kataloge  derselben  anfgefahrt  sind! 

Dank  der  hohen  Intervention  des  auswärtigen  Amtes  des  deut- 
schen Reiches,  konnte  ich  diese  Perlen  —  leider  schlecht  gefasste  — 
mit  Müsse  benutzen,  und  mit  ihnen,  dem  Wichtigsten,  was  ausser 
dem  grossen  Werke  von  Coppornicus  auf  uns  gekommen  ist,  will  ich  ; 
diese  Arbeit  beginuen.    Ihnen  werden  sich  au  zweiter  Stolle  die 
mathematisch -astronomischen  liotizeu  aus  upsalenser  und  frauea- 
bnrger  Handschriften,  an  dritter  einige  Gutachten  anschliessen,  wdcbe 
man  fOglicU  der  angewandten  Mathematik  zuteilen  darf.   An  vieiter 
Stelle  werden  endlich  diejenigen  npsalenser  Exoerpte  mitgeteilt  wer- 
den,  die  uns  Coppemicns  Yon  einer  ganz  andern  Seite  xdgen:  tb 
hdfendeu  Arzt   Dieser  Teil  seiner  Tfttigkcit  ist  bis  jetzt  dareh 
Bocamente  &st  gar  nicht  aufgeklärt;  auch  das,  was  wir  bieten  kdnnm,  < 
dnd  Dicht  sowohl  dergleichen  Doeumente  als  difttetischo  Regeln  und 
ftrztlicho  Bccepto,  welche  er  in  die  Bflchor  eingezeichnet  hat,  weM» 
teils  ihm  selbst  gehörten,  teils  zrnn  Gebranch  des  bischOfllcbei  : 
Leibarztes,  der  er  ja  war,  angeschafft  waren.   Eine  Art  Anhang  wird 
dann  den  kurzen  Nachweis  cinigiT  bis  jetzt  für  das  Leben  des  Coppcr-  " 
nicus  noch  nicht  verwerteter  Doeumente  bringen,  bei  denen  Copper-  ' 
nicus  als  Zcugo  fungiert  hat. 

Ich  kann  nicht  umhin  hier  die  grossen  Dienste,  welche  mir  boi 
der  Gestaltung  des  nachfolgenden  Textes  mein  Terehrter  GoUege,  j 
HeiT  Oberlehrer  Boethkc,  geleistet  hat,  mit  aufrichtigem  Danke  hier  ! 
öffentlich  anzuerkennen.  ] 

Thorn,  im  December  1877.  ! 

M.  Curiie.  I 
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L  Ber  „Commcutariolus^'  des  Coppemicus  Uber 
■ein  Bach  „Pe  re? olationibus.*^ 

Die  K.  K.  Hofbibliotliok  zu  Wien  besitzt  einen  Quartband  mit 
der  Ordnungsuuiiimer  „1U630*'.    Derselbe  besteht  aus  45  mit  Bleistift 
vou  1—45  nomeriertcn  Blättern,  die  mit  eiuem  Vorblatte  und  einem 
Xachblattc  zusammengebunden  sind.   Die  Höhe  der  Blätter  beträgt 
215'»",  die  Breite  170"™.    Eine  ältere  Numeration  beginnt  mit 
Blatt  4,  das  die  Ziffer  26  trägt,  and  geht  bis  Bltt.  44,  das  mit  67 
boeielHiet  ist.   Diese  ältere  Z&hlong  erleidet  eine  UnterbFeciiong ; 
4u  Blitt,  welches,  mit  60  hfttte  bezeichnet  sein  mOssen,  fehlt  Da 
ie  Bit  Bleistift  bewirkte  Beziffemng  diese  Lflcko  nicht  aufweist,  so 
MS  das  Bltt  60  sowohl  als  die  Blfttter  1—25,  welche  am  Anfange 
tsUen,  schon  tot  derselben  nicht  mehr  vorhanden  gewesen  sein*), 
b  der  Tal  steht  auch  am  Fassende  des  Blattes  37^  dessen  alte 
BeaABrong  59  ist,  mit  Bleistift  geschrieben  „(fol.  60.  deest)'', 
/'deofalls  von  demjenigen  hinzugefügt,  der  die  BleistiftfoliieraDg  aas- 
fcbrtc.  Der  Einband  ist  ein  völlig  moderner  Pappband  mit  Pergament- 
rückeu  und  grUumarmoriei  tcia  I'apierüberzug.   Die  Schrift  des  Teiles 


S)  Eiaer  Ireiindlieheii  Narhriehl  dei  Herrn  Dr.  Joteph  Haupt,  Cnstot 
der  K.  K.  Hofbibliothek,  entnehme  ich  Folgendes:  I>{e  Handichrift  10670  iat 
h  im  Handicbrifkenkatalog  Tcgnageli  (f  1686)  nicht  veneichnet,  dagegen 
H  Lambeek  (Lambedna)  dieaelbe  anfgcilkhit.   Er  bescichneie  die  Blitter 

CCCLXII 

1—33  (26 — 55  der  alten  >uaiciatjun)  durch  ,  die  Blätter  34—45 

862 

CCCLXIII 

0<^7  der  alten  Koneration)  mit  ,  hatte  alio  aoi  ihnen  swei 

363 

Hainlsehriften  gemacht.  Schon  zu  seiner  Zeit  fehlten  aber,  wie  hieraus  her- 
vorgeht, Bltt.  1 — 25  der  Grsammthandschrift.  Sic  wurde  später  in  tiera  Knta- 
loj^c  des  Gentilutti  von  Kngclsbrunn  am  Anfange  des  vorigen  Jnhrhnntlert» 
el)€nfaU8  als  zwei  gesonderte  Handschriften  aufgeführt,  aber  gleichfalls  unmit- 
Ifibar  neben  einander  gestellt,  und  haben  in  demselben  die  Nummern  Philos. 
37  0,  3  6  9.  Auch  er  hat  das  dritte  fehlende  Stück  nicht  vorgefunden.  Zu- 
ummcn^ebunden  sind  beide  Plandschriften  erst  vor  6  oder  7  Jahren,  aus  welcher 
aoch  die  Blcistiflfolüerung  stammt  Auf  Bltt.  4<»  (früher  26«)  steht  fol- 
fcnde  Widmung :  .»Dn^s  M.  Christi  ernus  Scuerinus  L  o  n  g  o  ra  ont  anu  s 
fttiqait  amico  suo  lohanni  Krickscn  ftvt  f*6o  irov  (!)  Benachia 
Bobemoram  18  Julii  discedens  Ao'  1600."  Es  dürfte  also  die  Hand- 
<^Mft  ans  dem  Betitle  Ericksen's  in  die  H&nde  Tycho  Brahe'»  gelangt  sein, 
'MMn  gBMmmte  Bibliothek  in  die  Hofbibliothek  in  Wien  unter  Lambedna 
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der  Handschrift  10530,  welcher  uns  hier  allein  interessiert  (Bltt.  S4* 
— 43»),  stammt  aus  dem  Endo  des  XVI.  Jahrhunderts,  kann  also  aach 
nicht  Autograph  des  Coppernicus  sein*).   Der  Abschreiber  kaun  von 
dem  Inhalte  dessen,  was  er  abschrieb,  nicht  gerade  viel  verstanden 
haben,  denn  der  Text  ist  vielfach  sehr  viTdt  rbt,  und  es  lässt  sich  oft 
nur  durch  mehr  oder  weniger  sichere  Conjectur  bestimmen,  was  der 
Verfasser  gesagt  hat  oder  hat  sagen  wollen.   Ich  lasse  zunächst  den 
Text  folgen,  in  der  Fassung,  in  welcher  ich  glaube,  dass  Coppenicos 
Um  geschrieben  hat.   In  Hinsicht  auf  die  befolgte  Orthographie  ver- 
weise ich  auf  die  Graudsätze,  welche  ich  in  den  Prolegomenis  der 
SAcolanuifgahe  dargelegt  habe^),  die  aach  hier  durchgehend  nrOel- 
tang  gelangen.   Unter  dem  Texte  habe  ich  die  Ahweichnngea  der 
Handschrift  Ton  demselben  veneichnet;  man  inrd  ans  ihnen  dss  be- 
stätigt finden,  was  ich  oben  Aber  die  Ffihigheit  des  Abschreiben  ge- 
sagt habe.  Erlänterungen  an  dem  Commentariolns,  Yerg^eicbvig 
seiner  Angaben  mit  dem  Texte  der  Revolutionen  n.  s.  w.  folgen  den 
Abdmcke  des  Textes.   Jeder,  der  dieses  hochinteressante  Werk  ge- 
lesen hat,  wird  die  grosso  Wichtigkeit  desselben  für  die  Beurteilung 
des  Coppernicus  zugeben.    Der  Coinmen tariolus  ist  das,  was  wir 
heute  eine  Selbstanzeige  eines  Buches  zu  nennen  ptiegen.   Es  scheint 
aus  dem  Wortlaute  desselben  hervorzugehen,  dass  derselbe  geschriebin 
ist  vor  Vollendung  des  grossen  Werkes,  er  dürfte  also  in  den  »k>er 
Jahren  des  XVI.  Jahrhunderts  eutstandcn  sein,  also  später  als  der 
Brief  au  Wapowski,  den  ich,  zum  ersten  Male  in  lesbarer  Gestalt, 
dem  Commcntariolus  folgen  lasse.  An  wen  der  Commentario- 
las  gerichtet  ist,  ist  mir  bis  jetzt  zn  erforschen  unmöglich  gewesen. 
Jedenfalls  haben  wir  in  ihm  jenes  „Prooeminm,  qnod  prsmisit^ 
in  sehen,  welches  Oemma  Frisins  in  einem  Briefe  an  Johannes  Daa- 
tiscns  d.  d.  „Lovanii,  Becimotertio  KaL  Angnsti  1541*^  sh 
von  Coppemicns  herrührend  anführt,  and  das  ich  bei  der  ersten  Hc^ 
ansgabe  dieses  Briefes  anf  die  „Narratio  Prima*'  des  Bheticni 
beziehen  zn  müssen  glanbte*).  Zur  Stütze  dieser  Behauptung  stehe 


4)  Der  erste  Teil  (Bltt.  4« — 21«,  nach  ursprünglicher  Nameration  26«— 
5&«)  cnüi&lt  eine  Abhandlung  dei  M.  Christieniiis  SeTerintif  LoagotonunBi 
aber  den  Cometen  von  1690. 

5)  Nicolai  Copernici  De  Ue volu  ti on  i  bus  O rbi n m  Calettina 
Libri  VI.  Ex  Aoetoria  Antographo  Rccndi  Curavit  Societas 
Copcrnicana  Thoroneatii.  Tborniii  187  3,  S.  XX;  wl^«  «di^i«*** 
Boitrn  ration«  et  aoraift.** 

6)  Fflnf  nngedriiekte  Briefe  des  Gemma  FrUiae.  Neeh 
Originalen  in  der  Universitätsbibliothek  iv  Upsaln  hfrani* 
gesehen  (Gruneri*s  ArehiT,  T.  LVI,  8.  SIS— SSft)  a.  a.  ■pecicU  &  SIS,  Z. 
bif  S.  330»  Z.  16, 
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Uer  die  Stelle  ans  jenem  Briefe.  Eine  Ycrgleichnng  derselben  mit 
I        Inhtlte  des  Commentariolne  wird  meine  Bebaiiptnng  ebne 
Weiteres  illustrieren. 

„Atque,  ut  de  aliis  nunc  taccam,  ipsa  sanc  Vrania  scdos  ibi  finxit 
^Tts,  Dovosqao  suos  excitavit  cultores,  qui  novam  nobis  terram, 
.,noTntn  Phcebam,  nova  astra,  immo  totum  aliom  apportabunt  orbcm. 
„Et  quidni  novam,  cum  hactcnns  ignotum  prorsns  et  incertum  de- 
I  nplctom  limitibns  orbem,  iam  dcinccps  tanqnam  c  ccelo  asportatam 
l  „QOtissimnm  simns  babitnri?  Qnot  enim  erroribus,  involucris,  laby* 
I  „linthls,  qnot  deniqne  enigmatibns  plns  quam  Sphyngids  involntam 
f  »Jiabmmns  nostram  Astrologiaml  Ego  sane  mnha  possem  ennmerare 
I  „que  nnnqnam  mihi  satiafocere  potnemnt  Qnale  est,  qnod  Martis 
'  nnetmn  sspe  a  colcnlo,  toI  exactissimo  secnndum  tabnlas»  tribns 
'  j^npafesi  partibns  abesse  obsenraverim;  quod  Lnne  magnitado  non 
'  ,,tantoin  varietar  ad  nostmm  conspectnm,  qaantnm  notant  gravissimi 
J  Mtraias  artis  authores;  qaod  anni  qnantitas  nunquam  inventa  sit  ex- 
i  »acte,  conformis  veritati.   Nihil  nunc  dicam  de  motu  firmamenti  et 
1  «apogiorum,  qui,  ut  nc  umbram  quidcm  liabuit  veritatis,  ita  omnibus 
j  ,,ridiculus  approbatus;  oniitto  etiam  plura  alia  de  oiuuium  forc  stella- 
,  ..mm  lougitudine  et  latitudinc,  ne  D.  T.  R"»  obstrepam  incivisius. 
i  ,,Uiec  si  reddiderit  author  illc  vester  sarcta  et  tecta 
'  ..(id  quod  maximc  auimus  prrRsagit  ex  co  prooemio,  (juod 
'  rPrsmisit),  nonne  hoc  est  uovum  dare  terram,  novam  tcrram, 
I  ^Qoram  coelnm  ac  novnm  mnndam?   1^'eqne  ego  nnne  dispute  de 
I  nhjpotbesibns,  qnibas  illc  utitur  pro  saa  demonstratione,  qnales  sint 
•  nSat  qnantam  veritatis  babeant  Mea  enim  non  refert,  terramne  dicat 
„drcomTolvi,  an  immotam  consistere;  modo  sydemm  motas  tcmpo- 
^romqne  intenraUa  habeamus  ad  amnssim  discreta  et  in  exactissimom 
^cdnm  redacta.  Sola  me  mora  omninm  pessima  habet;  enpio  enim 
niamiam  videri  hnins  negocii  finem,  et  non  pand  sunt  passim  Tin 
^  n^mditi,  qnibns  non  minor  inest  animi  capiditas  b»cce  videndi,  quam 
{  yjiBM.  Quapropter,  Qmatissime  Prsesnl,  non  param  mereberis  grade 
I  nipad  posteros  omnes,  si  (qnod  tibi  arbitror  nequc  grave  esse  neqne 
„arduum)  calcaribus  tantum  usus  hoc  opus  promovcas.   Non  te  latet 
«enim,  qua  ratioue  sa»pe  accidat  a  dccessis  authoribus,  ut  libri,  opera, 
j   nSQpellex,  denique  tota  diripiantur  abeantque  iu  obliviouem,  qaie  alio- 
„qoi  moltis  cx  asa  essent  futura. 

,3ci8  arbitror,  Dignissime  Prsesnl,  de  quo  loqaar,  nam  et  mihi 
»pnesenti  olim  de  hoc  anthore  cdebri  feciati  mentionem,  com  de  terras 
nCCBliqne  motu  inter  nos  conferremns.*^ 

Es  giebt  noch  dne  ganze  Bdhe  wdterer  Tatsachen,  wddie  ddi 
ttter  derVoranssetzong,  dass  Goppemicns  sdnen  Gommentariolits  schon 
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geschrieben  hatte,  leiclit  erklären  lassen.  Im  Jahre  1533  konnte  Wid« 
manstadt  dem  l'apste  Clemens  Vfl.  die  coppornicanischo  Theorie  dar- 
legen, wie  aus  Codex  Graec.  CLI  der  Hof-  und  Staatsbibliothek  n 
München  hervorgeht,  in  welchem  sich  eine  bezügliche  eigcnhändicf 
Notiz  Widmaustadts  findet^).    1536  schreibt  Cardinal  Nicolaas Schon- 
boig  an  Coppernicns  und  bittet  am  Abschrift  des  grossen  Werke«; 
wenn  er  den  Commentariolua  gelesen,  ist  dieses  Verlangen  sehr  natör* 
lich^).   l')35  schreibt  Erasmns  Beinbold  in  der  Vorrede  zn  seiner 
AtiQ^ibe  der  Theorie«  doysb  planetaram  Pearbach.'«,  Witt» 
beigiB  1535:  Tamotsi  Video  qaendam  recentiorem,  prc- 
stantissimam  Artificem  (qai  magnam  de  se  apod  omm 
concitavit  expectationem  restitneiid»  ABtronomic  et 
iam  adornat  editionem  snorum  laborum)  slcnt  in  tlUi 
Astronomie  partibvs,  ita  etiam  in  hac  varietate  notii 
Lnn»  ezplicanda  diclr  »atfciv  diesentire  a  forma  Ptole* 
maica.    Tribuit  cnim  Ltinsß  epicyclnm  Epicycli  ele^  ^ 
sehr  verständlich  klingt,  wenn  der  Commentariolus  als  vorimlii 
angesehen  wird.    Sollte  nicht  auch  Rheticus  durch  dieses  Schriftd« 
zuerst  angeregt  wordeu  sein,  seine  Reise  nach  Frauenburg  anzotretaf 

Also  worden  die  ersten  Jabre  des  dritten  Jahrzehnts  des  ft^ 
zehnten  Jahrhunderts  als  Entstehnngszeit  des  Commentariolii 
festzuhalten  sein. 

Nach  dieser  Abschweifung  gehe  ich  zur  Mitteilung  des  Teitt 
des  Commentariolus  Aber. 


7)  Die  Worte  WidmnnBtndl's  lauten:  „CJemens  VII.  Pontx.  M«x* 
hunc  Codiccm  mihi  D.  D.  D.  Anno  MDXXXIII  Romx  postq«H 
c  i  p  re  s  c  n  t  i  b  US  F  r.  U  rs  5  n  o,  loh.  S  a  1  v  i  a  t  o  cur  d  d. ,  loh.  Fe  t  ro  ep»f 
Viterbicn.  et  >rathaJO  Curtio  Mcdico  physico  in  ho  rtis  Valicaoii 
Copcin  icannm  do  motu  terrce  sententinm  explicnvi.  —  loh.  Al' 
bertas  Widroftnstad  i  us  cogn*®  Lttcretius  S"»i  D.  N.  Sccret»ri« 
domesticus  et  ftiniiliar is.'* 

8)  Siehe  die  verschiedenen  Aasgaben  des^Coppemicns  s.  B.  die  Sicnu: 
aoBgabe  Thoruni  1873.  S.  XIIX.  Anm.  15. 
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Nicolai  Coppernici 
de  hypothesibns  motaum  cslestium 

a  sc  constitutis 

.  commentariolus. 


Maltitndinem  orbinm  c«1e6tiniii  maiorcs  nostros  cam  nuudme  ob  5 

caosam  posaisse  vidoo,  nt  apparentem  in  sydcribus  motam  sah  re- 
^,'ularitatc  salvarent  Valde  cmm  absurdum  videbatur  ca»le8to  corpofl 
in  absolutissima  rotunditate  uon  scuiper  leoquc  moveri.  Fwri  autem 
possc  advertcrant,  nt  etiam  oompositione  atquc  concursu  motuum  re- 
galarium  diversiinode  ad  aliqucm  situm  moveri  quippiam  videretur.  10 
Iii  quidera  Callippus  et  Eudoxus  per  concentricos  circulos  dcducero 
laborantcs  noii  potuerunt  et  bis  omnium  in  inotn  sydoroo  rcddcre 
rationera,  non  solum  eorum  qu»  circa  revolutioues  sydcroim  videntur, 
Terum  etiam  quod  sydera  modo  scaadcre  in  sublime,  modo  descen- 
dere  nobis  videntor,  qnod  concentricitas  minimo  sastinct.  Itaqae  16 
potior  sententia  viaa  est  per  eccentricos  et  epicydos  id  agi,  in  qua 
demnm  mazinia  pars  sapiontmn  convenit  Attamen  qii»  a  Ptolonueo 
et  plerisqne  aliis  passim  de  bis  prodita  fueront,  qvamqiiaiii  ad  noine- 
nun  responderent,  non  panram  qnoqne  Tidebantnr  |  habere  dnbitatlo- 
nem.  Non  enim  snf&debant,  nisi  etiam  »qnantos  qnosdam  circalos  90 
imaginareiitiir,  qnibos  apparebat  neqoe  in  orbe  sno  deferente,  neqne 


2.  cjBlestiara  Ii  oalutinm  nnd  so  immer.  —  6.  sjdflribos  || fideribot.  — 
11.  Callippot  II  Caljrpit.  —  17.  «  Ptolomso  ||  ab  Ftolomeo.  — 


S.  hypothesibai.  Es  iit  be> 
achtenfwert,  data  hier  Coppemicos 
lelbst  seine  DnritcUung  des  Weltgc- 
händes  als  Hypothes-;  hinstellt.  —  11. 
Callippus  et  Eudoxus.  Dtr  Nntne 
des  KalUppus  kommt  in  den  Uovolu- 
lioncn  an  4  Stellen  vor.  Während  an 
dreien  derselben  (S.  159,  183,  213  der 
Sictilarausgnbe)  nur  der  kallippischen 
AcraErwfthnung  geschieht,  ftthnCopper- 
nictu  io  der  rierten  Stelle  (8*  191  der 


S&calaranigabe)  die  Beobachtung  der 
L&nge  dos  Juhres  durch  Kallippus  an, 
von  einer  Kcnntniss  der  Theorie  der 
concentrischcn  Spliärcn,  wie  in  dem 
ohipcn  Pjissus,  ist  in  den  Revolutionen 
aber  nirpcnde  die  Kcde;  Eudoxus  wird 
Ton  Copernicus  in  dem  grossem  Werke 
überhaupt  nicht  erwähnt.  Um  so  wich- 
tipor  dürfte  dnher  diese  Stelle  unseres 
Commentariolus  für  die  Beurteilung 
der  Studien  dea  Copperoicas  aein. 
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in  centro  inroprio  aBqnali  semper  Telodtate  qrdos  moveil  Qnapiofltr 
non  Mtia  absoluta  Tidebatnr  bninsmodi  specalatio,  neqne  ntioiil  Bitii 
condnoa.  Igitur  evm  Imbc  animadTerttesein  ego,  8«pe  co^tebn« 
forte  ntiombilior  modns  efaraüonim  inveDih  possit,  e  qmbu  onnb 
6  apparens  dinermtas  depeoderet,  onmibuB  m  seipsis  «gaaliter 
qaemadmodam  ratio  absolati  motas  poscit  Rem  saue  diffieüem  tg- 
gressus  ac  p%ne  incxplicabilcm  obtalit  se  tandem,  quomodo  id  piih 
cioribus  ac  multo  convcnicntioribus  rebus,  quam  ülira  sit  proditnin,ßerf 
possit,  si  nobis  aliqu^e  petitiooes,  quas  axiomata  vocaut,  concedaatoii 
10  quie  hoc  ordine  seqauutur. 

Prima  petitio. 

Omniom  orbinm  cselestiam  sivc  sphsrarum  anum  centrum  non  esse, 

{Secnnda  petitio. 

Centmm  terrse  non  esse  centrum  mundi,  sed  tantom  gravitatis  et  ortll 

15  Lunaris.  | 

Tertia  petitio.  I 

Omnes  orbes  ambire  Solcm,  tanquam  in  medio  omnium  existentei^ 
ideoque  circa  Solem  osso  centrum  mundL 

I  Quarta  petitio.  ^ 

20  Minorem  esse  comparationem  distantiarum  Solis  et  terra»  ad  altitnfi" 
nem  firmamenti,  quam  scmidimcticntis  tcrrse  ad  distantiam  SoliJ^ 
adeo  ut  sit  ad  summitatem  ärmamenti  insensibilis.  J 

Qointa  petitio. 

Quicquid  ex  motu  apparct  in  firmameuto,  nou  esse  ex  parte  ipsins, 
25  sed  terrae.   Terra  igitur  cum  proximis  elcmeutis  motu  diurno  toti 
convertitur  in  polis  suis  invariabilibus  firmamento  immobili  penDi| 
nente  ac  ultimo  celo.  \ 

Sexta  petitio. 

Qmoqiiid  nobis  ex  motibns  circa  solem  apparet,  non  esse  occsnoii 
30  ipsins,  sed  teUoris  et  nostri  orbis,  com  quo  circa  Solem  volTimnr  cei 
idiqnod  alind  sydns,  sicqne  terram  pluribns  motibna  ferri. 


6.  poicit  j|  poHln  —  17.  Omifii  II  QeV  —  Solem  ||  solent.  —  tS.  pl^ 
■BuiMte  II  pera«ni«iite.  —  SO — SI  .oev  aliqaod  aliud  •jdot  j)  lea  aliqoo  alio  ^j4«t^ 

U.  Prim«  petitio.  M.  9.  De  rer.  (S.  17  —  19).  —  23  Quinta  petJ- 

Lib.  I,  cnp.  IUI  (S.  U-15).  —  13.  tio.    De  Rer.    Lib.  I,  Caf».  V  (3. 

Secunda  petitio.    Dercv.  Lib.I,  15  —  1").  —    28.   Sexta  petiii». 

Cap.  Villi  (S.  24-25).— 16.  Ter-  De  rev.   IJb.  I,  Gap.  YIIU  (S. 

tia  petitio.  Ebenda. —  19.  Quarta  — Sft).  — 
j>eiitio.   Dp  reT.  X^b.  I,  Cap.  VI 


I 
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Septima  petitio. 

Qood  ipparet  in  emticis  rctrocessio  te  progressns,  non  esie  ex  parte 
^Mram  aed  telloria.  Hnins  igitnr  aoUna  mötna  tot  apparcntibas  in 
Odo  divenitatibiia  aafficit 

HU  igiter  sie  pnBmiaaia  eonabor  breoiter  oalendere,  quam  onU-  6 
I  Bite  «qnalitaa  motoiim  aemri  posait  Hie  antem  brovitatia  cansa 
j  «ttbematicaa  demonatralionca  onmittendaa  arbltrataa  amn  maiori 
i  iDhrnini  deatinataa.  Qnantitatea  tarnen  aemidlametromm  orbinm  in 

etalonim  ipaornra  explanatione  bic  ponentnr,  e  qoibna  nuttbematic» 
^  irtis  Don  ignama  |  Ikdie  perdpiet,  quam  optfane  nmneria  et  obaerva- 10 

tioinbaa  talta  drcoloram  compoaitio  eonveniat 

Proinde  ne  qnis  temere  mobilitatcm  tellaris  aaacTeraaae  cnm  Py- 
thagoricis  noa  arbitrotur,  magnam  quoqne  et  bic  argümcDtum  accipiet 
b  circoloram  declaratione.  Etenim  quibna  Pbyaiologi  Stabilitäten! 
du  aatrnere  potiaaime  conantnr,  apparentüa  plernmqne  innitnntnr,  1^ 
^  omnia  bic  in  primia  comnnt,  com  etiam  proptor  apparentiam 
Tenemoa  eamdem. 

De  ordine  orbiam. 

Orbes  Celestes  boc  ordine  sese  complectantnr.  Sammns  est  stella- 
ram  tixarum  immobilis  et  omuia  contincns  et  locans;  sub  eo  Satur-  30 
üus;  hunc  sequitur  [luppiter;  bune]  Martius;  subest  huic  Orbis,  in 
quo  DOS  circuinferimur:  deiude  Veuerius;  ultimus  Mercurialis.  Orbis 
autem  Lunie  circa  centrum  terrae  vertitur,  et  cum  ea  ceu  epicyclus 
defertur.  Eodem  quoquo  ordine  alius  alium  revolutionis  velocitato 
aiperat;  secundum  quod  raaiora  minorave  circulorum  spatia  emetiun-  2ö 
tor.  Sic  qaidem  Satornns  anno  trigesimo,  luppiter  duodecimo,  Mars 
[terüo],  tellus  annua  revolatione  restitoitnr.  Yenaa  nono  meaae,  Mer- 
carioa  tertio  revolntionem  peragit 


13.  Pytbagorieit  II  Fyugoricit.  —  14.  Fhysiologi  ||  Phistologi.  —  19.  eon. 
pkctutnr  II  complectant.  —  21.  seqnitar  lappiler,  hunc  Martins  ||  scqaitur  Mar- 
tini. —  33.  epicydu  ||  £piciclat  aad  so  imaiar.  —  Se — 17.  Man  tertio,  telloi  || 
Hm  tdlu.  — 

1.  Septima  petitio.  Ebenda,  w^ehkdt  der  Erde  die  Bede,  kei- 
—  13.  CQ m  Pjthagorieis.  Ineel-  neewege  yttiü.  der  UelMreinstimmiing 
^  VorlAufero  des  Coppcmicns  bat  fdnes  Syitemes  mit  dem  des  Fhilolnos. 
Schiaparelli  nachgewiesen,  dass  Copper-  —  1 8—88.  Deordineorbiam.  Siebe 
ninu  sein  System  nicht,  wie  vielfach  de  rev.  Lib.  I,  Cnp.  X,  specieU  Seite 
?<^l,'lsabt  warde,  fQr  das  pythagorische  Sa,  Z.  80  —  Seite  30»  Z.  Zt, 
Mt.  Aach  hier  ist  nnr  tob  der  Be- 
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De  notibuB,  qni  circa  SoUm  appareant 

Terra  triplid  mota  circmnfertiir,  quo  goiilem  in  1  ofbe 
qao  Solem  arobieos  seeandnm  signonim  sncoessioiiem  aanoretolnt^ 
in  temporibiu  nqiialibns  semper  aqnalOB  arcns  dcscribens.  cuins  ^ 
5  dem  ceDtnnn  a  oentro  Solie  25*  parle  semidtametri  eoi  distit 
igitnr  eepponatiir  gomidianietniiii  baiiis  orlns  ad  altitiidincii 
moati  imperoeptibilem  babero  qnantitatem,  consequeni  est,  it 
motu  Sol  dreamferrl  ?ideatar,  perinde  ac  li  terra  in  ccntn 
enbiaoeal,  cum  tamon  id  non  Solis  sod  terre  potiue  moüone 

10  git,  at  eienipU  cansa,  dmn  bnc  eit  sab  Capriconus  So!  o  diiecto 
diametmm  in  Cancro  ccmatur,  et  sie  dftinceps.  Viddritar  cüim 
CO  motu  intequalitCT  moveri  secundum  distantiam  cius  a  centro  o; 
ut  iam  dictum  est.    Ex  quo  maxima  diversitas  duobus  gradibus 
sextanto  uuius  cuiitiugit.  Decliuat  auteiii  ab  ipso  centro  Sol  ad  panctui 

15  firmaraenti ,  quod  distat  a  sUlla  lucida,  quie  est  in  capite  Gcimlj 
splendidior,  gradibus  fere  X  versus  occideiitcra,  invariabilitor.  Tu« 
igitor  Sol  in  summa  eius  altitudinc  ceruitur,  quando  terra  in  1*4 
hnic  opposito  versatur,  centro  orbis  intor  cos  mcdiante,  et  i>ir  bua 
qaidem  orbem  non  terra  solum  y  sed  qoioqoid  umnl  com  erbe  1bm| 

90  comprebensam  est,  drcamducitor.  i 

I  Alius  telloris  motus  est  quotidianae  revolutionis  et  hk  ■ 
maximo  proprius  in  polis  suis  secuodom  ordinem  signomm,  hoc  est! 
orieDtem,  labilis  per  quem  totus  mundus  pra^cipiti  voraginc  ciaTii 
agi  videtor.  Sic  quidem  terra  cum  circomflais  aqua  et  vicioo 
25  volvitar. 

Tertios  eet  mobw  declinationis.  Axis  enim  qaetidian»  rcTol 
nie  non  »qaidietat  axi  magni  orbis»  sed  obliqnatar  secnndom 
ferentin  partem,  nostro  quidem  dxcnlo  XXnigradibas  et  mcdio 


S.  Boten  II  Sol.  —  4.  tmaporibof  II  tribvi.  —  17.  Ioco||tolP.  - 
mundas  II  motoi.  —  circmnagi  fl  circonraagi.  —  14.  dmuftflai«  dftrfie 
folgoadoB  vidno  baibor  wohl  in  circooiaaa  an  tadorn  toia.— 

1 — so.  Do  MOlibag,  qni  circa  und  Kroboet  nls  Orte  der  Erde  rrlj 

Solem  apparoant.    Fflr  die  hier  der  Sonne  onifflhTt  wie  in  de  R«tI 

als  ertte  Bewegung  anfgettfllle  Ke-  lotionibaa.      21.  Alins  tellorl 

Tolution  am  die  Sonne  sehe  man  im  motat.    Fflr  die  hier  als  >wfitc  Bi 

Cap.  XI.  der  Revolutionen:   De  tri-  wegnng  auf^cfOhi tc  Uotaiion  sehe  m 

plicimotu  tel  Iuris  demonstra-  ebendaselbst  Z(  :1c  2— 10  —  56.  Tel 

tio  die  als  sccundus  motus  nuf-  ttus    est    motus    decli  nation»' 

gcftihrie  Bewegung  (S.  31,  Z  lOu.  ff)  Die   Darlegung   der  ven  dpperBKi 

Interessant  ist  es,  dass  Coppcrni  :us  hier  f&lschlich  eingeführten  Bcwrjrong  »"'1 

genau  dawelbe  Beiapiel  dea  Steinbocks  de«  weiteren  in  demselben  C*p.  X 
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Igitor  cemtro  term  in  soperfide  ecdiptic«  semper  nuuieiito,  boc  est 
ia  cimrafereiitia  circali  magni  orbis,  poli  eins  drcnmvagantiir,  dr^ 
cqIos  ntrobiqne  parvos  describentes  in  centris  ab  axe  orbis  magni 

apqaidisUütibus.  Et  hic  quoque  motas  anDuas  fcre  complent  revoltt- 
tiones  et  cum  orbe  magno  pene  comparcs.  At  vero  axis  magni  orbis  5 
i  !ui  firmamentum  immutabilera  scrvat  conipositionem  ad  cos,  quos 
'  vocant  ccclipticiR  polos.  Motus  itom  dcclinationis  cum  motu  orbis 
''■  fomplexns  polos  qnotidianae  revnlutionis  ad  cadcm  cxM  momenta 
I  stmpor  retinerct,  si  paribus  omuiiio  revolutionibus  cum  illo  constaret 

■  Kaue  Jongo  tomporis  tractu  doprchensum  est  talcm  telluris  positioneni 
ad  faciem  tirraamcuti  mutari,  propter  quod  ipsum  j  tirmamentum  ali- 
qaibas  motibus  fcrri  plcrisquo  yisum  est,  lego  nondum  satis  dcprc- 

{kosa.   Posse  autem  haec  omnia  fieri  mutabiUtate  telluris  mioos 
mimm  est  Quibus  autem  poli  inbereant,  ad  mc  non  attinet  dicere. 
i  Video  oqnidcm  in  vilioribns  rebns,  qnod  virgula  ferrea  magneto  at-  15 
'trita  in  nnam  semper  mondi  sitom  nitatnr.  Potior  tarnen  sententia 
;  Visa  est,  secnndnm  orbem  aliqaem  fieri,  ad  cnins  motam  ipsi  poli 

■  wumaUttp  quem  procul  dnbio  sab  Lnna  esse  oportebit 
f 

Qnod  seqnalitas  motnnm  non  ad  ssquinoctia,  2o 
sed  Stellas  fixas  referatnr. 


Com  igitnr  «eqninoctialia  poncta  eeteriqne  mvndi  cardbies  plnri- 
^mm  oommntentnr,  ftüli  enm  necesse  est,  qaicnmqae  ab  bis  aeqnalita- 
tem  anno»  revolntionis  dedneere  conatar,  qnae  etiam  sab  diversis 

r 

^  1.  Semper  raancnte  ||  saproancnt«.  —  10.  tracta  ||  tracUL  12.  lege  soo- 
,  ^mllloge  oedum.  —  15.  ouigocte  ||  megoetS.  — 


ron  Seite  SI,  Zeile  22  bis  zamScbloM 
de»  Cap.  —  15 — 16.  Video  Cf|!n- 
dem  ...  sitam  nitatur.  Es  ist  diese 
Stelle  bestimmt  eine  Anspielang  anf 
«lie  Epistola  de  Magnete  des  Pe- 
tras Peregriuns  de  Maricoui  t.  Copper- 
nicüs  hatte  di(^clbc,  wenn  nicht  früher, 
jedenfalls  durch  Rbeticns  kennen  ge- 
lernt, wie  wir  aus  der  unter  Coppcmicus 
Augen  von  Rheticus  geschriebenen 
Chorographie  entnehmen  kOnnen,  in 
welcher  dieser  Biief  erwähnt  wird. 
(M.i.  Hipler,  Die  Choragraphie 
äci  Joaehim  Rheticae,  Zeitschrift 


fftr  Mathematik  und  Physik  Jnhrg.XXI. 
Lit.  hist.  Abth.  S.  149).    Et  könnte 

ans  dieser  Erwähnung  sogar'eino  wahr- 
scheinliche Zcitbestimrouni:;  für  die  Ent- 
stehung des  Cororaentariülus  gezogen 
werden.  In  Verbindung  mit  dem  Briefe 
Gcmma's,  den  ich  in  der  Einlcituni?  er- 
wihnte,  würde  dieselbe  sich  wohl  ouf 
die  letzten  30cr  Jiihre  festsetzen  lassen. 
—  Weitere  Ausführung  dieses  Cnpitelt 
ist  das  ganze  2tc  u.  3te  Buch  der 
Revolutionen.  —  20  u.  ff.  Die  hier 
niedergelegten  Dnten  finden  sich  im 
3.  Buche  der  Revolutionen.  — 


Oigitized  by  Google 


124  CmrtMti  Aedila  Ctpptrmuum» 

»tatilras  nraltiB  experimentis  ob8erfation«m  diveisa  rqierta  eit  Hanj 
Hipparchns  365  diebus  cum  qnadnnto  vDins  did,  Albtte^  toi 
ChaldttOB  reperit  talem  aanom  ei  365  diebus,  5  boris,  46  iiin6i| 
boc  [est]  13  miniilit  el  8  qolntis  sive  triente  anitts  nnoirti  PtolaBttei 

5  breyiorem.   Rnmts  antem  Hispalcnris  hnic  loDgiorem  vigesma  pol 
ünins  borse,  siqaidcm  ex  365  diebus,  b  horis  et  49  minutis  mm 
vertentem  constitnit  ' 
I  Ne  autem  divcrsitatcm  ex  obscrvationum  crrorc  proccssisse  viäc-^ 
tnr,  si  qais  siogula  accuratius  auimadvertct,  iDveniet  eam  cum  r  iM 

10  bilitate  seqniBOctialiani  panctorom  temper  corrcspondissc.  Dum 
ipai  mmidi  cardines  in  centenia  anaia  nno  gradu  matabaut,  qaemad 
modam  PtoloauBi  mfo  repertnm  est,  erat  tane  anni  quantitas,  qi 
ab  ipao  Ptolomseo  tradita  est  Qoando  autem  sobsequentibos 
potiori  matabUitate  moverentor  motlbus  ioferioiibi»  obviantes, 

16  brevior  annoa  fiustos  est,  qnaato  trandatio  cardimim  esset 
Mam  oocam  vdodori  breviori  tempore  annnam  excipiebant 
Rectins  igitnr  agit,  qoicumqae  annoam  »qaalitatem  ad  Stellas 
referet  Qoemadmodom  circa  Virginis  Spicam  focimaa  inTenioii 
annorn  365  diemm  et  sex  boramm  et  sextantis  fere  miias  bc 

20  Semper  foisse,  qaalis  ctiam  in  ^gyptiaca  autiqnitatc  rcpcritor. 
dem  ratio  in  aliis  etiam  motibus  syderum  babt  uda  est,  i[Uvd  al 
coram  et  stat«  sub  ürmamento  motaum  leges  docent,  ac  oelum  ipsii 
veraci  tcstimomo. 

De  Luna. 

Luna  vero  prieter  annalera,  ut  dictum  est,  circuitum  qoatn^ 
motibus  nobis  vidctur  pcrvagari.  Nam  iu  orbe  sno  <lcfercute  cid 
telluris  ccntnim  secundam  ordinem  signoram  mcnstroas  completm 
Tolutio  I  nes  ^ 

30  i  i '  !!!!!!!!! 

1.  Hipparcbot  |)  H/ppardim.  —  3.  46  ninntlt  ||  t6  minatis.  —  ^  l>| 
fltt||hoe.  ~  Ptolonaieo  II  ab  Ptolomaico.  —  St.  JSgTpiiAca  ||  EgiptiiM.  j 
Sft.  prater II prefer.  —  18—91.  Hier  fehlt  in  der  Handschrifi  iq 
Blatt«  das  60.  iiaeh  der  alten  Nomeriernog.  — 

5.  H  i  8  p  A 1  e  n  s  i  s.  Ea  ist  gemeint  Jähret  to  alt  M  Teg*  6  8tar.d.  8  M 
Iiidonu  Hifpalcnsis,  von  dem  in  den  40  See.  Bin  aextans  hör«  v^i^ 
groMen  Werke  nirgend«  Erwihnanii;  10  Min.  ergeben. 24  u.  ff.  Dfr  Ab- 
getan wird.  ^  19.  annnm  366  schnitt  De  Lnna  ist  lei<lcr  darcfa 
diemm  et  lex  horaram  et  »ex-  Lflcke  sehr  Tcrsiammelt.  ErhatteKiM 
tantii  fcre.  In  Cap.  XIIII  de«  ParallcUtellc  in  de  rerol.  T3.  UIL 
III.  Buchc8  giebt  Coppcrnicus  die  ron  Der  Teil  auf  der  folgenden  S^ite  cnl- 
ihn  geXaodene  Lioge  dea  aiderischen  apricht  dem  Cap.  VIIIX  dea  Bacbci  UU- 
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ics  qaidom  epicyclorum  sequidistant  axi  Orbis,  propter  qnod  nollam 
w'egressioQem  fodt 

8ed  bic  oriris  «xem  sniuii  dedinem  habet  azi  magiii  orldt  live 

iptioe,  quapropter  Lonam  a  anperfide  eceUptfcn  digredi  hidL 
timt  igitnr  sccundom  quantitatem  angali,  coi  de  circnmferentia  6 
iH  qntnqne  gradus  supcradduntur,  cuius  poli  circumferautar  in 
idistantia  axis  ecclipticse,  propemodum  sicut  in  dcclinatione  dictum 
Sed  hic  contra  signorum  ordinem  et  longe  tardiori  motu,  ut  ad 
3  revoiutionem  dccimum  uonum  annura  expectet,  et  hoc  in  orbe 
em  eminentiori  fieri  plorisque  videtur,  cui  poli  iuböercntcs  ad  hunc  10 
im  ferantur.   Tandem  igitur  videtur  haberi  Lnnao  motuum  iabrica. 

De  tribna  snperioribtts,  Satarno,  loTe 

et  Harte. 

Satornin^  lapplter  et  Man  similem  babent  motuum  rationem,  si- 
ea  orbes  eorum  annalem  illum  roagnnm  penitna  indndentes  in  15 
10  eommnni  ipsins  magni  Orbis  ad  ordinem  dgnomm  Yolvontor. 
Orbis  qoidem  Satnmins  trigesimo  anno  redndtor,  loTianns  dno- 
as,  Hartina  antcm  vigesimo  nono  mense,  perinde  ac  si  tales  re« 
ioaes  magnitndo  orbinm  rcmoretor.  Nam  semidiametro  magni 
I  a  25  partibus  constitato,  semidiametros  orbis  Hartii  tlO  partes  SO 
leMt,  lovls  180  et  nnins  particnl»  qnincnncem,  Satnmi  336  et 
Atem  nnins.  IMco  gutem  semidiametnim  a  eentro  |  orbis  ad 
m  P^imi  epicycli  distantiam.    Habet  enim  quisque  duos  epicy- 

quorum  alter  alteruin  dofcrt,  propemodum  sicut      Luna  dictum  . 

*cd  lege  divcrsa.  Primus  cnim  epicyclus  contra  motum  orbis  25 
(08  parcs  fadt  cum  co  revolutiones,  alter  vero  obviaus  primi 


I*  ud  II  ae  lt.  —  6.  tttperaddoDtur  ||  snDatendantQr.  —  1 1.  Tandem  igiiv  vide» 

ikeiiLunx  tnotaniD  fabrica  j|  Tandg  igr  uiüetar  haberi  Luna  motam  fabrica. 

attc  Coppernicus  gcsch  rieben  Talcm  Ig^tor Tidelnr  habere 
t  MImiiB  fubricum.  —  14.  ■imilcm  ||  simileo.  —  SO.  aenidiaoielrot  Q 
iiuMiro.  »21.  qaincuncem  II  qaincontta.  — 


'Tandem  —  fabriea.  Ich  babo 
« in  den  Text  redpiert,  da  ca  nur 
k&Aesderang  Lno«  Ar  Lnoa 
aotanm  fSr  motam  hergeateüt 
baUniit«.  Trolidem  bdt«  ieh  die 
H  TaUm  igitar  Tidttnr 
»tu  Lmna  motnam  fabrieam 
^  ricbligtr«.  In  der  anderen 
^dm  AitUttberhaboag  des  Cdppsr» 


nieof,  die  sieb  Mmsl  nhrgendi  flndeli 
da  er  überall  in  grOeiter  Bcaebeiden« 
belt  feine  üntermehnngen  darlegt.  — 
19  0.  ff.  Die  Theoria  der  drei  obem 
Flanelen  mo«  man  ans  dcmV.  md 
VI.  Bncbe  der  Befointionen  bernni* 
ndien.  Ee  afaid  die  Gap.  I^-XVIIII 
des  Anften  nad  Cap.  I— IUI  des  seeb« 
■Isn  BndMS. 
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motmn  rcTolationiboi  dapUcatis  circumagit  sydas,  adeo  vi,  qiiido> 
cumqne  sit  in  srnnina  a  centro  orbis  distantia  vd  mmu  in  maximt 
Tidnitate,  taue  sydns  sit  centro  epi^cU  quam  proiioiimi,  in  qia- 
draatlbos  aatom  mediantibiu  remotiflsimnm.  Igitnr  ex  taliom  flKytua 
5  eomposltloiie  orbis  et  epicjrdornm  et  reTolntionnm  paiitate  oonü^iti 
ttt  hninsmodi  eloogationes  et  acoeasiones  maxime  stataa  sibi  8id>  fir- 
mamento  sedos  obtineant  Ae  deinceps  ubiqne  ccrtas  obeenranl  no- 
tnnm  conditioncs,  Itaqve  absides  snas  invariabOes  [habeut]  Sitornn 
qnidem  circa  stcllam  quse  super  cobitum  csso  didtar  Sagittatoris, 
10  luppiter  gradibus  VIII  ]>üst  stellam,  qu»  cxtremitas  caudae  Leonis  appflt- 
latur,  Marä  vcrü  gradibuä  VI  et  mcdio  aute  cor  Leonis. 

Magnitudines  autem  epicydonim  im  nmt  In  Satnmo  qddes 
primi  scmidiametor  coustat  ex  partibos  19  et  41  minntis,  qoaUnB 
semidameter  orbis  magni  ex  35  snpponebatnr;  sccondns  aatem  eis» 

15  cydus  partium  6  et  minatornm  34  somidiametmm  babet.  Sic  qnoqoe 
in  love  primns  partium  10  et  |  nunotomm  6,  secnndos  parttuD  \ 
minntonim  22  semidiametros  contineut  In  Harte  autem  primus  par- 
tium 5,  minutorura  34,  secuudus  [partis  1.]  niinutorum  51.  Sic  iptur 
nbiquc  ad  primum  scmidiametor  triplo  maior  est  secundo.  Haue 

20  autem  divcrsitatem ,  quam  epicyclorum  motus  inducit  super  motuia 
Orbis,  primam  appcllaro  placuit,  quae  ubique  sub  firmamento  certos, 
ut  dictum  est,  observaut  liiiiites.  Alia  siquidcm  est  diversitas,  s^ 
cuudum  quam  sydas  intcrdum  r^cdi,  sepo  etiam  subsistere  ocnü- 


a— 4,  qnadnuitibai  ||  qoadranlit.  —  8.  invarUbikt  babeut  ||  ioTariabilci.  — , 
. IS.  piini  II  prinna.  —  IS.  weimdM  parli«  1,  t|  •ecnndot.  —  SO.  oiotat  ||  »Mi. 

12  a.  ff.  Die  hier  gegebenen  Werte 
der  Durchmesser  der  Epicyclcn  stioi» 
inen  völlig  mit  denen  Qboreia,  welche  ich 

in  den  Reliquio)  Coppernicnn« 
(S.  465  des  XIX.  Jtihri;.  der  Zeitschr. 
für  Math.  u.  Physik,  S.  30  der  Scpa- 
ratausg.)  gegeben  habe.  Dort  steht 
aus  den  Bemerkungen  zu  den  Tabule 
Alfonsi  re^is  entnommen:  „Pro- 
nportio  orbium  cffllcslium  ad 
»ccce  n  t  r  o  ic  tc  m  25  partium. 
nMartis  seraidiam  etrus  orbis  38 
»fere,  epicyclus  a.  5.  M.  34|, 
»cpicyclu3  b.  M.  51.  lovis  se- 
»midiametrua  30.  M.  25,  epi- 
«cycUs  e.  lo^,  b.  3|^;  Satarni 


adinroctros    230|,  epicyclas 
«l^üt  b.  611.*    Diese  Werte  stinnfit^ 
■ogar  so  gcnan,  dass  der  llechco/tbler^ 
beim  tweiten  Epicyclas  des  Man  in  i 
Commentariolas  genau ebeiuo iof* 
tritt,  wie  in  den  Reliquie  1'«' 
zweite  Epicyclas  soll,  wie  weiter  ant^n 
gesftgt  wird,  jedesmal  den   3ton  Teil 
des    ersten    betrogen ,    es    n)u<s  «Ifo 
hcisscn:  juirtis  1,   m  j  n  u  t  o  r  u  in  5'« 
Dies  geht  nuch   ans  der  kort  vorhfT- 
gehenden  Stelle  der  Reliqoi»  hff* 
vor,   wo    dieselben   Durchmesser  out 
anderem  Masse  gemess'^n  bezüglich  tn 
1482  und  494  angegeben  »ind.  wo  al» 
in    der    Tat    der  zweite  Wert  der 
dritte  Teil  des  ersten  ist. 
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Iv,  9He  Don  ex  motu  syderis  contiiigit,  scd  telluris  in  orbe  magno 
ttpectom  variantis.   Hase  enim  motam  syderis  velodtato  snperans 
idio  fifloali  ad  fimuuneDÜ  aspectnm  obvianto  motniii  syderia  vindt 
M  tue  miximo  fit,  qnando  proxima  fiaerit  ayderia  terra,  dum 
lidelicat  tater  Solem  et  ^dua  mediat  Teapertiiii  ayderia  ortv.  E  con-  5 
nrio  aatem  drea  TeapertinDm  occasam  ortnmve  matutüram  prae* 
f  Dtione  antefert  Tiaum.  Vbi  vero  viaaa  contra  motam  »qoali  curao 
Mt  aCare  videntnr  adveraia  motibos  invicem  sie  ae  perimcntibna, 
1^  plemmqno  circa  triquetmm  Solia  radinm  contingit  In  bia  antem  * 
|Bibni  tanto  maior  contingit  talis  divcrsitas,  quanto  infcriori  orbe  10 
fiis  movetur,  umie  minor  in  Saturno  quam  lovc,  et  rursus  in  Marie 
üurna,  secunJum  proportioncm  scmidiametri  niagni  orbis  ad  illorum 
iinitüametros.    Fit  autom  tunc  uniuscuiusquc  maxima,  quando  sydus. 

radium  aspicitur  cir  1  cumfereiitiani  niagiii  orl)is  contingcntom 
qaidem  tria  ha;c  sydora  nobis  percrrant    In  latitudino  vcro  dupli-  15 
an  digressioneni  faciunt;  circumforeutiis  ({uidrm  epicyclorum  in  uua 
tpf^rticic  pennanentibus  cum  orbe  suo  ab  cccliptica  declinant  sccun- 

axium  deflexionea  non  sicat  in  Luna  circumducibilem,  sed  in 
imdcin  csell  tractum  Semper  ven^ntem.  Igitur  et  sectionca  circn- 
nun  Orbis  et  ecclipticse,  quos  nodoa  vocant,  aetoroas  in  firmamento  20 
dtt  occnpant  Sic  qnidem  Satomas  nodnm  annm  babet,  nnde  ad 
|temtrionea  acandoro  indpitf  pfurtibua  8  et  media  poat  atellam  qnm 
foplte  Geminomm  oricntalia  didtnr;  Inppiter  ante  eam  ipsam  atel- 
A  partibns  qnatoor;  Mara  antem  Veigiliaa  antecedentem  partibna  6 
•  nedio.  In  bis  igitor  ac  e  diametro  poaltia  aydna  exiatena  nnllam  S5 
iet  bititadinem.  Hazimam  vero ,  qae  in  bia  in  quadratnris  eon- 
^ßi  valde  diTcraam.  Kam  axium  drcnlommqne  indinatio,  tamqnam 
itb  iIHa  pcnailis,  instare  yidetar,  tone  eqnidem  maxima  fit,  quando 
fcs  syderi  proxima  est,  hoc  est  in  ortu  syderis  vespertino.  Tunc 
p  in  Saturuo  partibus  duabus  et  bessc  axis  inelinatur;  in  love  30 
irtibus  duabus  denipto  trieutc ;  in  Martc  vcro  parte  uua  et  sextante. 
contrario  autem  circa  vespertinum  occasum  ortumquc  matutinum, 
irimum  tunc  ahsistentc  terra  Saturno  quidein  et  lovi  quincunce 
iius  partis  minor  est  huiusmodi  inclinatio;  |  Marti  vcro  parte  una 
bessc.   Sic  quidem  diversitas  haec  in  maximis  latitudinibus  apprimc  ^ 
^cipitur,  ac  alicni  tanto  minor,  qoanto  minna  a  nodo  sydna  diata* 
^- — 

lt.  mnus  II  uersos.  —  18.  circumducibilcm  [)  circumducibile.  —  26.  Maxi- 
ÜB  |]  Maximam.  —  27.  diveriam  jj  diveriaia*  —  inclinatio  ||  inclinare.  ~ 
i  qtinCMce  ||  qnincante, 

te  alietti.  Uaa  «ftrde  eu  i  q  n  e    niss  des  Schreibers  aoi  Folge  der  Ua- 
Dfeie  Aeadwinig  tdiiea  bier,    wfüMbeit  bändeln  kann,  etwu  barl, 
■•«lieh  tticbt  «unalalliMvafillad-   «a  irt  «Im  das  wanderUcbo  alieal 
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pariter  com  Uttitodme  crescens  et  defidens.  Accidit  et  aobi  teUirii 
in  orbe  magno  latitodinei  Tlsibne  nostris  Taiiari,  itn  taae  pngm^ 
täte  Tcl  distantia  Tisibflis  latitodmiB  angnloa  angente  rü  nineK^ 
iient  mathcmatica  ratio  cxposcit,  siquidem  bic  motns  libratioms  le- 

6  candum  Uneam  rectam  contingit  Fieri  antem  potest*,  nt  ex  diotai 
orbibns  bninsmodl  motus  componatur,  qui  cum  sint  concentrid  itter 
alterins  deflcxos  circunulucit  polos  et  inferior  contra  superiorem  do- 
ylici  velocitatc  polos  orbis  cpicyclos  deforentis  revolvat,  et  hi  quoqoc 
poli  tantam  habcant  deflcxioiiem  a  polis  orbis  immcdiate  superiuh?. 

10  quautum  huius  a  polis  supreini  orbis.  Et  ha^c  de  Saturno,  love  et 
Marte  ac  orbibus  terram  ambicntibas. 


De  Yenere. 

Reliquam  est  eorum  speculationem  aperire ,  qns  magni  orbis , 
ambito  includuntur,  hoc  est  do  motibaa  Veneria  et  MereoriL  Veo» 

15  qnidcm  persimilem  habet  circnlonim  compaginem  qoales  illi  sqperioi«! 
aed  alia  mo  |  tnom  observantia.  Orbis  quidem  com  epicydo  ano  ai- 
|ori  parea  &dt  revolntionea  nono  menae»  nt  pr»dictnni  eat»  eoqaeMli 
compoaito  minorem  epicydnm  certa  nbiqne  liabitndino  finDaaoto 
reatitnit  summam  eina  abaidem  ad  pnnctnm,  qno  Solem  yergere  dh^ 

20  mos,  eonatitnena.  Minor  antem  epii^dna  imparea  cnm  illia  rewh- 
tionea  babena,  motni  orbia  magni  imparitatem  rcaerva^it  Äd 
qnidem  revolntionem  dnoa  omniuo  drcnitna  perfieit,  nt,  quandocomqQe 
tellna  in  linea  ad  absidom  diametro  porrecta  inerit,  sydna  tone  eeatr» 
maioris  epicycli  proximum  sit,  et  in  transvcrso  quadrantum  rcmotis- 

25  simum  simili  fcre  modo,  quemadinodum  in  Luna  miuor  epicyclas  Soka 
respicit  observaus.  Est  autem  proportio  semidiamctrorum  orbis  magni 
et  Youcris  sicut  26  ad  18,  et  maior  cpicjrclus  dodrautem  soscipit 


4.  librattunis  II  libcrntiunis.  —  11.  immediatc  ||  mediale.  —  i6  —  1  f.  ^■ 
Zu  diesen  Zeilen  ist  auf  dem  Aassern  Rande  des  Msc.  ron  ande- 
rer Hand  hinzugefügt:  M«ior  epicydof  1.  48,  miaor  0.  36,  qaati«« 
•emtdiamctrus  1.  60« 


stehen  gcblioben.  VlcUcirht  steckt  ein 
Oerronnisniiis  dahinter.  —  5.  Fieri 
autcm  potest.  Siehe  die  Dar* 
Stellung  de  rcrolutionibus  Lib. 
III,  Cup.  IUI  (Seite  165  —167  der 
S&cularausgabe).  —  12  u.  ff.  Den 
Abschnitt  De  Vencrc  Tcrglolche  man 
mit  De  reYol.  Lib.  V,  Cap.  I^IIUi 


XX-XXIIII  und  Lib.  VI,  Ca^  I. 
II.  V— Villi- 26-1  n.  f.  S.  Est»"- 
tem  pro[türlio  ...  qundrictca 
etimmt  genau  mit  der  Angabe  Reli- 
quiaj  CopcrnicanaB  a.  a.  0.. 
CS  hcißst:  „Veneria  semidianit« 
„tras  18,  opicyclua  a.      b>  i** 
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uniu  particols,  minor  vero  quadrantcm.  Retrocedorc  quandoqae  et 
tec  cernitar,  tuiic  raaxirao,  quaudo  sydus  terra?  proxiinum  est,  simili 
quodaramodo  rationc  ut  in  superioribus ,  scJ  couvtTsa  lu  illis  euim 
accidit  motu  terra?  supcraiite,  hic  autciii  superato,  ac  illic  orbe  toUu- 
ris  cüiitcnto,  bic  vero  coutiueute.  Quapropter  nec  unquam  Soli  oppo-  5 
nitar.  cum  tellus  intermcdiari  uou  possit,  sed  ex  certis  ab  Sole  di- 
stautiis,  qUiC  liuut  in  coutactibus  eircumforentia'  liueis  a  |  ceutro  tel- 
luris  prodeuntibus ,  utrobique  revertitur  48  gradibus  numquam  ex- 
cedeiis  ad  uostrum  aspectum.  Et  ba*c  est  Vcuerci  motus  summa,  qua 
ifl  lüugitudinem  circumducitur.  Latitudiuem  quoque  daplici  causa  10 
scaodiL  Habet  enim  et  hsec  azom  orbis  incUDatom  quantitate  anguli 
gradunm  duoram  .8.,  et  nodom  suiiin,  node  scptemtrionos  petit,  in 
ibndo  sna  habet  Digrcssio  autcm,  qu«  ex  tali  iocUiiatione  procedit, 

I  qnainqnain  eadem  in  se  ipsa  ait,  duplex  non  ostenditnr.  Kam  in 
alterntro  nodornm  Veneris  inddento  tem  transvereis  Borsum  et  de-  15 
mm  aspicinntnr,  has  rcflexiones  vocant;  naturales  apparent  orbis 

I  oWqoitates,  et  has  vocant  dedinationes,  emdom  vero  in  quadrantibus. 
CMeris  antem  loeis  ambe  latitudines  permixtao  confnnduntur,  ac  alia 
iliam  snperans  vindt  ac  similitndine  et  dissimlHtudino  mntno  se 
MgODt  ctperimunt  Haec  vero  axis  incHnatio  est;  babet  librationem  ^ 
Mobilem,  non  autcm  sicut  in  superioribus  illis  ad  nodos  pendentera, 

'«d  in  aliis  quibusdam  volubilibus  ])unctis,  qua;  revolutiones  suas  ad 
svilus  auuuas  faciuiit.  undc,  quaiulocumquc  tellus  contra  ubsidem 
Wiieris  stctcrit,  maxinia  tuuc  fit  librationis  intiexio  et  ha-c  in  ipso 
sydcrc,  in  qnacuuiquc  tunc  parte  sui  orbis  fucrit.  Quapropter,  si  25 
tuüc  sydus  iu  abside  sit  vel  ei  c  dianietro  opposito,  latitudine  non 
pcüitus  carebit,  taraetsi  in  nodis  tunc  versetur.  |  llinc  vero  decres- 
ceDte  bac  infiexione  quoaduäquc  tellus  per  quadrantem  circuU  dicto 
loco  amoveatur  et  similitudine  niotuum  maxime  ülias  deviationis  punctus 
&  sydero  tantumdem  destiterit,  uuUnm  prorsus  hniusce  deviationis  SO 
vcstigium  usquc  reperitnr.  Et  dcinceps  deviatiounm  libramcnto  con- 
tinuato,  et  illo  principio  a  semptcmtriouibus  ad  austmm  dcdinante  ac 
idemidem  a  sydero  seso  clongante  secundum  teUuris  ab  abside  re- 


10.  libntkmeiu  (( libcratiooeai.  — 
'biMtro  n  diaacter. 

Dii  BtndbeaierkQog  des  Wiener  Mec. 
•Miior  epiejelvs  I*  4S,  minor 
«0.  SS»  qnnlinai  seBidiametrai 
60«  {«t  in  Beang  «nf  die  letzte  An- 
^be  ÜUtcb;  ft  aus  befeeen  «qan* 
lian  •eaidiamctros  60"  sa 
iftaidiamelrat  binaagedaebtnagai 


SS.  libratiooiiltlibonitioDia.  —  SS.  e 

« 

Orb  II,  denn  wir  beben  die  riebtigen 
Proportionen: 

60:S5=slf:}=|:^ 
10  a  E  Latitndincm  qnoqoe 
dnplici  cauta  tcandit.  Siehe 
bierzu  spccicll  die  Dan»tellung  de 
revol.  Lib.  VI,  C«p.  V— VI  (8.  484 
•«4S9  der  SScalarantgabe). 
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motioucm  sydus  ad  oam  pcrducitur  partera,  quse  prins  australis  fu- 
erat.  Xunc  autom  oppositionis  logo  septemtrionalis  facta,  doucc  iteram 
ad  summam  pervcniat  libratiouis  circulo  poracto,  ubi  rursum  maxima 
fit  deviatio  et  prima?  simul  et  lequalis.  Sic  dcmum  pari  modo  p  r 
5  roliquum  scmicirculum  pergit.  Qiiapropter  iiumquam  tit  ineridiaDi 
ha'c  latitudo,  quam  plcrumquc  dcviationcm  vocant,  et  hffio  duobos 
orbibas  ficii  coDcootricis  et  axibus  obliqais ,  sicut  ia  saperioribos  dh 
cebamns,  hic  qnoqiie  eoosentanciim  esse  videtor. 

De  Mercurio. 

10  Sed  omnimn  in  cslo  mirabUisdiniis  est  Mereorii  cnnns,  qui  poce 
investigabUes  pcrmeat  vias,  Qti  pencrotari  aon  factte  qoeat  AddÜ 

praterea  difficultatem  qtiod  sub  radiis  solis  invisibües  plennnqvf 
incatus  occupat  et  paucis  admoduiii  dit'bus  visibilem  sc  exhibct,  at  [  ta- 
ineu  comprchcndetur  <'t  ipso,  modo  altiori  ingeino  quispiam  incumbaL 

15  Coüvcnicnt  et  liuic  cpicycli  duo,  ut  in  Vcncre,  in  orbc  suo  revolubi- 
Ics.  Nam  maior  cpiryclus  paritor  cum  orbc  suo  facit  rcvolutioues,  nt 
illic,  absidis  eius  scdcm  gradibus  14  et  medio  post  Yirginis  Spicam 
coustituons.  Minor  autcin  opicyclus  contraria  illius  lege  duplici  vero 
rcvolutiono  reliectitur.  ut  in  omni  situ  telluris,  quo  absidem  haias 

20  SQpervcnit  vcl  cx  advcrso  respicit,  sydas  a  ceutro  maioru  epicycfi 
remotissimum  Bit  atque  in  qnadrantibus  proximam.  Et  hnins  qaida 
orbem  tertio  menao  dixunas  rcverti,  hoc  est  88  diebos,  cmiis  semi- 
dimeticns  partes  capit  9  et  dnas  qnintaa  nnina  paiüs,  qnanun  »cmi^k 
ametrum  magni  orbis  25  poftnimos.  Ex  bis  antem  primn«  epicydoij 

25  acdpit  nnam  et  41  minuta;  sccundns  antem  tertiaoi  eins  parttm,  M 
est  minntias  34  fero.  Sod  is  quidem  circulomm  concnrsns  bie  um 
sufficit  nt  in  ceteris.  Terra  siquidcm  in  snpradictis  absidis  respecd 
bas  permeanto  lougc  mlnori  apparet  ambitn  sydns  moTeri^  quam  nÜN 
drculorum  iam  dicta  snstinet;  ac  mrsos  in  quadratnris  longe  etiad 


15.  huic  II  hinc. 

9.  bis  SU  Endo  des  Ganten.  Ueber 
den  Abschnitt  De  Mcrcorio  siebe 
De  roT.  Lih.  Y,  Cap.  I— Uli,  Llb. 
VI,  Cap.  I,  II,  V— VIIU.—  Sl— SS. 
Et  httiif  qnidem  erben  —  34 
fere.  Aach  diese  Aogaben  stimniea 
genev  mit  den  RollqaiiB  Copper- 
nicenae  a.  O.  Dort  beisst  ei: 
«Merearii  orbie9. t4,  Epleyelnt 
9».  1.  41^,  b.  0.  88};  eolligant 


„1.7^  (diverslief  dlMetriOJIf  I 
SS  —  &  131.,  Z.  19.   8ed  is  «si- 1 
den  eirealorvn  —  sie  se  bels^  • 
Spedelle  Darlegung  dieeer  IVfclMP* 
weise  sehe  nen  De  BevoL  Lik  ^« 
Cap.  ZXYIU  aod  Gap.  XXjn,  ii 
denen  dteee  Bewegnag  nm  sed 
scbiedenen  Oeftcbtopnaktea  av  teT" 
legt  wird.  — 
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miore.   Cum  vero  nullam  aliam  in  loDgitudiuo  diversitatem  cx  hoc 
kn  percipiM,  conseuUneam  est  per  acccssum  quendam  et  reccssam 
tri  Orbis  sccnndum  lineam  rectam  |  contingcre,  quod  quidem  ücri 
oportet  duobus  orbicalis  circumdatis  habentibus  axcs  squidiskantes 
ui  orbii,  dnm  centrnm  epiqrdi  maioris  sive  totins  illins  axe  taatam  5 
irtei  a  centro  orbicoU  immediate  continentiB,  qaantiim  centrum  haiiu 
t  eeotro  extrcmi.  Id  qaidom  repertam  est  minntibiis  24  et  medio 
«DU  partis  de  25,  qtiibiis  omninm  contcztam  menai  sumiu,  qnodqae 
iBotas  eztremi  orbicoli  binas  in  anno  vertonte  revolutiones  fiuiat, 
pterior  antem  motu  reflexo  duplo  recnrsu  quater  interim  revcrtator.  10 
rhefmator  enira  boc  motu  composito  ceutra  maioris  cpicycli  secnn- 
[to  lineam  rectam,  quemadmodom  circa  latitudines  libratas  diximus. 
Sic  igitur  in  ineiiioratis  ad  absidem  telluris  sitibus  ceutrum  epicydi 
iiiioris  centro  orbis  proximus  est,  in  quadraturis  autem  rcmotissimus. 
lü  locis  autem  incdiantibus,  id  est  4ö  gradus  ab  bis,  centrum  maioris  15 
cpicycli  centro  exterioris  orbiculi  applicat  amboquc  in  unum  concur- 
niDt.  Quantitas  autem  buiuscc  rccessus  et  accessus  constat  miuutis 
?J  uüius  priedictarum  partium,  et  bactcnus  motus  Mcrcurii  longitudi-  . 
^lalis  sie  so  habet.   Latitudiucm  vero  haud  sccus  facit  quam  Venus, 
led  tracta  scmpcr  contrario.   Ubi  |  cnim  illa  septemtrionalis  fit,  bic  20 
^tros  pctit  Declinat  autem  orbis  eins  ab  ecdiptica  qnantitate  an* 
'gnli  partium  Septem.  Deviatio  autem  hie  qnoque  Semper  anstralis 
dodraatcm  nnitia  gradus  numqnam  ozccdit.  Cietenim  qnse  circa  lati- 
•  todines  Veneria  dicta  sunt,  hic  quoqno  commemorasse  conyeniet,  ne 
It&km  sepo  repetantnr.  25 

Sicquc  Septem  onmiuo  circulis  Mercurius  currit,  Venus  quinque, 
tfÜQs  tribus  et  circa  eam  Luna  quatuor,  Mars  demum,  Inppiter  et 
^Satumus  singuli  quinquo.   Sic  igitnr  in  nniversum  34  circuU  sufßciunt, 
■liibas  tota  mnndi  iabrica  totaqne  sydemm  Chorea  ezplicata  sit 
r—  

■ 

2.  pcreipias  II  percipfatit.  —  4.  circnmdatis  ||  circumdata.  — >  6«  axe  ||  a«ae. 
).  motat  II  motur.  —  11.  ccntra  ||  centro.  —  27.  eam  ||  eam. 

19— tft.  Latltttdinom  vero  ...    tsdoTenerit  angegebenen  Cap.  von 
repetatnr.   Siehe  die  bei  der  Lati-    LIb.  VL 


9* 


Digitized  by  Google 


132 


Curtze:  Inedila  Coppernicana, 


IL  Ber  Brief  des  Oej^pemitns  aa  dem  INnnkem  Wftpewill*) 
1«  Knikm  tber  das  Bnek  des  lelumes  Werner*)  de  aet«  eetsfi 

splisrv*). 

Der  fragliche  Brief  ist  zum  ersten  male  iu  der  Warschaoe 
Prachtausgabo  der  Werkt)  des  Coppemicus  veröffeuUicbt  woIde&^ 


1)  Berohord  Wapowiki  sUmmte  aui  der  DiOccM  Letlan  ttiul  muh  u 
Sl.  Kovember  15S5.  Er  Ist  besonders  ab  Qescbichtsforscber  snd  Geogrif 
bekannt,  llan  Tcrgicicbo  ftber  denselben  Hipler,  Spieileginin  Coperal 
canvm,  Brannsberg  1872,  8.  172,  Anm.  I,  nnd  desselben  Nik«Ui 
Kopernikns  nnd  Martin  Lntber,  daselbst  1868,  8.  88,  86. 

2)  lobannes  Werner,  geb.  14.  Febmar  U68  an  Nflmberg,  stndicrte  n 
1488  bis  1488  stt  Boa,  lebte  dann  als  Oefstlicber  in  seiner  Vateiaiadt,  «o  • 
1828  starb.  Sein  Uauptverdienst  bcstcbt  in  der  Hemvsgsbe  vieler  RcgioMi 
taoa.  Er  war  ein  ifiebtiger  Qcomoter  nnd  guter  Himaelsbeobncbter,  wie  lyd 
von  ihn  rfihnit  Oenaneres  Aber  sein  Leben  nnd  seine  Werke  nebe  Msa  i 
Doppelnayr,  Historischo  Naehricbten  von  den  NOrnbergiscbi 
Mathenatieia  nnd  Kflnstlern,  NArnberg  1730.  8.  81—38. 

8)  Die  Schrift  de  jnotn  octavn  spharm  findet  sich  in  einem  Basl 
der  schon  an  TjchoU  Zeiten  an  den  Seltenheiten  slhltc.  Dieselho  ist  lictifel 
„^tt  lisc  sperr  ^sre  csnlinrntur.  ||  LIBELLV8  I0AKNI8  VERNEBl  |1  NVRQ 
BERGEN.  8VPEII  VU  |]  GIMTIDVOBVS  ELEMEN-  (|  TIS  GONICIS. 
EIVSDEM.  Comnentarius  scn  parapprastica  ennr*  |1  ratio  in  vnderim  SNd 
eonfieiendl  eins  Problema«  ||  tis  qnod  Cnbi  dnplicatio  dicitnr.  ||  EIVSOB 
Gomentatio  in  Dionjsodori  prahle«  ||  ma  qno  data  spb«ra  piano  söb  data  sco 
ratione,||  ALIVS  modns  idcn  problcma  lOfidendi  ab  code||Ionnne  Vene 
nonissinio  cOpertus  dcmO^triitusq},  ||  EIVSDEM  loannis  de  mota  ociM 
Spbisr»,  ||Trart«tus  dno|)  EIVSDEM.  Snmnmria  enarratio  Tbeorir«  si^Dl 
ocUv«  Sphtsr».  II  a  Cum  Gratia  &  Privilrgiu  Impf  riali.**  Sie  besteht  am  K 
Blatt  In  4**,  deren  Irtatrs  leer  ist.  Auf  ßhiu  99*  «teht  der  Dmchverafr 
,4MPB£SSVM  NVRßMBERGAE||pcr  Fri  lcricura  IVypus,  Impcntis  Lac* 
Alantsec  Ciuis  &  BibltopoIiD  Vi«|Icnncu.  Auun  M.  I).  XXII.  ||  üromnnit  n 
pcrnntc  intiictissinio  Carolo  Uispaniartt  rege.  H  Cum  Gratia  4  Priuilci^io  Inf 
rinli.'*  Die  Schrift  de  motu  octavo;  sphicr«  urofasst  Blatt  45«  h\»  Bl 
96*.  Der  cr^tc  Tnictat  ist  über  schnellen  (Blatt  45«,  Z.  13—17):  ,40A3iX 
VERNERI  NVKK.M BERGEN.  ||  De  motu  octnuie  sphasr«  tractatas  pria« 
qui  trigint.i  ||  quattuor  cum  thcorcmatibus  tu  problcmntibus  ]{  quie  pmpofittoe 
lihuit  nppelhire  ton«  ||  summntur."  Der  zweite  Trncfnt  bc>;innt  Ulatl  88,  Z-S- 
mit  der  Ucberschrift:  „lOANSIS  VEUNElil  NVRKMBKKGKN.  \\^\s  de  M'Ji 
Ortnuac  sphuera:  Trnctatiis  »ccumlus  in  [1  quo  Alfonsinir  tabulx  de  co.K  m  awi 
Osten-  [|  (Unit*'  iu.sti.s  ronricbensionibus  uon  carere.'*  Der  Titvl  ist  tub  ei* 
liolzschnittbordürc  cingcfu^bt. 

4)  Nicolai  Copcrnici  Torunensis  Do  Rcvolutiontbus  Orbtnm  Coflctti''' 
|#ibri  Sex.    Acccdit  G.  Joachimi  Ehctici  Narratio  Piima  Cum  Copeiaio  ü** 
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Dar  dortige  Abdruck  ist  nach  der  Handschrift  „Ms.  lat  Fol.  83** 

der  Königl.  Bibliothek  zu  Berlin  gemacht,  wimmelt  aber  von  Lesc- 
ond  Druckfehlern.  Da  erst  im  Jahre  187^  durch  das  Leben  des 
Toppernicus  von  Polkowski^)  bekannt  wurde,  wo  das  Msc.  drs  Briefes 
zu  tindt'u  sei,  weil  die  citierte  Ausgabe  jede  Angabo  ihrer  Quellen 
gttiisseütlich  verschwiegnen  hat.  so  waren  bis  dahin  selbst  i)oluische 
Gelelirte  über  den  Autbewahruugsort  im  Unklaren,  und  die  beiden 
neueren  Herausgeber  des  Ikiefes,  Prowc  und  Hipler,  waren  daher 
genötigt,  den  unverständlichen  Text  der  warschauer  Ausgabe  ab- 
irackcD  zu  lassen.  Durch  die  Güte  des  Herrn  Geheimenrath  Lepsius 
var  ich  in  der  Lage  das  berliner  Manascript  selbst  ciusehcn  und 
coUationicrcn  zu  können,  und  sah  mit  immer  wachsendem  Erstauuen, 
was  man  als  Text  dieser  liaudschrift  bis  jetzt  geboten  hat  Eine 

'  xwcito  Handschrift  soll  mit  der  atrassbnrger  Bibliothek  verbrannt 
leia*),  eine  dritte  besitzt,  wie  ich  schon  oben  bemerkte,  die  K.  K. 
Hofbibliothek  xa  Wien.  Ton  ihr  habe  ich  ebenfalls  gonane  CoUation 
genommen.  Die  beiden  Lesarten  des  berliner  nnd  Triener  Msc.,  die 
keineswegs  durchweg  in  Ucbereinstimmnng  sind,  lassen  mit  annähern- 
der Gewitsheit  die  Form  wiederherstellen,  in  der  Coppemicns  den  Brief 
gesdirieben  hat  In  dieser  Form  bisse  ich  denselben  weiter  unten 
sbdrocken,  zum  ersten  male  in  einer  Gestalt,  welche  nicht  offimbaren 

!  Vnsinn  bietet. 

Die  Handschrift  der  KOnigL  Bibliothek  zu  Berlin  „Msc.  lat 
hl  83*"  besteht  ans  24  Blatt,  von  denen  Blatt  1-10,  12—23  bo- 
ittgKch  mit  den  Zahlen  1—10,  11—22  mit  Tinte  numeriert  sind. 
Bhtt  11  ist  leer  nnd  deshalb  nicht  mitgezählt  Diese  24  Bltt  von 
•ehr  verschiedener  GrOsse  sind  mit  einem  Vor-  nnd  einem  Nachblatte 
Pappe  gebunden  mit  schwarzmarmoriertem  Papierttberzugo  und 

I  - 

Mlltt  Seriptis  Minoribof  Nanc  Primon  Collectii,  Eiasqne  Vita.  Vanavi«, 
Tjrpit  StanUlai  Strmbski  Anno  MDCCCLIV.  a  575^568.  Dieto  Aiugabe 
bt  in  der  Varia  lectio  durch  V  beseichnec  worden. 

5)  Zywot  Mikotiga  Kopcrnikn.  Frxcs  Ks.  Ignacego  Pollcowskicgo. 
Gniesno  MD0CCLX3CIII.  S.  SU,  Anm.  t.  Nach,  ihm  bat  ein  Schreiber, 
«dehcr  gewöhnlich  die  Abichriftcn  für  die  Uonnmenta  Gcrmaniae  besorgte, 
die  Abtehrifi  fflr  die  Ausgabe  geliefert;  sie  ist  dann  von  Professor  Hirsch  mit 
öca  Originale  Teiglichen  worden.  Jedenfalls  haben  sieh  beide  durch  dieselbe 
ton  gltnsendea  Zengniss  erteilt.  *  Wer  lUr  e  contrario  lesen  kann  est 

contraria,  wer  .,qn"  mit  quoninm  statt  quaiulo,  qm  mit  quem  oder 
qoam  statt  durch  quemadmodum,  wer  (|a  durch  quoniam  f&r  quin, 
ebenso  (>|  durch  qnoniam  auflösen  kann,  wer  .n.  durch  non  flbersetst,  kann 
Vsm  mit  der  nlVtigen  Akribie  au  Werlte  gcgan^jcn  sein. 

6)  Briefliche  Mitteilung  dc-s  Herrn  Frof.  Hipler  zu  Braunsberg. 
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weisser  Inneuseitc.    Auf  einem  auf  dem  obern  Teile  des  Kuckens 
aufgeklebten  Etiquette  liest  man  die  Worte:  „Astron omica  varia." 
Auf  dem  oberu  Ilande  von  Blatt  1**  steht  die  Bibliotheksbezeichnang 
„ms.  lat.  Fol.  b3.'*    Blatt  8"— lO  enthalten  den  Brief  des  Coper- 
nicus;  das  11.  leere  und  unbezeicbnetc  Blatt  bildet  das  viert«  Blatt 
zweier  zu  der  Abschrift  verwendeten  Bogen.  Auf  dem  rechten  Rande 
der  ersten  Seite  des  Briefes  stehen  Ton  späterer  Hnnd  (XVIL  Jtbrh.) 
die  Worte:  ,,Haec  cpistola  adnexa  erat  ad  opus  Copernici 
de  Revolntionibns  orbinm  ccelestium^*;  nmi  befindet  aob 
der  Brief  zQsammongebiuideD  mit  Schriftstttdcen  und  DrocksadieB, 
wdcbe  von  dem  Astronomen  J.  6.  Rabener  zn  Cleve  herrObren  ud 
zum  Tdl  in  hoUftndiscber  Sprache  verfasst  sind,  er  dürfte  also  woU 
ebenlaUs  ans  jener  Gegend  stammen  7).  Die  Handschrift  ist  in  man- 
chen Eigenheiten  der  Schrift  des  Rheticns  ähnlich.  Jedenblls  stannit 
sie  aas  dem  XYI.  Jahrhundort  und  ist  älter  als  die  des  wiener  Mi- 
uuscripts^).   Von  der  Hand  des  Schreibers  sind  iu  den  Text  selbst 


7)  Die  nndcrn  in  der  Handschrift  (gesammelten  Stücke  sind:  1.  Blatt  1«— T« 
De  Comctä   illa    «ingulari    &   rnro    qui  npparait  Anno  1680 

sob  finem  Novembris  ad  Orientcm,  &,  postqaam  disparuerat  Aa> 
rork  toctns  ad  occidentem  conspicuus  factus  fuit,  dam  snb  me» 
diom  Fcbrnarlj  168  1  ditpareret."  Von  der  Hand  J.  0.  Rabenen.  - 
S.  Blatt  IS«  „Obaervatio  Cometia  Anno  mrm  Chriat.  16SI.  di» 
8  Ftbr.  St  B.  horä  matot  6  Oedani  habita  ä  Johann«  Htvclio." 
Zeidinang  von  Hevoliaa  Haadi  die  Schrift  stioiait  all  der  elgenhiadign  Wid- 
mnogaaehrift  einet  Bandet  der  thomer  Bibliothek  Töllig  flberein.  —  S.  Bhit 
180  n.1  MObaetTationli  cninadam  Phoenomeni  Tjpna  imetm  CU- 
▼iia,  anb  elevat  poH  81*  84'.  Calend.  Febr.  St.  V.  iatcr  qatr- 
tam  et  matntinam  quintam  h  Babenero/*  (1861).  Babenen  Hand.  — 
4.n.  8.  9  Blatt  Kopfefitiehe,  Beobachtnrgen  der  MondÜMtemlaa  vom  16.  M 
1668  nnd  der  Sonnenftntternin  Tom  S.  Jnli  1668  in  Daniaig  rcn  Hefdiu 
gemacht  »  8.  BUilt  16o  „Obtervationet  Comet«  habita  in  Obter- 
vatorio  Begio  Paritientl  (1681).*'  Am  obern  Bande  tieht:  „Mittentt 
Hove  Ii  o  nd  Babenernnk**  Herelina  Band.  —  7.  Blatt  17*  ^18«  n^r- 
bit«  Cometm  qni  illnxit  XVI  Angnati  St  r.  Anno  1889."*  Ati 
Blatt  17«  datn  eine  Erltntemng,  betitelt  t  M^om  scbftttt^  SHcfcr  taffd."  - 

8.  Blatt  IS^SO«  „Commetea  Cnina  Typna  heic  datnr  eonteBpi«»- 
das  Apparnit  Ao  CIQ.IQO.LXI  Monte  lan.  ObterTatio  lie  fa«t» 
Clivim  tnb  elerat.  poli  5  1<»  56'  Calendis  Febr.  4«»  mnt  b  JGBt- 
bcnero."    Zu  vergleichen  mit  n**.  8,  welches  denselben  GooMten  bebandf It. - 

9.  Blatt  21  »-92«.    Der  nördliche  gestirnte  Himmel.  —  10.  Blatt  23»-24«. 
Sternkarte  von  40'»  nördlicher  bis  40"  südlicher  Breite  in  hollÄndischer  Sprtcbe- 
Keines  der  obigen  hevelioa'acben  StAcke  ist  in  der  trefflichen  Monographie 
B^t  (Bullettino  Boneompngni  1878  October-December)  enribal. 

8)  Am  einer  Bnadbemethmg,  wnUhn  gleiehieitig  mit  d«r  Altelril^  H 
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flbernommene  in  Parenthesen  eingeschlossene  Glossen  vorhanden,  an 
zwei  Stellen  auch  grössere  Randbemerkungen,  welche  diese  iliro  Eigen- 
schaft als  Einschiebsel  des  Schreibers  durcli  bedeutend  kleinere  Schritt 
als  die  des  Textes  ist,  docurneutiereu ;  sie  sind  säinmtlich  in  der  wiener 
Haudschrift  nicht  enthalten.  Ausa(;rdem  ist  die  ilanilsrhi  ift  von  einem 
kandigen  Manne  revidiert,  von  welchem  auch  einige  Kandglosseu  hin- 
znj^cfügt  sind.  Der  Brief  hat  in  der  Handschrift  die  Ueberschrift: 
„Epistola  Copernici  coatra  Wernerum''  uad  trägt  die  Zu- 
Kbrift:  ^Rcverendo  Domino  Beruliardo  Vapusky(!)  Can- 
tori  et  Canonico  S  ficclesise  Cracoviensis  et  S.  B.  Maic- 
»tatis  poloniiT^  ;  Sccretario,  Nicolaus  Copernicus."  Datiert 
ist  derselbe:  „£x  Varmia,  3.  lunii  1524  [|  Nicolans  Goperni- 
eis."*  In  der  vario  lectio  ist  diese  Handschrift  durch  die  Vor- 
besieniogcn  zweiter  Hand  dorch  bezeichnet,  während  dann  die 
cnte  Hand  durch  Bi  kenntlich  gemacht  ist 

Die  Handschrift  der  K.  K.  ilofbibliothek  zu  Wien  hat  die  Ord- 
Dongsnummer  „9737'*'\  Sie  besteht  aus  10  mit  Bleistift  auf  den 
Vorderseiten  von  l — 10  numerierten  Blattern  von  200°"°  Höhe  und 
160"">  Breite.  Dieselben  sind  mit  einem  Vor-  und  einem  Nachblatte 
in  einen  Band  in  Pappe  gebunden  mit  IlUckcn  von  weissem  Papier 
«ad  grflnmarmoriertem  Papierüberzng.  Blatt  1^ — ^9*  enthalt  den  Brief 
des  Goppemicos  an  Wapowski  mit  der  Ueberschrift :  „ '®  D n*o  Ber- 
Bardo  YaponshyO)  Cantori  et  Canonico  |  Ecclesie  Cra- 
eovien:  ei  8.  B.  Ma***  Polonic»  So«  |  cretario,  Bno  et 
fstttori  sno  plnrimom  obsernando  und  ist  datiert:  „£z 
Varmia  Siij  Junij,  anno  HDXXIIII  {  |  Nie' Gopphornic^.'' 
Am  Fnssende  von  Blatt  9*  findet  sich  folgende  Bemerkung:  „Ex 
primis  post  nvroyQatp ovi\)  \\  lituris  30  Martij  1675",  ans 
wicher  hervorgeht,  dass  die  Handschrift  im  Jahre  1575  gefertigt  ist 
I^ie  Orthographie  des  Copperuicus  ist  hier  sehr  verändert,  (was  bei 
der  berliner  in  diesem  Maasse  nicht  der  Fall  ist),  sie  hat  aber  den 
Wortlaut  au  vielen  Stellen  treuer  bewahrt,  als  die  andere  Handschrift 
dieses  tut   lu  der  varia  loctio  ist  sie  durch  W  bezeichnet 

Der  Brief  war  zur  Zeit  des  Goppemicos  und  der  darauf  folgenden 
Tid  verbreitet,  wie  dies  schon  die  Unterschrift  der  wiener  Handschrift 
lehrt  Tycho  Brahe  erwähnt  desselben  in  seinen  Progymnasmata 
P.  II,  lib.  2.  de  Cometa  anni  1577.  p.  362—363.  Starawolski 


nnd  Reinholdus  Tabulse  Pruthcnicjo  und  Peuccri  Ilypotheses 
Astronom  icac  citicrt,  gclit  hervor,  du  dns  letztere  Werk  erst  1571  erschien, 
üass  auch  diese  HandschriXt  nicht  vor  dem  Au/ang  der  siebziger  Jahre  ge- 
ichmbeu  aein  kann. 
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führt  ihn  au  in  seiner  Vita  Copcrnici  (Ausgabe  von  1627)^^ 
endlich  erwähnt  ihn  Doppolmayr  in  seinen  Iiistorischen  Nach- 
richten von  den  Nürnberger  MathJ^)  in  der  Lebensbeschrei- 
bung des  lohannes  Werner.    Dann  aber  ist  derselbe  verschollen,  bis 
ihn  die  warachaaer  Ausgabe  wieder  abdruckt  Nach  dieser  editio 
prineeps  gaben  ihn  mit  allen  Fohlern  wieder  heraus  Hipler  im 
Spicilegium  Copernicanam und  Prowüinden  Monnmenta 
Copomicana^^.   Kor  in  polnischer  Ucbersetzong  Hess  ihn  Pol- 
kowBhy  in  sdnen  Kopernikijana**)  abdrucken.  Die  Leeirten  der 
warschauer  Ansgabe,  also  initirect  auch,  die  von  Hipler  und  Fieve, 
habe  ieh  ebenftdls  unter  dem  Texte  notiert;  sie  stehen  nnter  der 
Chüfre  K. 

Die  berliner  Handschrift  luit  uns  nur  die  Ueberschrift  des  Briefes 
aufbewahrt,  die  wiener  giebt  an  deren  Stelle  die  Adresse  des  Briefes 
wie  sie  auf  dem  Umschlage  zu  lesen  war.  Auch  in  dieser  Hinticbt 
ergänzen  sich  beide  Handschriften  in  glücklicher  Weise. 

Der  nun  folgende  Text  bildet  mit  den  Revolutionen  und  dea 
Commentariolus  zusammen  das  Wichtigste,  was  wir  in  astronomischer 
Beziehaug  von  Copperuicus  besitzen. 


e)  iiVitft  inoolnmi  •olitadinem  am«vit,  nee  iangebmtvr  tal* 
eitia  niti  ririt  doetis,  inter  qnot  fAinlliAret  habait  ....  Vapo- 
▼ian  Cantoren  Craeovlentem,  ad  qnem  eeripiit  Epistolaa  4t 
motu  oetaT»  iphsr« 

10)  Doppclmayr,  a.  a.  O.  8.  35,  Anm.  (1t). 

11)  Hiplor,  Spicilegium  Copernicnnum,  Braunsberg  1  873, 
8.  17S->I79. 

12)  Prowe,MonumentaCopernicanR,  Berlin  I8  73,S.  141-W- 

13)  X.  I(;nao  Polkowski,  Ko  p  e  r  n  i  ki  j  n  n  a  cryti  Moterrilj 
(lo  pism  i  sycia  Mikotaja  Kopernika*  Tom  L  Qniesno  lS79t 
8.  69—74. 
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!|  Epistola  Coppernici  contra  Vemerum. 
I  Bav«mido  Domino  Bernhardo  Y&^yAy ,  CSuitori  ot  Canonico 
Beden»  CnoovieiMis  ot  S.  B.  Maiestatis  Polonle»  Secretazio 
^  Kioolau  CopphernicQS. 

l    Com  pridem  ad  me  mitteres,  optime  BcrnUirde,  lohannis  Verneri  5 
I  Vvembeiigensis  cditnm  de  motu  octav»  spber»  opnsctilam ,  qood  a 
'  wdtit  lindari  dicebas,  ))ctiit  ex  me  Yencralnlitas  tua,  nt  ei  meam 
qnoqno  scntpntiani  do  illo  significarem.    Quod  ccrte  tanto  libcntius 
»fedsscm,  quanto  honcstius  et  rc  vora  a  me  quoquo  commcndari  po- 
tnissct,  iiisi  quod  Studium  hominis  et  conatum  laudcm,  et  quod  ad-  10 
niouuit  Aristoteles:  „Noii  solum  iis,  qui  benc  locutl  sunt, 
ngratificaa  dum  esse  philosopliis,  sed  etiam  nou  recte 
i,locntis,  quandoquidem  non  parum  sepc  contulit  etiam 
-dcvia  notassc  viam  rectam  sequi  volenti  Im  s/'  Ccterum 
ad  modicum  ntilis  est  reprchensio  confertque  parum,  quia  et  impu-  16 
dentis  iagcnii  est,  Momum  potins  agere  vello  quam  poätam.  Proinde 
etiam  vereor,  ne  mihi  sncceiiseat  aliqnis,  si  alinm  reprchendam,  qiiam- 
(Ün  ipse  non  profero  mcliora.  Itaquo  volebam  illa,  at  sunt,  dimitlero 
fcone  alioram,  |  atqno  sie  Venerabilitati  toae,  nt  libcnter  ooBtra  acd- 
,  |vet,  in  summa  responsnnu  fiiissem.  Vernm  cnm  animadTertam  90 
>>liiid  etse  morden  ot  lacessere  qnernqnam,  aliud  castigare  et  revo* 


1.  Diese  Zeile  fehlt  in  W,  V  setzt  dafQr  De  OctAra  Sph«ra, 
fontra  Wcrncrum.  —  2.  VnpoTsky  ||  Vnpnsky  B,  Vnpoushy  ir,  Wopowski  V. 
—  3.  Pülonicae  jl  polonItB  BV.  —  4.  Nicolaos  Copphcrnitus  fehlt  in  TF  u.  1^ 
Copcrnicns  B.  —  S.  Verneri  jj  Wcrnpri  ßV.  —  6.  editum  ][  SBditnm  W, 
'■  diccbiis  II  ducebns  ßV.  —  menm  ||  nostram  BV.  —  8.  significarem  ||  Bip;ni- 
äcarcmos  V.  —  ccrte  ||  ccrto  V.  —  10.  laudcm  ||  laudnrem  V.  —  15.  ad  mo- 
dicum ||  ad  mod  um  Bf.  —  rrprchcnsio  II  rcpraehensio  und  so  immer.  — 
impodcntis  \]  prudcntis  W.  —  19.  sie  Venerabilitati  Iure,  ut  libentcr  nostra  B, 
sie  Vencrabilitntis  tna;  ut  libcnter  nostra  V,  sie  Vcnerabilitns  tua  et  mentem 
meam  \V.  —  20.  rcsponsurus  fuissem  ||  rerponsum  fuiue  BWV,  — 

1 

I  II«  Aristoteles.  Es  ist  mir  nicht  libcnter  nostra  acciperet  in 
;  aOglieh  gewesen  die  Stelle  zu  verifi-  summa  rcsponsum  fuisse  ist 
■  (isRn,  anf  welche  Cupperniens  hier  an-  otTcnbarer  Unsinn,  während  der  Sinn 
!  ^Wt  —  19 — 20.  atque  sie  ...  fu-  der  von  uns  aas  Conicctur  aafgenom- 
^*i*>k  Die  biiberige  Lesart  atque  mcnen  Lesart  ganz  klar  iet« 
Vcaerabflitatit    inm  at 
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care  emuiteiD)  qaemadmodiim  vidssim  laudarc  aliud  est  quam  adalari 
et  agere  p«rasitnm,  non  invenio,  cnr  dcsiderio  tuo  obseqoi  m»  dcbe- 
rem,  tat  quod  hanim  renim  Btadio  et  di  |  ligentia,  qua  pnedfoi 
lioDeg,  derogare  viderer.  Ac  proindc,  no  ctlam  temcre  videar  lepn^ 
5  liendere  bomiDem,  conabor  quam  apertiBnme  ostendere,  in  qailms  ille 
de  motu  sphsro  stenamm  fizamm  cmvcrit,  neque  eomvcniit  du 
traditio,  qaod  fordtan  ad  oertiorem  du  a^eMcndam  lateen 
non  panim  etiam  Gondaeot 

Primom  igitnr  fefeUit  ipsum  supputatio  tcmponim,  qnod  exisü- 

10  maveht  annam  aoeandam  Antooini  Pii  Aagusti,  quo  Cl.  Ptolomsu 
obsemta  a  se  fiza  sydera  in  ordincm  constitnit,  foisse  a  natiTitate 
Chritti  anno  cente  |  aimo  qninqnagcsimo,  com  faerit  aecnndiini  Teritt* 
tem  aanos  GXXXIX.  Ptolomttos  cnim  libro  teiüo  Hagne  Coostn^ 
tionis  capite  primo  obscrvatnm  antomni  aeqainoctinm  ab  Aleuadn 

16  Magni  morte  anno  GGCCLXni  ait  Inisso  Antonini  anno  III.  A  flwrie 
vero  Alexandri  ad  Cbristi  nativitatem  numerantur  anni  pariles  2£ignß 
CCGXXm  et  GXXX  dies.  Kam  a  principio  regni  Kabonasor  ad 
Cbristi  nativitatem  snpputant  annos  pariles  DGGXLVII  et  dies  CXXX, 
de  quo  non  video  dubitare  neqac  antorem  bnnc,  nt  apparet  propo- 

20  sitiono  XXII,  msi  quod  additur  dies  uüus  secuiulum  Cauonos  Alfon- 
sinos.  Idquo  ideo,  quod  Ptolomaus  incipit  a  laeridie  primi  diei  primi 
mcnsis  Thot  apud  -iEgyptios  annos  Nabonassarios  et  Alexandri  Ma::.. 
Alfonsus  autcm  a  meridic  Ultimi  diei  anui  praecedcntis,  quemadniCKlaQ 
nos  a  mcridio  ultimi  diei  meusis  Dccembris  aunos  Christi  supputamus. 

25  A  Nabonassaro  autem  ad  oxccssum  Alexandri  Hagui  Ptolomieas  j  eo- 


3.  diligontin  II  diligentia  V.  —  pr«cipun  ||  prasoipue  W.  —  4.  proind*^ 
pcriiulc  V.  —  5.  apertissimc  so  lieft  die  andern  haben  ^än^ratIiek 
aptissime*  —  8.  condurct  ||  condaccrel  \V,  conducnt  I'.  —  9.  ij'*um[jfM 
BV.  —  10.  Aagiisti  fehltinßr.  —  Ptolomaeus  ||  Ptolcmacus  //TuBd 
so  immer.  —  17.  Nabonassar  |j  Nabonassari  V»  —  19.  dub.Uirc  |]  dnbitari  H 
autorem  II  Ructorem  V,  antliorvni  If,  ond  fo  inaer.  nppurct l|  «dpftiH 
W  and  fO  immer.  —  tO.  Alfooiiiiof  |)  Alphontinoi  BWV,  —  tS.  Z«i« 
•eben  dta  Worten  diei  primi  findet  eich  in  ß  die  Qloste  (CekeCi 
oon  pHdie  Cnl.),  welche  V  in  den  Text  nnfgenonnm  bet.  —  ts.  Znita 
Paaittit  in  welcbeoi  Alfonnt  erw&bnt  wird,  findet  eich  in  ß^9t 
«weiter  Hand  die  Bnndnote:  Alpboniinoe Copcrnicne  totie  revoleliieik« 
nnnqnnni  appellandoe  pnteTit.  BWV  leeen  Aipbontni.  —  4ft.  anal  fclH 
in  F.        S4.  BMridie  fehlt  in  fF. 

S.  npertiaalme  iat  olfenbar  aebr  gnngWemera,  gegen  welche  aidOir 

gnte  Verbeiaemng  von  B^  atatt  dca  pemiena  hier  wendet«  findet  iich  ia 

gewöbnliehen  nptiaainke.—  9.  Pri«  der  Propoaitio  IUI  dca  cühiia 

m%m  igitnr  fefellit.  Die  Darie*  Bnehea. 
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dem  libro  capitc  octavo  numerat  auiios  CCCCXXIIII  parücs.  Cui 
astipulatur  Censorinus  de  die  uatali  ad  C.  Cerilium  scribcns,  autori- 
tate  M.  Varronis.  Relinqaautur  ergo  cx  annis  DCCXLVII  et  CXXX 
(ii'luis  CCCXXIII  anui  et  CXXX  dies,  videlicet  ab  Alexandri  mortc 
ad  Christi  nativitatem ,  atqae  hinc  ad  Ptoloinaei  obsenatiouem  iam  5 
uictam  aooi  pariles  CXXXIX  et  dies  CCCIII.  Ergo  observatom  a 
Ptolonueo  aeqainoctium  hoc  automni  eonstat  fuisso  a  nativitate  Domiai 
UDonim  parilium  CXL,  nona  dio  mensis  Atbyr;  Romanomm  vero 
ttnorom  CXXXIX,  die  XXY  septembris,  Antonini  terdo. 

Kursus  ideiii  Ptolomajus  libro  quinto  Magiue  Constructionis,  ea-  10 
»*pile  tcrtio  in  observatione  Solis  |  et  Lunre  auno  secundo  Antonini 
Süpputat  annos  Nabonassarios  DCCCLXXXV  et  CCIII  dies.  Fuissent 
ergo  a  Christi  uativitatc  anni  transacti  pariles  CXXXVIII  et  LXXIII 
dies.  Kxiude  post  dies  XIV,  nempe  Pbarmuti  nono,  quo  Ptolommia 
Ldom  I  Basi  ||  liscum  obsen^avit,  erat  a  nativitatc  Christi  Romanomm  16 
ans  CXXXIX,  XXII  dies  Febrnarii ,  atqne  hie  Antonini  aimoa  se- 
«mdas,  quem  pntat  autor  iste  CL  foisse.  Fefellit  igitur  ipsiim  snpr» 
umos  XL 

Adhuc  autrm  si  quis  dubitet  et  bis  non  coutentus  cupiat  etiam 
haias  rei  capere  experimentum ,  meniinisse  debet  tempus  esse  numc-  20 
rum  sive  mcnsurani  niotus  caeli  secundum  prius  et  posterius.  Hinc 
etcuim  anni,  menses,  dies  et  horae  nobis  coustaut.  Mcnsura  autem 
et  mensum  vicissim  sc  habent,  relativa  enim  sunt.  Porro  Canoncs 
Ptolomaii  cum  essent  adhuc  ex  recontor  a  sc  observatis  conditi,  cre- 
dibUo  Don  est  errorem  aliqaem  ab  hia  sensu  perceptibilem  vd  discre-  25 


1.  nurucrnt  II  moncrat  B,.  —  pariles  fehlt  in  BV.  —  2.  astipulatur  || 
•ditipolatur  W  und  so  immer.  —  Cerilium  ||  Cornclium  BV.  —  6.  et  dies  || 
«et  BN.  —  9.  CXXXIX  |1  CXXX  (de  est)  CXXX,  id  est  K  —  U.  dies 
XIV  II  B  hat  aber  der  Zell«  als  Glosse  stehen  forUssis  54,  was  V 
linter  dies  in  den  Text  gesetit  hat  —  nono  H  nouo  W,  —  Ift.  Leonis 
Wil  BIT,  sidns  V.  —  16.  annu<ii|  anno  A  —  17.  Hinter  seenndas  ffigt 
B  als  Glosse  ein  (Anten  de  tertio  egit).  —  IS.  annos  ZI||XI  annos  JB, 
II  aonos  F.  —  St.  csBliUeoell  ßV>  <^  SS.  errorem  ||  mofem  B^.  —  aliquen 
felilt  in  BV. 


2.  ad  C.  Cerilium.  Der  Adres- 
sat des  Briefes  de  die  natali  von 
Censorinus  hcisst  mu  h  neuern  Anga- 
litn  Ca) r c  1 1  u 8.  In  den  bis  zu  des 
Coppernitus  Zeiten  erschienenen  Aus- 
gaben ist  stets  Cerillius  gedruckt, 
C<:ippcrnicus  konnte  also  auch  nur  diese 
lorm  gebraacbeo,   wie  sie  io  dem 


wiener  Msc.  sich  auch  wirklich  findet. 
Die  frQhern  Ausgaben  haben  B  fol- 
gend Cornclium.  —  15.  Leonis 
Bnsiliscum.  Aus  Missverst&ndniss 
des  Zeichens  des  Löwen  fl  seitens  der 
warschauer  Herausgeber  lesen  diese 
sidus  Basiliscani. 
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pantiam  aliquam  cos  contincrc,  quo  minus  suis  principiis,  quibus  in- 
cumbuut,  nou  congruerent.    Quai  cum  ita  siut,  si  loca  Solls  et  Luux 
circa  Basiliscum  orgaiiis  astrolabicis  invonta  a  Ptolomaeo  anuo  sccundo 
Antonini  uovem  dicbus  Pharmuti  |  mcnsis  quinquc  horis  et  dimidia  ^ 
5  a  mcridio  transactis  per  tabulas  ipsias  iiiquirendo  numcTct,  uon  in-  I 
vcnirt  ca  post  annos  Christi  CXLIX,  sed  post  CXXXVIII  «nnei, 
LXXXVIII  dies  et  horas  quinquc  et  dimidiam,  qui  sunt  Xabonassari  , 
DCCCLXXXV  anoi,  dies  CCXVIII  et  hör»  quinquo  et  dimidia.  Vok  \ 
iam  cnor  lato  manifcstiu  est,  qni  iilios  inqnisitioiiciii  de  inotn  ocUtb 
10  spfame  plerumqQO  infedt,  iibi  temporom  focit  meittioncm. 

Alius  error  non  minor  prcpccdenti  est  in  ipsa  eius  liypothcsi,  io  i 
qua  existimat  CCCC  annis  ante  rtolomieum  a^quali  tauturamodo  motu 
non  errantia  sydera  mutata  fuissc.  Quas  ut  apcrtius  [appareant,  utqao], 
quae  inferius  dicentor,  magU  penpicaa  fiaut,  auimadvcrteadam  pato, 

15  scieutiam  atellamm  ex  eomm  osso  nnmero,  que  prsepostcrc  coimo- 
scantar  a  nobis,  quam  secaDdom  naturam.   Qaemadmodam,  verü  < 
grataa,  priiis  natura  uovit  vidniores  osse  tcrre  plaoetas  quam  fin  ! 
qrdera,  deindo  qaod  scquitor,  at  minas  vibrantes  apparc  |  aat 
e  contrario  antea  visi  snnt  nou  adntiUaro  et  cxindc  cognitnn  pro-  | 

20  pinqniores  csae  tcrro.  Ita  pariformiter  prios  dcprcbcnsam  ost  a  m-  , 


1.  quo  minus  II  quominns  V.  —  2.  sint  ||  sunt  \V.  —  7.  qui  j)  Q  qsa 
F.  —  8.  die»  CCXVIII  fehU  in  V.  —  IL  pr»ccdenti  1|  prascctlcnte  BF.  — 
13.  sydera  II  sidcra  BV  Vknd  so  immer.  —  mataU  fnissc  ||  fuisso  mutata ^i* 
—  IS— 15,  QniB  tu  apertiai  .  .  •  nnmero  ||  Qu«  tt  apeniua  .  .  .  aniauito' 
tenda  pQto.  (Ahsats)  Sdentiam  .  .  .  ene  «x  eomm  nomaro  qua*  ut  •p(^ 
tiora  magiaquo  pcispicoa  flimt,  qua  iDferiut  diecntiir,  amraadTcrtewIa  pst«- 
(Abaata)  Sdantia  atellanin  est  ex  aornm  nonero  V.  —  upparcant,  «tqne  ist 
Conleetvr.  18—19.  appareant.  Mobit  e  contrario  antra  |)  appareaat  a^ 
bis,  fil  contraria;  antea  V, 

11.  Allna  error.   Die  Stelle,  auf  Sats  Sn  den  Lesarten  der  Handsehriftn 

welche  Coppemiena  anapielt,  findet  alch  nicht  ccrrect  ist,  haben  dio  wanehtaff 

in  der  Propoaitio  Vf.  und  lanlet:  Ileransscber  wobl  gemhh,  jcdeablb 

8i  itaqne  fixornm  aidernmmo-  haben  aie  durch  das  Zcrrdswa  ^ 

ttts  per  qoadringentoa  annoa  sntanmengehOrigen  8atae,  indeai  *> 

In  aingnlia  anno  mm  centena*  hinter  pnto  ein  Punctum  unfl  npf 

rioa  aingniot  perfecerint  gra-  Abeats  sctsten,  mehr  geschadet  si* 

dm,    conieqnens    itaque    est  gcnQtzt.    Ob  unsere  Conicrtar  «irk> 

enndem   fixorum  aiderum  mo-  lieh  «Ins  üerort,  was  Coppcmirns 

tum  ante  Ptolemssnm  per  qua-  schrieben,  dOrftc  ebenfalls  frsjrü  h sr«. 

driagentoi  annos  fere  nni.for»  sie  bringt  aber  wenigstens  nirhu  aeact 

Riem  et  äqualem  cxstitissc.  —  und  dem  Sinne  widersprechendes, 
la.  QasB  at  apertins.    Dass  der 
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I   bis  inieqnales  videri  stellanim  motus,  postoa  epicyclia  esse,  cxccntros 

I  aliosve  circulos,  quibus  ita  fcrautur,  rutiociuamnr.  Atquu  idco  dictum 
id  esse  velim,  (luod  oportuorit  priscos  illos  pliilosophos  primum  loca 
stcIIanim  instruiiientoruin  arlifii'io  notare  cum  tcinporum  iutervallis 

jS8  et  ea  tamquain  maimductione  ({uadam,  nc  iuli  |  uita  quastio  de  motu  5 
cffili  rcmaiieret,  ratioucm  aliquani  do  eis  certam  percunctari,  quam 

j  tum  visi  sunt  invcuissc,  quando  consideratis  Tisisquc  Omnibus  stclla- 

I  nun  locis  astipiüatiooe  quadani  omulbas  conveuiret.    Ita  etiam  de 
motu  octavse  sphsne  so  habet,  quem  prisd  mathematici  ob  nimiam 
OBS  Urditatcm  nobis  ad  plennm  tradere  non  potneniut  Sed  vestigia  10 
eonim  mqnenda  sunt  investigaro  cum  Toloutibos  et  eorom  observatio- 
BiboB  flMnquam  testamcoto  rcUctis  inh»rendain.   Quod  si  aeens  ali- 

»qiis  I  pataiit  Ulis  non  crcdendam,  in  boc  certe  bnic  dansa  est  ianoa 
ItQiu  artia,  et  ante  ostium  recnbans  »grotautiam  somnia  de  meto 

I  oetav«  spbttrie  somniabit,  et  mcrito,  utpote  qui  per  iUontm  calnm-  16 
oiam  ezistimaTerit  sosb  ballneinationi  snbvenicndiini.  Gonstat  antem 
31os  snnima  diligentia  et  ftolcrti  ingenio  illa  omnia  observasse,  qui 
nitta  et  pradara  invonta  et  adinirationo  digna  nobis  Feliqnenint 
Qoamobrem  ponnadore  mihi  haudquaquam  possim  in  accipiendis 
Meilarnm  locis  errassc  vel  in  quarta  vel  quiuta  sivc  etiain  sexta  parte  20 

;  uias  gradus,  ut  hic  autor  existimat,  de  (juo  postoa  latius. 

i 

Hiud  quoque  pra'tcrouudum  non  est  in  omni  motu  syderco,  cui 
divcrsitas  inest,  totam  revolutiouem  ante  omuia  dcsidcrari,  in  qua 
i&telligatur  omnca  motu8  apparontis  differentias  pertransivisse.  Diver- 
sitas  enim  apparens  in  motu  est,  qn»  impedit,  ut  per  partes  tota  25 
I*  reTolntio  et  »qualitas  motos  mctiri  non  posait  Sed  aicut  in  |  inqoi* 


1.  epicyclia  II  e|»K7i'lot  j9r.  —  exeentrot  ||  excentrioos  19  K  ~-  7.  tum  || 

'  tave  ItF.  —  qmiiido  |[  qn  quoaiaiA  V.  —  viüisquc  omnibos  [|  visisque 
viw  qua)  V.  —  II.  eoran  || renn»  W.  —  et  cornro  [| et  rcran  IFl  —  obser« 
Tiiionibos  II  confideratiombiis  SV^  obaervatioiiibas  IF.  ~  12.  icciu  HliqnisH 
KBfiii  inbmmis  BV,  ^  15.  {llontni  ||  conmi  F.  —  18.  «dmlnitione  ||  adin!r»> 
tioni  W,  — >  19.  potsim  II  possnm  jSK.  —  t4.  apparenti«  l|  appareotet  V.  — 
SS.  eniall.n.  B,  nonpe  V.  —  S6.  non  potiit  H  poftit  F.  —  t4— 96.  Za  di«* 
•em  Patittf  giebt  B  folgend«  Randbemerkung  (Copernleu  fol.  89. 
Medint  «qantisqno  motaa  eo  certioribos  redditnr  nnnari«,  quo  nmgit  fnarit  ab 
■qaaliUlit  differentiit  acparatos). 


ll  obscrvationihus.  Diese  Les- 
art dos  IlHndschrifl  W  iht  jcil'nf»»lls 
die  vorzüglichere;  den  Beobarlitunj^cn 
<5er  Alten  sollen  wir  vertrauen,  nicht 
ihren  sonstigen  Bctrachtiingcn.  — 
24.  Divcrsitas  cnim.  Die  von  B 
hiaso^cfttgte  Eaodnotc  ist  völlig  exact. 


Auf  Bltt.  89  der  editio  princept 
des  Coppernicus  findet  sich  dns  Cap. 
XVIII.  des  dritten  Buches  mit  der 
Ueberschrift :  Decxaminatione  mo- 
tu8  scqualis  sccundum  longitu- 
dinem,  und  in  diesem  wird  dns  nusein« 
andergcseut,  was  d.  Bandnote  aaMpricbt* 
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sitione  cnrsns  Lnnaris  Ptolomseus  et  ante  eum  Hippardnif  BMn  i 
magna  ingenii  sagacitate  consideraruDt,  oportet  esse  quatuor  momc»ti 
iu  rcvolutioiic  diversita  |  tis  opposita  sibi  invicem  per  diametros,  nt-  W 
puta  oxtrcmie  velocitatis  et  tarditatis,  ac  utrobique  per  transvcrsom 
5  ambonim  lequalitatum  mcdiantium  quadrifariam  secautia  circuluB, 
fitque,  ut  iu  primo  qnadrantc  vclocissiinus  decrcscat  motus,  in  altero 
diminuatur  mcdius,  ac  rursum  crescat  (ardissimus  in  tcrtio  quadnmte, 
»qaalis  iu  quaito.  Qua  iadastha  scirc  potaerant  ex  obscrvatis  in- 
spectisqoe  Lüne  motibus,  in  qna  circnli  portionc  qnolibet  tempore 

10  vcrteretnr,  ac  proinde,  com  similis  motos  rediissct,  intellexerunt  itm 
fiMStam  inseqoalitatis  circuitioncm,  «laemadmodum  hoc  latias  Magns 
Constructionii  libro  quarto  Ptolonum  ezplicavit  Qnod  ctiam  io  in- 
qnlaitioBe  motns  oeUve  sphim  erat  obsenrandnm.  Sed  ninria  ein, 
ttl  dizi,  tarditasi  qna  in  aanomm  millibns  nondnm  in  sese  |  rcvcnvJ 

16  iBttqnalitatia  motns  satis  constat,  uon  sinit  id  statim  abeoWefc,  qw 
anltas  hominnm  ctates  |  ezcedit  Possibile  tarnen  est  oonieelart  nc 
tionabili  ad  id  penreniri  posse  adintos  etiam  nnnc  atiqnibns  obeem- 
tionibns  post  Ptolomenm  adauctis,  que  in  candem  cougruerint  ratio- 
nem.    Nam  qu»  dcterminata  snnt,  infinitam  rationem  habere  ■« 

90  possuut,  queniadmoduin,  si  per  tria  ])uncta  non  sccundum  lineasi  R* 
ctara  data  circumfercutia  ducatur,  non  licebit  aliam  superindacere, 
quae  maior  vol  minor  fuerit  prius  trausinissse.    Sed  de  bis  alias, 
revertar  ad  id,  uudc  digressuä  sum. 

Videndum  igitur  nobis  nunc  est,  an  rcctc  sc  habeat,  qnod  di.it, 

25  non  crrantia  sydera  CCCC  ante  Ptolomseum  annis  sequali  soIumiBodo 
motn  faisso  mutata.  Porro,  no  verbornm  significationo  foUamor, 
iBqnalem  accipio  motnm,  quem  ot  mcdiocrcm  diecre  solemns,  qai  a^ 
inter  tardissimnm  ot  Gondtatisaimnm  medius.  Ne  circnniTeniat  M 
qnod  in  corroDario  primo  scptime  propositionis  didt  „t*' «l^^^^'^ 

aO  esse  motnm  fixornm  sydernm*S  nbi  penes  snam  hypotfcerii 


1.  Hipparchns  l)  Hypparcbus  W.  —  3.  coniide*-nroiit  |j  coosideiatciiul  Bf* 
—  oportet  II  oportere  BV.  —  9.  sib!  inricem  ||  siM  B  V.  —  S.  aecr««l|I«if 

cre«cit  B.  —  11.  Qacnaadmodum  ||  qm  B,  quam  V.  —  M  — 12.  Magna... Pt»* 
lemaeas  II  Hb.  4.  ManntB  Constriulionis  BV.  —  14.  8<*sc  ||  se  BV.  —  16.  umt*  | 
est  II  est  turnen  BV.  —  17.  clium  nunc  [[  ctiamnunc  B.  —  20.  qoemadmodt« 

II  Qn  B,  quoniam  V.  —  21.  Nach  lincam  rcctam  gicbt  B  folgend« 
Glosse  (ut  trea  luna  ecclipscs,  trcs  acronychii),  wai  F  in  den  Text  aif' 
genommcD  bat  —  licebit () licet  TT.  —  SS.  trammfsMB || traoniina  i'V^» ^ 
S4.  Der  Abiats  feblt  Sn  B.  —  dicit||dicH  aator  BV,  —  fi- ¥ 

ilqaod  BV.  —  SS.  Nach  nediaa  fftgt  B  als  Glosse  ein  (AiHMiti  I 
nedietata),  was  V  in  den  Text  aufgenommen  hat.  —  a9.  primoQpn"* 

W.  — *  SO.  flxoram  II  Szinim  WV, 

I 

%9 — 80.  tardiorem  ease.   Diese  Stelle  Wenkers  findet  sich  iaöcrfrf- 
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Iii  ftqvalem  ponit,  cetorum  |  velociorem,  pcrindo  ac  si  numqnam  fataros 
Sit  tardior.   In  quibus  haud  scio,  au  sibi  ipsi  coDStet,  malto  tardiorem 
postea  adducens.    Assurnit  autem  a?qualitatis  argumentum  ox  uuifor- 
mitatOf  qua  fixa  sydcra  tantisper  a  phmis  stcllarnm  fixarum  obser- 
Titoribas,  Amtarcbo  et  Tiraocbaro,  nsque  ad  PtolomMua  ac  per  5 
iqoalia  temponim  intmaUa,  ntpnta  per  singnlos  annomm  centeiift* 
iiM,  BiKgnlos  prozime  gndos  pertnuiaieiimtY  ot  apod  Ptolommm 
■Iii  apptnt  repetitam  al^  aatore  propoaitione  septima.  Sed  hie  tan- 
p  tu  maüwiiiaticiia  eziatens  non  aniinadTortit,  qnod  nidlatoiiiis  ene 
I  fiteit,  nt  drca  momenta  Kqnalitatis,  hoc  est  wctiones  circBloniiii  ib 
I  cdiptice  decUne  sphwr»  et  trepldatioiiia,  nt  lUe  vocat,  nniformior 
iRureal  steUanim  motiis  quam  alibi,  quando  oontrariiim  eins  seqoi 
'  MCMte  tit,  Bt  tiiiic  maximo  varins  appareat,  miaime  vcro,  qoando 
idociMimas  vd  tardissimns  est  motos  apparcns.    Qnod  vel  e  sna 
ii  ipiiBS  hjpothon  Gt  ooDstmctionc  dehebat  animadvertere  |  et  tabnUs  16 
ainde  confectis,  praescrtim  ultimo  Canone,  quem  ad  revointionem 
totins  seqaalitatis  sivo  tropidationis  oxempliticavit,  ubi  a  duceutia  annis 
'  ante  na  |  tivitatcm  Christi  secundum  praicedentcm  supputatioucm  iu 
prirao  annorum  ccntcnario  roperitur  motus  apparcns  scrupulorum 
primorum  XLIX  duintaxat  unius  gradus;  in  altiTo  ccntcnario  scrupu-  20 
lornm  primorum  I.VII.    Dcindc  ab  ipsa  nativitatc  Christi  per  primum 
annorum  ceuteuarium  transmutatff'  fuissoiit  stellne  gradu  I  et  dcciroa 
fere  parte  unius;  iu  sccuudo  gradu  I  et  quarta  ferc,  ut  paulo  minus 
sextante  uoius  gradus  se  invicem  cxcedant  motos  sab  »qualibus  tcm- 
pomm  Spatiis.    Quod  si  coniungas  duccntorum  annomm  ntrobiqac  26 
ffiotom,  deficiet  in  primo  interrallo  a  dnobns  gradibns  plns  qoam 
qoiola  pars  nnins,  in  sccnndo  autem  snperaddet  prope  nnlos  qnadran* 
ta,  slcqne  rnrsns  sab  aequalibas  tcmporibas  ezcedet  motos  seqoens 
'  inBeedentem  in  dimidio  giado  et  parte  qointadecima  fere,  com  antea 
^ceatesinio  qooqoe  anno  singolos  pcrtransisse  grados  Stellas  fizas  |  80 
;  PtoloBuw  credcns  dctalisset  £  contrario  vero  eadem  lege  assompto* 

!  nun  a  so  cireolorom  In  velocissimo  motn  octaT«  sphn»  contingit, 

i 


4.  obienratoribus  ||  obscrvationibiii  YK.  —  6.  ntputa  |t  utpote  BV.  — 
^  «niflMidvartitiladvcrtit  BF.  _  II.  ecliptica || eciip«  B,  ecKpt»  V,  «diptl- 

cHa  IF.  —  lt.  ^andollqn  B,  qnooiaoi  F.  —  IS.  adiide||iade  BV.  —  cott- 
feetw  1) oonmtis  BV,  —  SS— SS.  dedma  .  .  .  qvarta  fere,  vt||qttarta  fera,  «t 
B„  dMlnw  hn  psita  In  lecvndo  grad.  I.  tt  qnarta  fera,  at  B^^  dfchsa  fera 
«F.  —  S7.  pan||part«  fi,F.  —  SS.  ei  parle  ||tx  parte  F. 

positi  0  y  1 1.  CorolUriani  I.  nh  Cital  irt  «lao  sienlieh  genaa*  — 

folgmdea  Worten:  Hinc  perspica-  16.  prsesertim  ultimo  Canone. 

vm  eil,  motna  fixornei  side-  Derselbe  nimmt  bei  Werner  Bltt.  SO* 

rsB  tardiorem  ezietero.    One  Ui  SS«  ein. 
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ut  in  CCCC  anuis  vix  unius  scrupuli  differeutia  in  motu  appareate 
reperiatur,  queniadmoduni  videre  licet  ab  anuis  Christi  DC  us«4ue  ad 
M  in  codeni  Cauone.  Siniiliter  et  in  tardissimo,  ut  a  II.  MLX  anuis 
in  subsequeutes  CCCC.  Et  ratio  divcrsitatis  est,  quia,  ut  dictum  est 
5  supcrius,  in  uno  hemicyclio  trepidationis,  a  summa  videlicct  tardiLite 
ad  summam  vdocitatcm  accrcscit  sempcr  aliquid  motui  apparenti.  ac 
in  altero  scmicirculo,  qui  a  summa  velocitato  ad  tarditatem  summam 
conputatus,  continuc  decrescit  motus,  qni  antea  crcverat,  titqae  vmm. 
augmeutatio  et  dioiinatio  1  in  puncUs  eqoalitatis  o  diametro  oppositls, 

10  adco  ut  in  motu  appftrento  non  sit  reperiro  motus  seqoales  iu  duob« 
continnis  tcmpornm  spatiis  sqnalibva,  qni  ^tcr  alten  maior  aini  tftl 
minor,  |  nisi  circa  Tdocitatis  et  tarditatia  extrcmitates,  abi  damtmCl 
nitro  citroquo  »qualea  drcnmferentiaa  pcrtranaennt  temporis  cqttK- 
täte  atqne  incipicntes  Tel  dcsinentes  angeri  vcl  minni  motna  tone  RMj 

15  compenaatione  cosequant  Nnlla  ergo  ratione  convenit  medina  iaiiii| 
motnm  enm,  qni  in  CCCC  annia  ante  Ptolonran,  aed 


2.  qucmnclmoduni  (]  qm  B.  (iiu  in  V.  —  aiinis  [I  anno  V.  —  3.  II.MLXl, 
2000  V.  —  5.  hcmii  ytliü  II  hcmicyclo  V.  —  6.  motui  jj  mutu  B  V.  —  8.  co«-] 
pntiitas  fehlt  in  W.  —  continue  ||  contrario  BV.  —    9.  Hinter  lilminwl 
•  chfebt  ß  die  Glosse  ein  (■nQuatyatfatQtata),  welche  Fnls  (:T(^r**| 
ifif^ioti)   in  den  Text  rccipiort  hat.    »    c  diamctro  ||  in  diiimetro 

Hinter  oppositit  tehUbt  B  die  Glosse  ein  (sie  in  0),  wss  F  it^ 
der  Form  (sicat  in  sole)  in  den  Text  tetst.  —  10.  non  8it||  non  sit  opei, 
K  —  IK  «qnelibtts  fehlt  in  W.  qui  alter  •  .  .  minor  [|  quorwi  die 
altero  maior  sit  aat  minor  <5 F.  —  sintUliat  IF.  sitBF.  —  14-.  IS  scse 
pensatlone  II  compensatione  scse  BF.  —  15.  cosBqnant  [|  co^quant  F.  —  4—11 
Hieran  giebt  B  folgende  Randbemerkung:  Lege  lege  illas 
de  mqnationibnt  in  Rcinboldo  Tel  Pencera  Qnemadmodnm  motna  a| 
et  medins  sint  teqnales  in  Sole,  demonstrat  Nonina  et  Reeiomontaaas. 
8thap1i«Tieica  svnt  leqnalea  cirea  apogea  et  perigea,  ncqnaqnam  rirr«  longitaM] 
medias.  —  16.  CCCC  ||  4000  iff,. 

S.  nt  a  II. MLX  annis.  Obwohl  in  der  raria  tectio  TeraekbBUi] 

beide  Handaehriften  dentlich  SOao  le*  Randglosse.     BeinboMoa  soll 

sen,  haben  die  Heransgeber  Ton  F  jedenfalls  dessen  Tabnim  Pratkt*j 

gcglavbt  9000  snbatitniren  an  müssen,  niem  bedeuten,  Fenoer  wohl  ckai* 

Ein  Blick  in  die  Tafeln  Werners  wfltde  gewiss  die  Hjpotbesea  astress* 

sie  belehrt  haben,  dass  S060  allein  misi,  seo Theoriem  plaoettran 

richtig  ist.  —  II.  slnt.  B  liest  sit,  .  .  .  nd  ob servatioaea  Hirolsf 

W  fiat;  da  notwendig  der  Plural  Copernici  et  eanonea  motnaa 

vcrlnngt  wird,  so  dOrftc   in    W  ein  ab  eo  cooditos,  accom  modats- 

Lesefehler  Torlicgen  und  sint  in  der  VitebcrgoB  1571.    Hie  HuidK-kiTt 

Vorlage  gesehrieben  gewesen  sein.  —  B  ist  also  nicht  vor  1571 

4—15.  2a  dieser  Stelle  gibt  B  die  worden. 
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iotius,  cum  eüam  non  videam,  cor  alium  divinemus  tardiorem,  de  quo 
allam  coniectnram  hacteuus  habere  potuimus,  cum  ante  Tiniücharem 
ulla  stellarum  fixarum  auuotatio  facta  sit,  quje  ad  uos  usque  pervc- 
isset,  sed  neque  ad  Ptolomaeum.  I  Cumque  velocissimus  etiam  raotus 
im  praterierit,  consequeus  est  in  altcro  a  Ptolomieo  semicirculo  iam  5 

esse,  in  qao  diminuitor  motus,  cuins  etiam  Don  modica  pars 
fttenerit. 

Itaque  mirum  videri  non  dcbet,  quod  non  potuerit  hisce  suis 
bjamptionibus  propius  acce  |  dore  ad  ca,  quje  sunt  ab  antiquis  auuo- 
tfci,  putavtritque  illos  errasse  in  quarta  vel  quinta  parte  unius  gra-  10 
fcs,  sive  etiamnura  dimidia  et  uniplius,  cum  tarnen  in  nulla  parte 
^oIomiEus  maiorem  vidctur  adhibuisse  diligcntiam,  quam  ut  nobis 
KU  errantiam  steUanun  motum  sine  vitio  traderet,  attendeos,  qaod 
läQ,  nisi  modica  eius  particola,  id  aibi  fuisaet  concessam,  qua  nni- 
lum  illum  circuitum  coniecturns  esset,  ubi  error  quantumlibet  15 
iosibilis  intervenicns  in  tota  illa  vastitate  insignis  niminm  poterat 
Ideoqae  Timocbaii  Alezandrino  Aristarcbum  adinudsse  vide* 
cofetaneimiy  et  Menelao  Romano  Agrippam  Bitbyniom,  nt  sie  etiam 
tiota  locoram  distantia  illis  consentientibas  certissima  haberet  et 
dtata  testimonia,  quo  minns  credibile  sit  eos  vd  Ptolomsnm  in  20 
errasse,  qui  mvlta  alia  et  iam  dü&ciliora  |  ad  extremnm,  nt 
unguem  dei)rchendefe  potnernnt.  Nnllo  demnm  loea  ineptior 
quam  in  vigesima  secunda  propositione  et  prsesortim  eoroUario 


I 

I.  de  quo  |j  »le  qua  V.  —  2.  hactcnus  habere  1|  habere  haetcnus  BV.  — 
IfHinter  PtolomiBum  fttgt  B  folgende  Glosse  ein,  die  V  in  den 
lixt  Aufgenommeo  hftt( Res  miterriiM  aftroDomicas  obienrationefl ,  qnai 
■  habenas,  Ineiper«  »  Tunoeharidc,  qai  anoit  ao  poft  Alexandram  Tixit). 
IfflosIlBoteot  eos  F.  —  14.  id  tibi  fiiiiiet  eonceston  ||  tibi  fnissctcott* 
ha  F.  _  16.  nfmian  feblt  in  W.  ^  18.  Bithjniom  |) BithynicaiB  BV.  ^ 
■•qio  laiow  Ii  quomiooi  F.  ~~  tl.  iam  dittciliora  ||  dif^dliom  BV. 

tt.  Nnllo  dennai  loeo.    Die  dvnt,  qn»  tarnen  eonsiderntio* 

«elebe  Co|»pern!«ia  meint,  findet  nea  per  enndem  Timoebnridem 

HBkt  Tian.!  der  genannten  Scbrift  patffrtm,  ii  eimni  verss  fnitient, 

'«■ers  im  Corrdllarinm  der  Propo*  deberent  pariter  rinei  a  meo 

>itio  ZXyil  and  lanteti  „velnti  computo  nnt  pariter  enndem 

^^iqnetde  eonaiderationibni  extnperare    Non  Igitnr  minor 

oehiridia,  qn«  in  fixo  ai*  fidei  tribnenda  eat  meia  cano« 

c  Arista  diclo  n  eompnto  nibnt  qnam  veternm  inspeetio« 

<o  defieinnt,    inper  itella  nibna  et  inventis.  Qnod  hncna* 

^^^0  ilU  qna  in  fronte  8eor-  qne  Toloi  prmdietis  declaraeae 

f}-  trisoi  plendidnrum  borea-  exempüa^ 
i^rtst,  menm  ealcnlnm  exeo« 

IWUOL  10 
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Citri««;  /jMdGta  CoppemSamm, 


dofdem,  dum  opus  boe  siiiiiii  commendare  volem  taxat  Timodmeift 
drca  dnas  stullas,  utpota  Aristam  Yirgiiiis  et  eam,  qn»  ex  trib»  ii 
fronte  Scorpii  borealior  est,  quod  supputatio  saa  in  illa  deficiat,  ia 

hac  aatcni  abuudet,  ubi  uimis  i)Ui  rilitcr  halluciuatur.  Cum  enim  sit 
5  eadein  utriusque  stellae  distantia  iuter  Tiraocharem  et  Ptolomaeuui 
considcratarum ,  ncnipe  gradus  JIII  et  tortia  pars  sub  ipquali  fere 
temporis  differeutia,  atque  numerus  supputatiunis  illius  poriDde  idem 
proximo,  nihilo  tamcu  luagis  advertit,  quod  gradus  IUI,  scrupula  VII 
addita  loco  stellte,  quam  roporit  Timocharcs  in  spcnndo  gradu  Scorpii, 

10  merito  uon  posscnt  supplere  VI  gradus  et  scrupula  XX  Scorpii,  ubi 
Ptolomseas  ipsam  iuvenit,  et  c  converso  idem  uamems  elevatns  ex 
XXVI  gradibus  et  XL  scmpnUs  Arist»  secmidiim  Ptolonueiim  |  a8q[ae  1 
ad  gradum  XXII  ot  tertiam  partem  rediro,  ut  par  est,  non  potait, 
sed  nsidebat  iu  XXU  gradibus  et  scrnpiilis  XXXH.  Ita  ezistinabtt 

15  Ulie  defedue  ealeulaiii,  qoanto  bie  abondasset,  tamqnam  in  obiem- 
Honibiu  bttc  incidisset  diyerntas«  Tel  qaasi  ex  Atbenis  ia  Tbebis 
el  a  Tbebis  in  Atbenas  eadem  via  non  sit  Alioqni,  si  ntrobiqne  fd 
addidisBet  tcI  snbdnxisset  nnmenim,  ut  paritas  rationis  posCnlabsl^ 
inTenisset  ntrnmqae  eodem  modo  so  bsbere.  |  Adde  etiam,  qood  men  I 

20  non  erant  inter  Timocharem  et  Ptolomeum  anni  GOCCXLIII,  sed 
CCCCXXXII  solura,  ut  a  principio  declaravi  Proinde  breviori  tem- 
pore minorem  esse  numerum  oportet,  ut  non  solum  in  scrupulis  XIII. 
sed  in  trienti  uuius  gradus  ab  observato  stellarum  motu  dissidebit 
Ita  errorcm  huuc  suum  iinposuit  Timochari  vix  evadontc  Ptolom»).  i 

25  At  dum  existiraat  illorura  annotatiouibus  non  fideudura,  quid  aliud  |  j 
restat,  quam  at  suis  qaoqae  observatiooibus  minus  credattur?  % 

Et  h«c  de  in  longitudinem  motu  octavc  sphcre,  e  qaibus  etisa  i 
filCÜo  potcst  intelligi,  quid  de  motu  quoquc  dccIiDationis  cj^istiuiaauon 


a.  qood  II  q      qiODiaa  F.  —  ill«  ||  ülo  F.  —  4.  min  ||  .n.  B,  noa  F. 

—  C.  eoatSderaUmn  II  oomideratiirain  W,  —  7.  p«riade  ||  proiode  JiF.  — 
S.  •erapola  VII  |)  «cnipoU  J9,,  •erapnU  F.  —  9  Tinocham  ||  TmmcIm» 
lif  AF.  —  giadn  Scorpii ||gnidn  Üi  BW,  gradn  F.  —  10.  poMCot || po«ct 

—  XX  Scorpii  II  so  Iii  BW^  SO  F.  —  II.  convm)  idf n  ||  conreno.   IJea  I 
BV,  —  devitut ||cleT«t«r  IF.      14.  ei  ■cropulit  XXXII  ||  5S  aerap.  BY.-^ 
17.  AlioqiiillAUoq  B,  Alioqolii  F.  —  SS.  qttid||qttod  BV,        S7~S8.  Et 
luDc  • . .  quid  de  mot«  II  El  hac  de  not«  octav«  spluM»  ia  loagitadiaea.  Q»od 
d«  BMta  B  V. 

9.  Scorpii.  In  beiden  Handsclirif-  es  ron  ihnen  aatgcUsscn,  und  io  et«« 
ten  steht  hier  und  gleich  darauf  du  ünrersUüidUchet  cntttandcn.  —  27.  Et 
Zeichen  Um  Scorpion  f\.  Da  die  h  tec  de  in  longitudinem.  ErfiJic 
Herausgeber  ron  V  jcdcnfHlls  das  Auffindung  der  Handschrift  W  hat  hi<t 
S^cbea  oichl  TarstaBdea  liabeat  isl    eiaen  gatea  aad  Uarea  Siaa  sehefed 
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Sit  Involvit  enim  ipsum  duabus,  ut  ait,  trepidationibus  iustruendo 
secandam  hanc  supra  primam.    Sed  dissipato  ipso  iam  fuudamento 
lcclssc  est,  ut  supersditicata  corruaut  iofirmaqae  sint  ac  minus  sibi 
inucem  cobsrentia.  Quid  demum  ipsc  do  motu  non-  errantiain  stella- 
rum  sphsrc  sentiam?  Quoniam  alio  loco  destioata  sunt,  supcrfluum  5 
püUvi  et  impertinens  bic  amplius  immorari,  |  cum  saUs  sit,  si  modo 
Mderio  tue  satisfeeerim,  ut  meam,  qiiod  a  me  exigcbas,  do  isto 
■ucnlo  habeas  scntentiam.  Yaleat  VeneraliUitas  tua  faustissime. 
I  Ex  Vannia  III  Iiuüi  1524. 

F  Kicolans  Goppherniciis.  10 

pxmdd  Domino  Bernhardo  YapoTsI^, 
UQtoii  et  Ctoonico  Eoelesi»  CraoovieiiBis 
S.  B.  MalMtatia  Pobnie»  Secretario 
P«iiio  «t  Fantori  ano  plozimiim  obaernndo  ete. 

l  

1.  Bit,    Involvit  Ii  sit,  InvülviL  BV.  —  cnira  H  .n.  B.  non  V.  —  duftbttf 
ffblt  bei  V.  —   3.  at  fehlt  bei  V.  —  8.  fanstissimc  ||  favcntissime  V.  — 
10.  Copphernicus  II  Copphornicg  W,  Copernicus  BV.  —   II.  Vapovsky  ||  V*- 
^kj  i?.   Vapoashy  W,   Wupowski  K.  —  13.  Polonlctt  ||  Polonia  BV, 
H.  Diete  Zeile  fehlt  bei  B  V, 


8.  faustissime.  V  hat  dafür  fa- 
»«ntissime  gesetzt.  Man  kann  hier 
ni  tl  n  a  h  weisen,  wie  V  auf  diese 
►wxitrbare  Lcs.iit  gekommen  ist.  In 
der  Quelle  von  V',  ist  namlii  h  stets 
I  Bit  einer  Flamme  versehen;  diese 
^nmc  ist  als  Strich  Qber  u  gelesen, 
Pdorcb  faucn  herau.skomnit,  und 
po  dai  «  als  überflüssig  weggelassen 
pWen.  —  10.  Copphcrnicus.  Die 
pin  T«M  W  weilt  aof  diese  Art  der 
paMamutenebrift  bin«  Dom  Copper- 
{■ai  tie  idbst  aacb  anderweitig  be- 
IMSe  iit  eiclier,  s.  B.  In  aeinea  foen- 
fbie  der  Practica  Valeaci  de 
titraata,  dann  in  den  Gedicbte, 
*<lcliei  er  Dantiscne  ^widmet  hat, 
er  ticli  Xnr^f  VMMS  nennt.  Ich 
*Mhe  noch  darauf  aafmerkaan,  daai 
b  mi  voo  dar  waTBchaaer  Anagabe 


Rh^cdrnekten  Briefen,  wo  diese  die 
Unterschrift  Copernicus  giebt,  in 
den  Ori;.;inalen  Coppernieus  ge- 
schrieben ist,  was  nicht  gerade  für  die 
Uielitigkeit  derjenigen  Unterschriften 
spricht,  bei  welchen  wir  nur  auf  den 
Abdruck  in  dieser  Ausgabe  als  Quelle 
angewiesen  sind.  Die  Zahl  der  Unter* 
Schriften  oder  eigenhändigen  Einzeich* 
nungen,  in  welchen  er  sich  Coper* 
n  i  c  Q  8  selireibt,  ist  venchwindend  klein 
gegen  diejenige  mit  der  Form  Cop* 
perniena.  £•  wire  wohl  an  der 
Zeit  di^  Ton  ihm  bei  allen  olBeiel* 
Icn  Acten  benntaieForm  in  ihr  Recht 
einiaietien,  und  ebenio  wie  man  jetst 
Kepler  mit  einem  p  echreibt,  fortan 
Copperniena  mit  awei  dergleichen 
an  achreiben,  wie  ich  durchweg  getan 
habe. 
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Do9t9r:  Nmim  räat^M  des  polygen«» 


VL 

Nombres  relaüfs  des  polygones  r^uliers 
de  n  et  de  2n  cöt^s,  suivant  qiie  n  est  un  nomtHre 

impair  ou  un  uombre  pair. 

P«r 

Georges  Doetor, 

FrofciMar  k  U  FaculK  dei  Sdcneet  de  rUoivenit^  eatlioliqQe  d«  Ftfk 


1.  Th^oröme  I.  Lorsquc  n  est  un  nombre  impair,  il 
existe  aatant  de  polygones  r^gnliers  de  2»  cöt^«,  qn'U 
y  a  de  polygones  rigoliers  de  n  c6U8. 

Soit  p  Uli  nonibre  cnticr,  iiifericur  a  la  moiti^  de  n  et  prcmiT 
avcc  n.  II  cxistcra  an  polygouc  regulier  do  n  cotes  et  de  Tesp^^ce  ^ 

Poisquc  p  est  införieor  k  la  moiti^  de  n,  2p  sera  moindre  q«e 
par  softe  n— 2;)  sera  nn  nombre  entier  positif,  plus  petit  que  a,  o« 
que  la  moiti^  de  2n, 

Cr  je  dis  qne  n^2p  est  aossi  premier  avec  2n, 

En  cffct,  71  etant  impair,  n  —  2p  sera  aussi  impair.    II  sVosnit 
que  tout  facteur  cutier,  coiniiiun  k  n — 2/)  et  2«,  ne  saurait  etro  qu'ca 
uombre  impair,  qui  tiiviserait  n.    Ce  facteur  impair,  divisaut  »i  — 
et  7i,  diviserait  leur  difterencc  2p  et  par  suito  |).   Donc  ji  et  «  M 
seraicnt  pas  premiers  eutre  eiu. 

AInsi  k  cbaquo  nombre  entier  p ,  infdrienr  k  la  moitie  do  >  et 
premier  avec  «,  corrcspoud  uu  nombre  entier  n  —  2p  iuferieur  ä  U 
moitie  do  2n  et  premier  avcc  2n. 
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r^uliers  de  n  et  de  2n  colis.  249 

R^ciproqucmcnt  ä  chaque  nombro  cnticr  </,  infericur  ä  la 
moitie  n  do  2»  et  premicr  avec  2n,  correspoud  uu  nombrc  enticr 

iof^Srieiir  ^  la  moiti^  de  n  et  premier  avec  «.  Gar  q  tont 

Premier  avec  2»  est  un  nombre  impair  et,  comme  n  est  sappose  im- 

pair,  un  nombre  cntier  ^videmment  moindre  quo  ^• 

n  — q 

D'aiUeurs  q  6tant  premier  avec  2n,  Test  avec  n\  donc  est 
aossi  premier  avec  «. 

II  s*ensnit  quo,  si  n  est  impair,  k  tont  polygone  r^^gulicr  de  n 
c6t^  correspond  na  polygone  regulier  de  2»  cöt^  et  r^ciproquement 

2.  Definition.  Nous  appellerons  polygoucs  correspondants 
/es  denx  polygones  regulicrs,  Tun  de  n  et  l'autre  de  2n  c6t^,  dont 
les  espdces  sont  respectivemeDt  j»  et  n— 

3.  Goiollaire*  Lorsque  n  est  impair,  denx  polygones 
T^^fOklieTS^  l'nn  de  n  et  Tautro  do  2n  cötös,  sont  corre- 
spondants, si  la  double  espöco  da  premier,  angment^e 
de  l'espdce  du  second,  donne  nne  somme  6gale  &  n. 

Car  on  a 

2.p4-(n  — 2p)  =  2p4-n  — 2p  =  n. 

4.  Th^or^me  TL  Lcs  cötes  de  dcux  polygones  reguliors 
c  o  r  r  c  s  po  udants  sont  ccux  de  Tangle  droit  d'un  trianglo 
rectan^le,  dont  ThypotLnuse  est  le  diamötre  du  cerclo 
commun,  circonscrit  aux  deux  polygones. 

Car  seit 

(1)  CWp  «  2Ä8in^ 

le  c6tk  d*an  polygone  regulier,  ayant  nn  nombrc  impw  »  de  c6tds 
et  6tant  de  l'esp^ce  p.  Le  cdt^  da  polygone  regulier  correspondant, 
piatm  ceax  de  2fi  e6(68,  sera 

On  a  donc 

(2)  CW,»-«P  "=  2ÄC0S  — . 

Elevant  aa  carr6  les  denz  igalites  (i)  et  (2)  et  £youtaat,  on 
tfottve  la  Delation 
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qiii  dimoBtre  la  proposition  inonc^e. 

5.  Corollaire  I.  Ce  principe  permet  de  calculer  les  c6tes  des 
polygoncs  regulicrs  d*au  uombre  impair  n  de  cötes,  lorsqu'on  connail 
ceoz  des  polygones  d'iui  nombre  double  2«  de  cdt^;  et  r^ciproquemeBl 

Ainsi  ou  voit  (]uc  Ics  cötes  des  dcux  dccagones  regoliers,  I'ua 
convexe  et  i'autre  ctoile,  sont 

Or  les  pentagoaes  r^guliers,  qai  corrcspondent  respectivemeift  i  ca 
dcox  decagones,  sont  le  pentagone  6toil6  et  le  pentagone  eoaien^ 
U  s'ensait  que  l'oa  a 

06  qni  foorait  les  valenrs  saivaates 

= iÄyio+2y 5,  ai-iJ»yio-2y6, 

pour  los  c6t6s  des  deox  pentagoncs  r^guUers,  le  premter  itoüe  et  ^ 
secoad  coavexe. 

6.  Corollaire  H.  Si  l*on  connait  los  cötes  des  quatre  pentf 
dicagones  rccruliers,  on  pourra  aussi  calculor  immediatement  les  c-  te 
des  quatre  pulygoues  regulicrs  de  30  cotes,  qui  leur  sont  naturelieüki 
correspondauts.   Car  on  a 

CbMi«  -         Gw«,  C5»,is»  -  4ß«- CiÄ.i«i 

et,  comme  (voir  au  u^  1  de  i'articlo  III.) 

Ci5.7  -  }7?(yio-2y5+yi5+y3), 

-  ii2(yio+iiy5+yiö-y3), 
ciM  -  tÄ(-yio-2yö+yi6+y3), 
cis.!  -  iÄ(yiö+2y5-y  i5+y3), 

on  tronve  de  saite  qne 

cio,i  -  iäV36— 4y6— 4y3yiö+2y6 

-  iij  (y  3  y  10 — 2y  5  -  y  5  -  u 
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—  tÄ(y3yiü+2V5--v5+i), 

—  jÄ(y3yiö-2i/5+y6+i), 

I 

.    Ckt»  -  jÄV36+4y5+4y3yiÖ^^^W^ 

—  jÄ(y  3  y  10+275+ y  5  - 1) 

not  les  cötAB  des  qnatre  polygones  rtgnlien  de  30  cötifl,  qni  sont 
[  imcrits  daii8  le  cercle  de  rayon  Ji. 

7.  Th^ordme  III.  Lorsqnc  n  est  uu  nombre  pair,  il 
'  existe  dcnx  fois  autaiit  de  polygones  rögnlicrs  de  2» 
!  cutis,  qu'il  y  a  de  polygones  regaliers  de  n  cöt6s. 

Soit,  en  eflfet,  p  nn  nombre  entier,  inflrienr  k  la  moitiö  de  11 
et  Premier  a?ec  n.   H  existera  nn  polygono  regulier  de  n  c6t^  et 

de  Tespe cc  p. 

Or  lo  nombre  dtant  premier  avec  Ic  nombre  pair  «,  est  neces- 
saircmcut  impair;  par  suitc  il  est  aussi  premier  avec  2n. 

Mais  p  4taut  premier  avec  n—p  Test  aussi»  uon  seulement 
sv€c  M,  mais  encoro  avec  2n;  de  plos  n— j»  est  ^videmment  moindre 
qae  »  on  qne  la  moiti^  de  2n, 

Doae,  si  II  est  pair,  ä  cbaqne  polygone  r^golier  de  n  c6tis  et 
;  k  l'esp^ce  p ,  correspondent  deox  polygones  rignliers  de  2»  c6t^ 
et  des  esp^es  p  et  «— 

Donc  le  nombre  des  polygones  reguliers  de  2»  cotes  est  double 
de  cclui  des  polygones  r^guliers  de  n  cöt<^s. 

f     8.  IMfinltlon.  Nous  appellerons  polygones  conjngo^s,  deox 
I  polygones  r^licrs  d*an  nombre  de  c6t6s  2n  donblement  pair,  dont 
it  lomrae  des  espöces  est  6gale  k  n. 

9.  Tb^ortee  IV.  Les  c6t6s  de  denx  polygones  reguliere 
conjaguös  sont  conz  de  I'angle  droit  d'nn  triangle  rect- 
tsgle,  dont  i'bypotinnse  est  le  diamötre  du  cercle  cir- 
coBscrit  anx  denx  polygones. 

Soit,  cn  effet, 

,  ®  Ch.^  -  2Äsin|? 

I 

Is  c6t6  d'nn  polygone  regulier,  ayant  nn  nombre  donblement  pair  2» 
de  edtte  et  ^tant  de  Tesp^cc  p.  Le  cM  de  son  oonjugue,  panni 
M  de  2ii  c6t^s,  sera 
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oa 


On  a  douc 

(4)  ata.,M^  — 2ÄC08|^. 

Elevaat  m  cui6  les  deoz  o6f£s  (3)  et  (4)  et  lyontiiit»  ob  tcon« 
la  reUtion 

qai  d^moutre  notre  proposition. 

10.  Oorollftlre  I.    Connaissant  Ics  valeurs  des  cdt^  de  U 

premiere  moitid  des  polygonos  r^guliors  de  2n  cötes  (oo  n  est  ptir), 
on  peut,  au  moyen  du  theoreme  prectident,  calculer  Ics  cdtds  de  Twitre 
moitie  des  polygones  r^guliers  de  2»  cöt^s. 

11.  GoMllalM  n.  Pnisqa'on  & 

on  obticnt,  en  multipliant, 


i 


oa 


Or 


il  Yient  donc 


Ainsi  lo  c6t6  d'nn  polygone  rögalier  d'mi  nombre  ptir 
de  c6ti8  est  la  qaatri^me  proportionnelle  entre  le  rtjti 
dQ  cercle  circooscrit  et  les  edt^s  des  deox  polygosH 
r^galiers  eonjugu^s  d*an  nombre  double  de  eöt^Sf  dost 
Tun  est  de  m^me  espdce  quo  le  premier,  et  qai  soatU- 
scrits  dans  le  mdrae  cercle. 

Paris,  20  Octobre  1877. 
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I 
I 

I 

Bein  geometrische  Proportionslehre. 

Von 

•i 

R.  Hoppe. 


Die  Lehre  von  den  Linienpropoitionen  wird,  wie  man  in  allen 
lehrbflchcrn  findet,  im  Schulunterricht  bis  jetzt  überall  auf  die  Mes- 
nng  gegründet.  £in  Linienverhältniss  ist  hiernach  nichts  weiter  als 
m  Zahlenverhältniss.  Hierbei  lässt  es  sich  nicht  nmgehen  den  «11- 
gemeinsten  Begriff  der  Irrationalzahl  cinsnfUiren.  Einerseits  ist  also 
die  betreffende  Doctrin  keine  rein  geometrische,  sie  fibertrftgt  viel- 
Mbr  eine  arithmetische  Theorie  anf  die  Geometrie;  andrerseits  zeigt 
jiidi  diese  arithmetische  Grundlage  unzureichend,  sie  mnss  erst  eine 
intere  Entwickelnng  erlangen  nm  ihre  Bestimmung  ftr  Geometrie 
Ii  foHem  Masse  zu  erfftllen. 

Nun  würde  es,  was  den  pädagogischen  Gresichtspnnkt  hetrifft, 
gerade  kein  Schade  sein,  wenn  die  Notwendigkeit  fikr  die  Geometrie 
lieni  Schiller  den  Anlass  böte,  eine  Erweiterung  des  Zablbegriffs  zu  • 
trieroen,  die  aus  der  reinen  Arithmetik  nie  gewonnen  werden  kann, 
ud  die  doch  für  die  Wissenschaft  unentbehrlich  ist.  Auch  mag 
Snserhin  eingeräumt  werden,  dass  die  strenge  Begründung  der  Lehre 
^  den  Irratioxialzahlen  keine  flbermlssigen  Schwierigkeiten  ver* 
tcsscht 

Dsmit  bleibt  aber  die  Frage  unentschieden,  ob  es  sachgemftsser 
ist,  die  Arithmetik  und  die  Erweiterung  des  ZahlbegriflEs  zur  Grund- 
lage der  geometrischen  Proportionslohre  zu  nehmen  oder  letztere 
nent  und  unabhängig  zu  lehren,  dann  den  Begriff  der  Irrationalen 
tauif  zu  gründen.  Hier  sprechen  mehrere  Gründe  für  das  letztere. 
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für  das  erster©  mOcbte  wol  kaum  ein  einziger  auf/utindeu  seiu.  Kist^Ls 
entlehnt  die  allgemeine  Irrationalzalil  ihre  ganze  liedeutunp  den  räum- 
lichen Verhältnissen,  so  lange  noch  keine  andern  stetigen  GntSM-n  in 
Betracht  kommen;  dagegen  liegt  die  Auffassung  räumlicher  Verbili- 
nissc  uns  unmittelbar  durch  Anschauung  nahe,  die  mit  Abmessncs 
nichts  zu  tun  hat.    Von  Natur  geht  also  immer  das  räumliche  Ttr- 
hältniss  der  Irrationalzahl  voraas.   Zweitens  gilt  die  gdhzo  geomc-l 
trische  Doctiin  glcichmässig  für  commensurabelc  und  iiicommonsttribdi| 
Baamgrössen ,  die  Unterschcidaog  beider  ist  daher  der  Sache  um 
entsprechend.   Drittens  ist  dio  gowOhnlicbo  Behandlung  der  xIm 
lieben  Yerbftltnisse  gar  nicht  dafür  oingericbtet  den  Scbfller  mit  iem 
Begriff  der  Irrationalen  vertraut  za  macben;  sie  benutzt  ihnnnrtaM 
Obergebend,  so  weit  sie  ihn  nicht  entbehren  kann.  Baber  fiilt  nM 
die  oben  zogelassene  Becbtfcrtignng  nasser  Betracht  V 

Ist  es  nnn  nnzwcifelbaft,  dass  eine  rein  geometriscbe  BegrilidiJ 
der  Proportiouslchre  ein  methodiscbcr  Fortschritt  sein  wttrde,  so  mJ 
irgend  einmal  ein  Versnob  gemacht  werden,  welcher  dio  GestalbM 
der  Doctriu  zeigt  Dann  kann  es  sich  nocb  am  mögliche  YcrbcM 
rungcn  handeln.  Hier  bieten  sieb  zwei  Wege  dar:  erstens  kaosMi 
die  Linieuproportionen  auf  die  Aehnlichkeit  gründen,  diese  wicHW 
auf  die  Gleichheit  der  Winkel,  zweitens  erstere  durch  die  GleidiiKÜ 
der  Rechtecke  aus  den  äussern  und  mittlem  Glieder  dehnireD.  ^'ir 
beginnen  mit  der  erstem  ^Methode,  ^Yek•hc  den  Vorzug;  einer  gros?« 
Anschaulichkeit  hat.    So  leicht  es  hier  seiu  würde  den  Begriff  iH 
Aehnlichkeit  in  voller  Allgemeinheit  und  ganz  elementar  einzuführ^ 
80  wollen  wir  doch  davon  absehen,  weil  es,  so  lange  der  Kreis  4;^ 
scbliesslicb  für  sich,  nicht  als  speciello  Corvo  behandelt  wird,  anjedii 
Anwendung  fohlen  wOrde.  1 

Eine  Theorie  der  Aehnlichkeit  auf  die  Winkclgleiehheit  zo 
den  ist  bei  Beschränkung  auf  die  Ebene  unmöglich.    Wir  mhiiM 
daher  einen  stcreometrischen  Anfang,  gehen  aber  von  da  <Uinh  nofl 
planimetrischen  Fuudameutalsatz  auf  die  Ebene  über,  dieser  n'M 
dann  ohne  fernere  Anwendung  der  Stereometrie  zum  Beweise 
S&tze  hin. 

Als  bekannt  vorausgesetzt  werden  die  planimetrischen  Sätze  flVf 
Winkel  und  Parallelen,  Congmenz  und  Fläeliengleicbheit  der  gfi*i- 
liuigeu  Eigureu.   Aus  der  Stereometrie  sei  bekannt, 

I.  dass  die  Durcbscbnitte  zweier  parallelen  Ebenen  mit  eiiv 
dritten  Ebene  parallel  sind, 

IL  dass  2  Par  parallele  Gerade,  die  sich  einzebi  schasto 
gldcbe  Winkel  bilden, 
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HL  dass  sich  durch  je  3  Punkte  eine  Ebene  legen  lässt, 

lY.  dais  je  3  Winkel,  deren  Samme  <  4R  ist,  eine  Ecke  ein- 
idliessen  können. 

Wir  fügen  diesen  folgende  elcmeutaro  Sätze  als  vorbereitende 

Zonftclist  die  2  Definitionen  nnd  den  Hauptsatz  ans  der  elemen- 
:  Im  Lehre  von  den  unendlichen  Grössen  (s.  T.  LY.  S.  50.)  I.  II.  De- 
l  IritiOD,  m.  Hauptsatz  als  Satz  Y.   Ui(  'raus  folgt: 

Satz  YI.  Zwei  feste  Punkte,  denen  ein  Tariabeler  Punkt  nn* 
j  üdfieh  nahe  ist,  fiülen  in  einen  Punkt  zusammen. 

Denn,  liiltteu  die  festen  Punkte  /l,  B  einen  positiven  Abstand 
und  wären  dem  variaboln  Punkt  r  uueudlicb  nahe,  so  könnte  man 
Aß  in  AC  und  BC  teilen  und  AC\  nP<C  ^^(^  machen,  so 

im  im  Breieck  ABP  eine  Seite  AB  >  Al'-\-BP  würde. 

Satz  VII.  Im  gleichsclionkligen  Dreieck  von  coiistauteu  Schen- 
keln liegt  der  unendlich  kleinen  Grundlinie  ein  unendlich  kleiner 
Winkel  gegenüber,  und  umgekehrt 

\    Denn,  macht  man  die  Grundlinie  oder  den  Winkel  an  der  Spitze 

klein,  so  wird  durch  Verkleinerung  des  einen  aui  b  das  andere 
Ueiaer  als  die  beliebige  Grösse. 

Satz  YUI.  Zwei  feste  Gerade,  die  einzeln  mit  zwei  variabehi 
IhnUelen  nnendlicb  kleine  Yf  inkel  bilden,  sind  einander  parallel. 

Beweis.  AB  und  A'B'  seien  fest,  PQ  und  P'Q'  variabel,  aber 
^ständig  einander  parallel  und  schneiden  erstere  in  A  und  A\  wo 
Winkel  BAQ  und  B'A'Q'  unendlich  klein  seien.  Man  ziehe  AC 
ytraUel  A'B'  und  mache  die  S  Strahlen  AB^  AC^  AQ  einander  gleich, 
^n  ist  nach  Satz  YIL  Winkel  CAQ  —  &A'Q!  auch  unendlich  klein, 
|i»tglicb,  wenn  man  B^  C,  Q  durch  3  Gerade  Terbindct,  BQ  und  CQ 
lach  Satz  VII.  nnendUch  klein,  daher  fallen  nach  Sats  YL  die  festen 
Ptmkte  Bf  C  zusammen  und  AB  ist  parallel  A'&, 

Fnndamentalsatz  der  Aehnlichkeitslehre  IX. 

Sind  in  einem  ebenen  Viereck  die  4  Winkel,  welche 
oine  Seite  mit  den  zwei  austossendeii  Seiten  und  den 
Diagonalen  bildet,  gleich  den  entsprechenden  4  Win- 
keln in  einem  andern  Viereck,  so  sind  auch  die  ent- 
sprechenden 4  Par  Winkel  in  beiden  gleich,  welche  die 
Gegenseite  mit  denselben  4  Geraden  bildet 
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.  Beweis.   In  den  Vierecken  ÄBCD  uud  A  B' C  D'  sei 

WkL  BÄC  =  S'A'C',      BAD  =  B'A'jy 
ABC  =  A'B'C-,      ABB  =  A*ffjy 

Von  den  Winkeln  BAD^  ABC  ist  wenigstens  einer  <C  2R-,  sei 
BAO  •<  2R.  Man  construire  eine  dreikantige  Ecke,  deren  S 
Winkel  sind  BAD  selbst,  BAM  «>  BAD  ond  der  beUebig  kleine  D 
Die  Gonstmction  ist  nadi  Sats  W.  mO^ch,  wofern 

Wkl.  DAE  <  4R— 2.-0^ 

Man  lege  das  zweite  Viereck  so  anf  das  erste,  dass  die  gleic 
Winkel  bei  A  und  A'  sieh  decken;  dann  ist  nur  zu  beweisen, 
CD  parallel  CD'  wird. 

Man  zeicbne  in  der  Ebene  des  Winkels  BAE  die 
ABEß^E^  congment  ABDB^iy^  lege  eine  Ebene  durch  By  C^E 
ihr  iMrallel  eine  andere  durch      welche  AC  vi  F  schneidet 
ist  nach  Sats  L 

ST  parallel  BC  paralld  B^C 
daher  fäUt  F  in  C.  Da  nnn  ebenso  nach  Satz  L 

CE  parallel  FE' 

so  ist  jetzt 

CB  parallel  O'tf 

Betrübten  wir  den  beliebig  kleinen  Winkel  DAR  als  nnendl 
klein,  so  sind  nach  Satz  VII.  auch  die  Geraden  DE  uud  D'E' 
endlich  klein,  daher  nach  demselben  Satze  anch  die  Winkel  D 
nnd  D*C'E\  folgUch  nach  Satz  VIU.  CD  paraUel  C'D\  w.  s.  b. 

Aolinlichkeit  der  Vielecke,  Proportionalität 
entsprechender  Streckcu  uud  Vorh&ltoisso  von 

Fl&chenr&nmen. 

Definition  1.  Zwei  Vielecke  sind  einander  ahulieh.  weun  alle 
Seiten  und  Diagonalen  au  den  P>kon  gebilüeten  Winkel  im  ei 
Vieleck  den  iu  gleicher  Ordnuug  eutsprecheuden  im  andern  gleich 

Satz  1.  Sind  zwei  Vielecke  einem  dritten  ftbnlich,  so  sind 
einander  ihnlich. 

Unmittelbare  Folge  der  Definition. 

Sita  2.  Ck>agniente  Vielecke  sind  einander  ähnlich. 

Denn,  wenn  sich  die  Vielecke  decken,  decken  sidi  auch  die  D' 
gonaleu  und  die  von  ihnen  and  den  Seiten  gebildeten  Winkel 


Oigitized  by  Gopgl 


Hoppe:  Rein  geometrUcht  JProporUonslehre. 


157 


Satz  3.  Zwei  ähnliche  Vielecke  sind  einander  congruont,  wenn 
m  Seite  oder  Diagonale  des  einen  gleich  der  entsprechenden  des 
mm  ist 

Brnreis.  Man  teile  die  Vielecke  vom  einen  Endpoiüct  der  g^eidien 
■to  oder  Diagonale  ans  durch  Diagonalen  in  Dreiecke,  dann  sind 
1 8  eotsprecbende  Dreiecke  einander  congment  wegen  Gleichheit 
per  Seite  und  zweier  Winkel,  zunächst  die  anliegenden,  dann  der 
kilie  nach  alle  übrigen;  folglich  sind  die  ganzen  Vielecke  congnient. 

t  Satz  4  Zwei  Vielecke  sind  einander  fthnlich,  wenn  die  Winkel, 
pdie  ^oe  Seite  in  ihren  2  Endpunkten  mit  den  anatossenden  Seiten 
b  Diagonalen  im  einen  beleck  bildet,  den  entapredionden  Winkdn 
i  lodern  gleich  sind. 

J  Beweis.  In  den  Vielecken  ABC, . .  MN. . .  und  A'B'C. . .  M'Ii\ .  ^ 
9  die  gleichbenannten  Ecken  einander  entsprechen  mOgenj  seien  die 
pd  bei  A  nnd  B  gleich  den  entsprechenden  bei  A'  nnd  ß'. 
w  td  eine  beliebige  nicht  an  AB  anstossende  Seite.  Man  YoUendo 
Tiereck  ABMN,  dann  sind  nach  Fund.  &  DC.  die  4  Winkel, 
MN  mit  den  Diagonalen  nach  A  und  B  bildet,  gleich  den 
precbenden;  statt  MN  kann  man  auch  jede  an  AB  nicht  anstos- 
Diagonale  setzen,  da  der  Beweis  derselbe  ist.  Demnach  sind 
Winkel,  welche  irgend  eine  Seite  oder  Diagonale  mit  2  andern 
t,  gleich  den  entsprechenden.  Durch  diese  sind  alle  übrigen  als 
tauDco  oder  Differenzen  mitbestimmt,  mitiiiu  alle  Bedingungen  der 
eblichkeit  erfüllt 

\  Sitz  5.  Zwei  Dreiecke  sind  einander  fthnlich,  wenn  2  Winkel 
!  einen  zweieil  Winkeln  des  andern  einzeln  gleich  sind. 

Oeoo,  da  beide  Scheitel  immer  durch  eine  Seite  verbunden  sind, 
tkann  man  die  Scheitel  der  gleichen  Winkel  als  entsprechend  be- 
uten und  findet  die  Bedingung  der  AebDlicbkeit  nach  Satz  4.« 
lleicbea,  sofern  auch  der  dritte  Winkel  gleich  ist,  nach  Del  1. 


Satz  6.  Zwei  Dreiecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  ein  Winkel 
*  einen  gleich  einem  Winkel  des  andern  ist,  und  die  ihn  ein- 
Uips!;scjiden  Seiten  im  einen  und  andern  gleich  2  Par  entsprechen- 

Seiten  ftbnlicher  Dreiecke  sind. 

Beweis.  In  den  Dreiecken  ABC  und  A'li'C  sei  Wkl.  -Ö^C  — 
'^  C.  Ferner  sei 

Dreieck  ABD  fthnUch  A'^iy 

AC^AD\  A'C'^^A'jy 
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Hoppe:  Rem  geometrische  PnpofiioMlehr^. 


Zieht  man  uoch  CD  und  C'D\  so  ist  auch 

WkL  CAD  —  C'A'iy 
und,  weil  Breieck  CAD  gloichscbeiiklig, 

Wkl.  ADC  =  A'D'C 

demnach  bei     D  alle  Winkel  gleich  den  entsprechenden  bd  A\ 
folglich  nach  &itz  4  * 

Viereck  ABCD  ähnlich  A'B'C'D' 

mithin 

Dreieck  ABC  ähnlich  A*B'C\  w.  x.  b.  w. 

Definition  2.   Aus  2  Par  entsprechenden  Seiten  ähnlicher 
ecke  lassen  sich  (nach  Satz  6.)  ähnliche  Dreiecke  mit  beliebif 
Winkel  zwischen  ihnen  bilden.  Zwei  Par  Strecken,  die  diese 
schalt  haben,  heissen  proportionirt  Die  2  Par  Strecken  AB  nnd  Ülf^ 
AC  nnd  A'C*  bilden  demnach  eine  Proportion,  gesehrieben 

ABiA'B'  ^ACiA'C 

wenn  die  Dreiecke  ABC,  A'U'C'  bei  Gleichheit  der  eingeschlossene 
Winkel  einander  ahiiluli  werden.    Die  4  proportionirten  Grösseul 
lieissen  in  ihrer  Uoihentolge  die  Glieder  der  Proportion,  die  tTste| 
und  dritte  die  Vurdcrglicder,  die  2tc  und  4to  die  üiutergliedcr. 

Satz  7.  Zwei  Par  Strecken,  die  einzeln  mit  einem  dritten 
in  Proportion  stehen,  bUdcn  andi  mit  einander  eine  ProportioD. 

Folgt  ans  Satz  1. 

Satz  8.   Die  2  ersten  Glieder  einer  Proportion  kann  man 
den  2  letzten  vertauschen. 

Die  Bedeutong  der  Proportion  bleibt  dabei  dieselbe. 

Definition  3.   Infolge  der  Sätze  7.  mid  a  lässt  sich  die 
gleichende  GrOssenbeziehnng  der  2  ersten,  wie  der  2  letzten  Gü 
einer  Proportion  als  eine  GrOsse  anfifossen,  nnd  heisst  als  solche 
Yerhältniss,  sofern  die  Proportion  die  Gleichheit  der  Yei 
definirt,  nnd  2  Verhältnisse  die  einem  dritten  gleich  sind,  nach  Ssli  T. 
einander  gleich  sind: 

Satz  9.  In  2  ähnlichen  Vielecken  sind  die  Verhältnisse  slkr 
Pare  entsprechender  Seiten  nnd  Diagonalen  einander  gleich. 

Beweis.   In  2  ähnlichen  Vielecken  mögen  4  beliebige  Ecken  -4, 
C,  Z>,  verbunden  durch  Seiten  oder  Diagonalen,  den  gleiduunugca 
A\  B\  C\  D'  entsprechen.  Dann  ist 
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Dreieck  ABC  fthnUdi  A'B'C\  und  BCD  AhnUch  ^C'D\ 

ABiA'B'  —  BCiB'C  ^  CDiC  D' 

for  je  2  Paro  ontsprecbender  Seiten  oder  Diagonalen. 

Satz  6.  infolge  der  Dcf.  2.  lautet:  Zwei  Dreiecke  sind  einander 
Jinlicb,  wenn  ein  Winkel  des  einen  einem  Winkel  des  andern  gleich, 

od  die  die  gleichen  Winkel  einschliessenden  Seiten  proportionirt  sind. 

I 

'  Satz  10.  lu  einer  Proportion  kann  man  die  Vorder-  uud  Hinter- 
l&eder  gleichzeitig  vertauschen. 

Die  Bedeutuug  der  ProporUuu  bleibt  dieselbe. 

Sstz  11.  Dorch  3  Glieder  einer  Proportion  ist  das  vierte  he* 

SmmL 

Beweis.  Sei 

ABiA'B'  —  ACiA'C  —  ACxAUlf 
WW.  BAC  —  ^A*C*  —  B'ÄLf 

ist  nach  Satz  6. 

Dreieck  ABC  ähulich  ÄB'C  ähnlich  A!B'D' 

I  £e  letzten  2  Dreiecke  die  Seite  A'B^  gemein  habon,  so  sbid  sie 
ich  Sati  8.  einander  congment,  folglich  A*C' «  ÄTf,  Dnrch  Yer- 
Mehong  gemllss  den  Sfttzen  8.  nnd  10.  lässt  sich  das  4.  Glied  zn 

fcm  audcrii  Glicdo  machen.  Demnach  gilt  dos  vom  letzten  Gliedo 
mieseae  von  allen  Gliedern. 

i  Satz  12.  Zwei  Dreiecke  sind  dnander  Ähnlich,  wenn  die  Seiten 
I  emen  zn  den  Seiten  des  andern  in  gleichem  Yerhftltniss  stehen. 

Beweis.  In  den  Dreiecken  ABC  nnd  A'B'C  sei 

ABl  Aß'  =  AC'.A'C  =  BCiB'C 

la  schneide  auf  AB  die  Strecke  AD  =  A'B'y  anf  AC  die  Strecke 
t  —  A'C  ab,  ond  ziehe  DE\  dann  bt 

Dreieck  ABC  Ähnlich  ADE  nach  Satz  6. 

her 

ADiAD  =  BC'.DE  oder 
ABiA'B''^BCiDE 

es  verglichen  mit  der  ersten  Proportiuu  giebt  nach  Satz  11. 

DE  —  JJ'C 

glich  ist 


160  Hoppe'.  Smn  gtümMbritdkt  ^r^pwAnulAre. 

Dreieck  ADE  congraent  A'S'C,  also  aaeb  ihnlidi, 

daher  ABC  äbuUch  A'B'C  nach  Satz  1. 

Satz  13.  Zwei  Vielecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  alle  Seilen  1 
und  Diagonalen  des  einen  zu  deu  eutsprecheuden  des  audcni  in  j 
gleichem  Verbältuiss  stcheu.  j 

Denn  dann  sind  nach  Satz  12.  alle  Drdeeke  den  eDtspreclicodeij| 
ähnlich,  in  die  sie  durch  Diagonalen  geteilt  werden  können,  fölglick  | 
alle  Winkel  den  entsprechenden  gleich.  Ii 

Definition  4.  Das  YcrhiUtniss,  welches  ans  einem  andern  dtrdi  i 
Vertanschnng  des  Vorder-  nnd  Hinters^edes  entsteht,  heiast  davea  1 
redprokes  Verhältniss.  1 

Satz  11.  In  einer  Proportion  ist  das  Rechteck  aus  den  äusserc 
Gliedern  gleich  dem  licchteck  aus  den  Innern,  und  umgekehrt  stehen 
die  üöhen  gleicher  Rechtecke  im  reciproken  Verhältniss  der  Grondlintes.  ? 

Beweis.   Sei  ; 

ABiA'B' AC:A'C'  « 

Man  trage  die  2  ersten  Glieder  auf  dem  einen,  die  2  letzten  anf  den 
andern  Schenkel  eines  rechten  Winkels  ab,  nnd  verbinde  aftmmtlicbe 
Endpunkte  mit  einander.  Dann  ist 

Dreieck  ABC  ähnlich  AB'C  nach  SaU  6.  daher  J 
WkL  ABC  —  AB'C  mithin 
BC  parallel  B'C  folglich 

Dreieck  BCB'  =  BCC* 
und  nach  Addition  von  ABC 

Dreieck  AB'C  =  ABC 


{ 

Ersteres  ist  das  halhe  Rechteck  aus  A'B'  und  AC,  letzteres  aus  ABj. 
nnd  A'C\  womit  der  Satz  bewiesen  ist  1 

Sind  umgekehrt  diese  Bechtecke  gleich,  so  sind  ea  anch  die 
Dreiecke  nnd  alle  vorhergehenden  Schlosse  lassen  sich  omkefarea, 
so  dass  schh'essHeh  die  aafilnglicho  Proportion  hervorgeht. 

Satz  15.  Die  äussern,  sowie  die  innem  Glieder  einer  ProportioB 
von  Linien  kann  man  vertauschen. 

Folgt  unmittelbar  aus  Satz  14. 

Satz  16.  Die  Grundlinien  zweier  Bechtecke  von  gleichen  Hdhca 
verhalten  sich  wie  die  zweier  andern  ebenso  grossen  Rechtecke  tob 
gleichen  Hohen. 
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Beweis.  Seien  g,  g  die  Grundlinien  zweier  Rechtecke  von  ge- 
sii  iosamer  Höbe  \  uud  ,  dio  z>Yeicr  andcru  von  gemeinsamer 
Höbe  h^\  flberdies  sei 

Rechteck  gk  —  gji^  \   g'h  —  g^\ 

■ 

dum  ist  nach  Satz  14 
nach  Satz  15. 

Definition  5.  Unter  dem  Verhältniss  zweier  Fläclicustückc  ver- 
geht mau  das  Verhältniss  der  Grundlinien  zweier  Rechtecke  von 
fcmeiosamer  Höhe,  die  einzeln  jenen  Flächenstttcken  gleich  sind. 


Satz  18.  Die  Rechtecke  aus  den  gleichnamigen  Gliedern  zweier 
Linienproportioueu  stehen  in  derselben  Ordnung  in  Proportion,  und 
Eingekehrt  folgt  aus  der  Pro})ortiün  von  4  Rechtecken  und  der  ihrer 
Hobea  die  Proportion  ihrer  Grundlinien. 

Beweisj  Sei 

Man  bilde  die  Rechtecke  gh^  g'h\  g^h^  und  .7/^1'  und  verwandle 
|  Ä'  in  g"k^  g^'h^  in  Bann  ist  nach  Satz  14. 

g'ig"  =  /*:A'  =  h^xh^'  =  9\-9t 

Vertanseht  man  hier  und  in  der  ersten  Yoranssctzuiig  die  innem 
Nieder,  so  findet  man: 

ü'Qi      9'9i  =9  'Qi 
9'9**  '^9\*9\ 

%Udi  nach  Def.  5. 


gUg^'h,  —  gxK^gi'K 
t  nach  Substitution  gleicher  Rechtecke, 

ghig'K'  ^  g^^xg^hx 


femäss  der  ersten  Behauptung.  In  diesem  Beweise  lassen  sich  alle 
Scbldsse  umkehren,  und  es  folgt  dann  die  zweite. 


Im  Vorstehenden  sind  reichlich  alle  Sätze  und  Definitionen  ent- 
Ijaltcü,  auf  Grund  deren  man  in  gewöhulicher  Weise  alle  übrigen 
'^iö  geometrisch  herleiten  kann.    Die  Anwendung  auf  die  Messung 

keine  Schwierigkeit  Ebenso  kann  man  leicht  auf  den  Begriff 
der  Irrationalzahl  fibergehen. 
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Proportionen  nnd  Aehnlichkeit,  abgeleitet 
ans  der  FUchengleichbeit 

Definition  1.  Vier  Strecken  in  bestimmter  Eeibenfolge  bUden 
eine  Proportion,  wenn  des  Becbteck  «u  der  ersten  nnd  4ten  gkkk 
dem  Becbteck  ans  der  2  ton  nnd  3ten  ist 

Folgerungen.  Die  Bedeutung  der  Proportion  bleibt  dieselbe, 
wenn  man  die  äussern  oder  die  iunern  oder  die  äussern  mit  den 
innorn  Gliedern  vertauscht,  ferner  wenn  man  die  2  ersten  mit  des 
2  letzten  oder  beide  Pare  gleicbzeitig  vertauscbL 

Satz  1.    Bildet  ein  Par  Strecken  mit  jedem  von  zwei  anden 
Parcn  eine  Proportion,  so  bilden  letztere  mit  einander  eine  Proporüoi.' 

Beweis.  Sei 

nnd  zwar 

Man  trage  die  Strecken  g^^  auf  dem  einen,  A,  A,,  anf  des  i 
andern  Scbenkd  eines  rechten  Winkels  ab  nnd  Tollende  die  Beckt-  | 

ecke  gh,        g^^.   Den  Proportionen  zufolge  ist  ^ 

Becbteck  gh^  =-  y^A;  gh^^g^  | 

daher  nach  Subtraction  gemeinsamer  Stacke  ' 

Becbteck  i7(Äi  —  A)  =  (i7i—i?)A;    i^CAg  — A)  —  (^,— jr)*  j 

Hieraus  folgt  nach  einem  liekannten  nnd  leicht  zu  beweisenden  Satze^ 
dass  die  vierten  Ecken  der  constrnirtcn  3  Becbtecke  mit  dem  Scbeitd 
des  rechten  Winkels  in  gerader  Linie  liegen,  nnd  bioraiis  nach 
nmgekebrton  Satze,  dass 

Becbteck  g^ihf—hi)  =  (^f— yJAi 
daher  nach  Addition  des  Becbtecks  dass 

Becbteck  g^h^  =  g^i 
ist,  mithin  die  Proportion  stattfindet: 

Stehen  die  g  und  die  A  in  anderer  Grössenfolge,  so  sind  nur  ihre 
Differenzen  entgegengesetzt,  und  die  Gleichungen  gelten  unvenindcrt 

Definition  2.  Infolge  dieses  Satzes  kann  min  die  Beziebnng  dar. 
Strecken  ^,  als  GrOsse  anfXsssen,  deren  Gleichheit  dnrdi  die  Ito- 
portion  definirt  ist;  in  diesem  ffinne  helsst  dieselbe  das  YeiliiMm 

von  g  zu  k. 
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Satz  2.  Die  Strecken,  welche  2  Parallelen  auf  den  Schenkeln 
einet  beliebigen  Winkels  begromen,  stehen  in  gleichem  YerhJÜtniss, 
nd  umgekehrt 

Beweis  (uur  möglich  mit  Hülfe  des  Fuudamentalsatzes  IX.)  Die 
Parallelen  BC  und  DK  schneiden  in  ihren  Endpunkten  die  Schenkel 
des  schiefen  Winkels  BAC.   Auf  dem  zweiten  Schenkel  AF  des  rechten 
Winkels  JiAC  seien  dieselhen  Strecken  AF  =^  AC  und  AG  ^  AB 
I  ibgetragen,  und  die  Geraden  BF,  DG,  CF,  EG  gesogen.  Dann  ist 

CF  parallel  EG  wegen  Gleichheit  der  corresp.  Winkel, 
BC  parallel  DE^ 

Mglich  nach  Fand.  S.  IX. 

BF  paraUel  Dö.        .  • 

Sflit  man  noch  BG  und  DF,  so  ist 

Dreieck  BFD  t-  BfG,  also 
Dreieck  ADF^  ABG^  daher 

Rechleck  aus  AD,  AF  gleich  Rechteck  aus  AU,  AG, 

Uer,  mit  Snhstitation  gidcher  Strecken, 

ABiAC'^ADiAE 

hi  umgekehrt  diese  Proportion,  nicht  aber  die  Parallel itüt  von 
fiC,  vorausgesetzt,  so  folgt  rückgängig,  dass  BF  parallel  DG^ 
Dnd  in  Verbindung  mit  CF  parallel  EF,  nach  dem  Fund.  S.,  das» 
i^C  parallel  DE  ist 

Definition  a  Zwei  Vielecke  sind  Ähnlich,  wenn  alle  Seiten  und 
iHgonalen  des  einen  zu  den  entsprechenden  des  andern  in  Reichem 
ferhiltiiiss  stehen. 

Sati  3.  Zwei  Yidocke,  die  einem  dritten  ähnlich  sind,  sind  ein- 
•Bder  fthnlich. 

Beweis.  Den  Seiten  oder  Diagonalen  a,  A  im  ersten  Vieleck 
mögen  a',  b'  im  zweiten  und  a",  b"  im  dritten  entsprechen.  Dann  ist 

«eraos: 

a:ftssa":6"ssa:y  oder  aia'^bih* 

Diese  2  Par  Seiten  oder  Diagonalen  vertreten  alle  Parc,  daher  sind 
äUe  Bedingungen  erfüllt 

8ats  4.  Zwei  Dreiecke  sind  fthnlich,  wenn  zwei  Winkel  des  einen 
gläch  zweien  Winkeln  des  andern  sind. 

II* 
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BoweiB.  ZoDftchst  folgt,  das«  aach  der  dritte  Wiokd  ia  beida 
gleich  ist  Man  lege  die  Dreiecke  mit  duem  Par  gldcber  Wiald 
anf  einander,  so  dass  die  andern  Pare  oorrespondirende  irerdea;  diu 
aind  die  Gcgenseitra  des  erstem  parallel,  nnd  nach  Sats  2.  folgt  eiue 

der  Proportionen,  welche  Bedingung  der  Aebulicbkeit  sind,  analog 
die  beiden  andern. 

Satz  5.  Zwei  Breiecke  sind  Ähnlich,  wenn  ein  Winkel  des  einen 
gleich  einem  Winkel  des  andern,  nnd  die  die  gleichen  Winkel  €»- 
achlieaienden  Seiten  proportionirt  sind. 

Beweis.  Man  lege  die  Dreiecke  mit  den  gleichen  Winkeb  anf 
einauder;  dauii  sind  uaeh  Satz  2.  die  Gegenseiten  parallel,  daher  aiie 
Wiiikelpaare  gleich,  folglich,  nach  Satz  4.  die  Dreiecke  ähnlich. 

Satz  6.  Zwei  ähnliche  Vielecke  sind  congruent,  wenn  ein  Flrj 
entsprechende  Seiten  oder  Diagonalen  in  beiden  gleich  sind. 

Beweis.  Seien  B,  C  drei  beliebige  Ecken  des  einen,  .1*,  B\  C 
die  entsprechenden  des  ähnlichen  Vielecks,  nnd  AB  =  A'Ji\  Dana  ist 

Rechteck  ans  AB  nnd  A'C  —  Bechteck  ans  AC  nnd  A'£^ 

oder  aas  AC  nnd  AB 

folglich 

A'C  —  AC 

Analog  sind  alle  eutsprecbenden  Seiten  nnd  Diagonalen  beider  Viel- 
ecke gleich,  also  diese  congruent 

Satz  7.  In  ahnlichen  Vielecken  sind  die  Winkel  zwischen  eat- 

sprccbcnden  Seiten  und  Diagoüalen  gleicb. 

Beweis.  Alle  Dreiecke,  welche  von  Seiten  nnd  Diagonalen  desl 
einen  Vielecks  gebildet  werden,  sind  den  entsprechenden  im  andeni| 
Vieleck  Ahnlich.  Seien  ABC  nnd  A'B'C  zwei  solche  Ähnliche 
ecke.  In  einem  dritten  Dieieck  A"Bf'a^  sei 

Ä'B"  =  A'B' ;    A"C"  -  ul'C"  i    Wkl.  B  'A"C"  =  BAC 

Dann  Ist  nach  Sats  4. 

Dreieck  A''B"C"  ähnlich  ABC,  also  anch  fthnifch  A'B'C, 
da  es  aber  mit  letzterem  2  gleiche  Seiten  hat,  anch  congment,  folgbchj 

Wkl.  BilC-  BrA"C^^  B'A'C 
Das  Analogo  gilt  von  allen  Winkelparen. 


Alle  Übrigen  Sätze  lassen  sich  nun  auf  gewöhiiliclie  Weise  reis 
geometriscb  herleiten. 
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Summation  einiger  Beihen. 

Voa 

R.  Hoppe. 


Das  Folgende  soll  durch  eine  Saccession  von  Reihensammationen 
teUicsslich  snr  SammatioB  einer  Doppclreibe  hiDfthreii,  die  auch  als 
Entwickeliiiigsironiiel  nicht  ohne  Anwendung  ist 

* 

§.  1. 

Seien  a  und     beliebige  Constanten,  r  und  m  gauzc  Zahlen 
Bad  r  <^m\  dann  verschwindet  offenbar  die  Grösse 

 ^  

ftr  «  =s  1.  Ftthrt  man  die  angedeutete  Rechnung  durch  Entwickelung 
lach  Potenzen  ans,  so  ergieht  sich: 

0  =*2r(—  1  )*  (m)A  (a + Ä  + 1)  (a + A + 2) . . .  (a + A  +  r) 
AsrO 

and  nach  Division  durch  r(a  4- r  4-1): 

A=0  r{a-\-  h-\-l)  I  {a-\-r-\-l) 

g&ltig  fflr  r  —  0,  1,  ...  m— 1.  Daher  ist,  wenn  man  jeUt  6  fttr  r 
schreibt, 
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eine  ganze  Function  mtcn  Grades  Ton  d,  welche  Air  die  «Wate 
bmmQ^  1,  2,  ...  m  —  1  verschwindet,  uud  als  solche 

—  m+l) 

Zar  Bestimmung  der  Constanten  A  setzen  wir 

dann  verschwinden  alle  Terme  ansser  dem  ersten,  und  es  U^: 

j.^^  -  (^l)«^(a+l)(a+2) . .. (a+i)  

woraoB: 

(-1)- 


r(a+m+l) 

Mnltiplicirt  man  noch  mit  TCa^-l)«  so  lautet  unser  erstes 

(a+^  +  l)(a+&  +  2)...ra-f^>+A) 
irW»         («  +  i;(a4,2)...(a  +  Ä) 

^    ^'"(a  +  l)(a+2)...(a  +  ») 


§2. 

Wir  geben  nun  a  und  6  zweierlei  Specialwerte,  n&mlich 

L  «=— I;  a— /— 1 

II.   a=.l;      6—  —  /  — 2 

WO  I  positive  ganie  Zahl  seL  Dann  wird  die  Formel  bzhw.: 

*ir/  ^  2/-2Ä+3     o«[+lHh2  Z+ü 

ifi^*"^*    1       S    ••    2*— 1    ""'^    1      3  -Ä»-X 

*w  ^  2^  +  12/-!     2Z-2Ä-y         7  +  2  Z+3    i  +  w^l 
»S»^"*^*     3       ö    -    2A+1    "^3  2»+l 

oder  nach  Ergänzung  der  natUrlicbeu  Zableureiho  iu  den  Factores: 

*y         m\&l+l)\{l-h)\  m\  (l+m)\ 

k=Q  (m—Ä)i(2z— 2A+i)i'Uä*)i" 

»«  mt(2/4-2)!(/  — A)!   ^  mI(/-f-_Bi4j)L 

a£  2(ii»-*)1  (21  -2ä+1}I  (2Ä+1)I *    (2«+l)! H^' 
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Moltiplicirt  man  bshw.  mit 

/!  2(/4-l)I 


so  kommt: 

*F(2/+1}3»U~A}/-«  -  22«"  + 

and  nach  Sabstitatioii  Ton      A  fllr  A: 

'2;'   (2Z+l)2*+l(/»)i-m  =  2^{l  +  m)l^m 


Zur  Yerem&dinDg  sei  erst 

M  — I— A 

dann  wird  bzbw.: 

*j\2i+lM+i(Ä)*  =  22'-2*(2i-it)» 

^W+2)«+i(Ä)*  -  2«+i-a(2l+l-A)» 


Jetzt  setzen  wir  bzbw. 

I.    22  — n+A 
II.  2Z+1-H+A 

SO  dasa  L  geraden,  II.  ungeraden  n-^-k  entspricht*,  dann  werden. beide 
CMhnngen  ftbereinstinimend: 

(n+A  +  l)2*+i(Ä)»  =  2"-»Wk  (2) 
gftltig  für  alle  positiven  ganzen  Zahlen  »,  k. 


i  3. 

Mnltiplicirt  man  GL  (2)  mit 


m 


n+A-f  1 

uad  BumDiirt  nach  k  zwischen  den  weitesten  Grenzen  m,  n,  so  kommt: 
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■ 

2" 

—  Z 


»SS«  /  9lim^  *~  2 


i^tt—m  1 


1 

—  (—!)"•  2«»(n)«^tr»»+««(l  —  w)"-"*ö«, 

das  ist 

*gr(-2)*aO^       2  (-l)"'2'*n!(n4-»)! 


§.  4. 

HQlÜplidrt  man  Gl.  (3)  mit  (— 2M)'^»t)»  und  sommirt  nach 
von  0  Ut  fi,  80  kommt  nach  Vertauschung  der  Sammatioasfolgc: 

*="  (— 2)"««-*(r  — 2«)*  "2 


Dies  wieder  mnltiplicirt  mit  2-'*gß^'*-^  ond  snmmirt  nach  n  von  0 
bis  CO  giebt: 

oder  nach  Sabetttotion  von  ifc«-«— 1  für  k: 
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uki  nach  Yertaaschaiig  der  Sommationsfolgo: 


I  lad  nach  Sabstitation  Toa  k—n-—!  fUr  n: 

X  -  r  i  Lj-   Z   (kUk^i  £  {h)n  {2u  -  r)-  (iiar)«-»-! 

=~          2?  (fc)a+i(t«)»-«-iJia* 

ist  4»  A=0 

10  ZOT  Abkflrziing 

gesetzt  ist,  oder,  wenn  man  mit  Tilgong  der  geraden  A  durch  den 
Factor 

ie  Werte  von  27*4-1  durch  h  vt  rtrcteu  lasst: 

1 


Das  Product  von  Zähler  und  Nenucr  ist  =  1  +  üx*j  daher  lautet  das 
Resultat: 
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Hoppe;  Svmmation  tinl^r  Heiken, 


i  6. 

Um  von  Gl.  (4}  eine  Anwendung  zu  zeigen,  soU  das  Xntegnl 
lierechiiet  werden.  Man  hat,  wenn  man 

V  —  log.   '^ir— 

letit»  fOr  oonttantes  «  nnd  o: 

Ä 

«Im,  mit  Weiglassang  der  IntagratioBSoAistanten: 

woraus  erlieUt,  dass  das  gesachte  Integral,  hei  Tkonniuig  dM  s^ 
hraisehea  ond  logarithmischen  Teils,  die  Form  hat: 

Kach  Einftthmng  in  die  Torlgo  Oleichnng  ergiebt  sieh  ansscr  eine 
Relation  der  die  wir,  wio  sich  zeigen  wird,  bei  Seite  lassen  kdt 
neu,  die  folgende  Relation  der  qi 

— (2»  — l)»ab-a*,    flb  =  1 
welche  erfflllt  wird  durch 

Dieser  Ausdruck  enthält  von  x  nur  Potenzen  mit  negativen  Ei- 
poncnten.  In  gleichem  Falle  ist  offenbar  die  Entwickelung  von  >' 
nach  Gl.  (6).  Demnach  sind  sämmtliche  Terme  des  Ausdrucks  von 
5»  für  sehr  kleine  x  so  gross,  dass  die  numerische  Rechnung  so  gnl 
wio  unmöglich  wird.  Sei  z.  B.  x  =  0,000 (X)l;  t;=l;  die  obere 
Grenze  der  u  auch  1 ;  dann  ist  ä„  1,  besteht  aber  aus  Termen 
>  10^-»;  man  würde  folglich,  nm  S^^  auf  6  Stellen  ra  findea,  j«dea 
Xerm  anf  126  Stellen  berechnen  müssen. 
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Das  vorliegende  Integral  ist  demnach  ein  Beispiel,  wo,  ungeachtet 
dass  der  genaue  allgemeine  Ausdruck  in  ziemlich  einfacher  Gestalt 
bekannt  ist,  doch  bei  der  numerischen  fierecluiiutg  2ur  Keihou- 
e&twickelang  geschritten  werden  moss. 

Hierzu  dient  die  Gl.  (4),  welche  ^  durch  eine  nach  steigenden 

Potenzen  von  x  fortschreitende  Beihe,  mit  positiven  Exponenten  be- 
jgnflcnd,  darstellt.  Da  nach  (6)  far  c  —  0  einen  endlichen  Wert 
Itt,  wahrend  alle  Terme  von  N  bei  Torschwindendem  x  unendlich 
POM  werden,  so  folgt,  dast  sich  N  vollständig  gegen  die  säromtlichen 

tenne  mit  negativen  Potenzen  in  qn  ~  heben  mnss,  dass  man  also 

m  das  Prodact  qj^  nach  Potenzen  von  m  zn  entwickeln,  «nd  alle 
Jne  Tenne  w^olassen  braucht 
Nan  ist  nach  GL  (4)  (7) 


tet  man  \ — h  ftr  h  und  m-~h  ftur  m,  so  kommt: 


2*(*— t)!«  -=» 
Od  BMh  Ycrtaaschung  der  Sammationsfolge: 

2„w      (-1)"  »=•      -  /  "  \"  „ 

-J"(_i).(.)»(2,_2fc),(*+„_5»)...^ji^f=^ 
^  obigen  Bemerknng  znfolge  mnss  dann 

•«üi,  Während 
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Bopptt  SurnmßUon  eimfer  RtOkiu 


(2eS)« 


als  io  «  stetiger  Teil  ttbrig  bleibt 

Zar  Summation  des  Ausdrucks  der  M  lässt  sich  ciDe  bekann« 
Formel  anwenden,  die  man  leicht  folgenderwciso  gewinnen 
FQr  «     ü  ist 

SfT  /I  «M\M  k=m 


Die  Linke  ist  =0  für  r  <^  m.    Setzt  man  für  r  nach  einander 
1,  2,  ...  m— 1,  multiplicirt  jede  Gieichang  mit  einer  bcUebigea 
Btanten  und  addirt,  so  ergiebt  sieb: 

*F(-l)»(m)»9(*)-0 


WO  9  eine  beliebige  ganze  Function  Ton  niederem  als  »fem  G 
beseichnet 

ZnnAchsi  schreiben  wir  die  g^gdbene  Gleichung  wie  folgt: 

=*3*(-l)»(m)»(A+fi-.»+«i)«ji 

ftaO 

_  (n— aH-l)(«— 2^+2)  ...(n— 2JI-+Ä)  (n—k-\-l)(n—k+2)  .„(n- 
'  "  (2«— 2Ä4-1)  (2«— 2&+2) ...  (2n— 2A+2/i4-l) 

Als  Function  von  ist  der  Zähler  dos  letzten  Ausdrucks  vom  G 
2A,  der  Nenner  vom  Grade  2A4~l^t  daher  crb&lt  man  nach  Zerie 
in  Partialbrüche: 


Dies  in  Ol.  (9)  eingeführt  giebt: 


Entwickelt  man  den  letzten  Z&hier  nach  Potenzen  des  kennen, 
kommt: 
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wo  <p{kj  eine  ganze  Function  (m — l)ten  Grades  ist,  so  dass  der  zweite 
Teil  Dach  Einführung  in  (10)  zufolge  der  Gl.  (8)  verschwindet.  Jetzt 
geht  Gl.  (10)  über  in 

(    1        (ii+l>-l)(»»+f*-2)...(n+f*- A-m)(2-/i)(4~M)-42A-M) 

iäföä  -*F(_i)»(«)»/.*-«+'-'ar 


2(ii+^)(»-l  +  ^)...(»~m+^) 

(2ii+|ft)(aii+,»— 2)..(2»+|»-2ä) 

ti  ist 

-  =  ^  '  (,»-l)l(2A+l-rtl  ^ 

(w+ft  —  l  Xn+ft  — 2)...(»4-fx— A  —  m) 
(2»  +1»)  (2» + <*  —  2) ...  (2n  -f  I*  —  2f») 

1  die  Termc  für  gerade  fi  verschwinden,  so  kann  man  2fi-|-l  für 
Ktzen  and  erhält  nach  einigen  JEtednctionen: 


(n4-2fi)(n4-2^— l)...(n4-2ft  — A  — m+l) 
{2n + 2^i + 1)  (2» + 2^4  —  1) ...  (2» + 2|4  —  2i»  + 1) 

^ouutGh  laatet  die  £ntwicliehing  von        nach  Potenies  Ton  « 
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(n4-2/n)(n+2fi-l)...(n  +  2iii-/t-m  +  l)  . 
(2ii+2/i  +  l)(2»+2/4-l)...(2n+2^— :im4-l}       ^  i 

Bis  am  d.  Potenz  von  c  erhfilt  man: 

1  f^l^         "g"  M"»        n  (w  —  1)  ...  (n  —  m  + 1) 

ä7    R  "'^"«toW  (2i»+l)(2ii-l)..(2»-2i»+l) 

I  i     II  J^r'^V^'\'"(  n(»  — l)...(n  — m) 

+  iti"+  «-^^  W    \(2«+l)(2i»— 1)...(2»— 2m+l) 

(u  +  2)  (T»+l)...(n-m  +  2)  _  \  j 

(2i»+3)(2tt+l)...(2«--:i»»4-a)j  ■^•^  ^ 
Die  Klammer  unter  einem  Nenner  Teroinigt  giebt: 

n(n-l)...  {n^  m+2)(m  +  l)|(2n+3)m--2(n4-l)'l 

woraus  ersichtlich,  Uass  sich  für  höhcrp  Potenzeu  vou  x  der  Coeffidat 
▼on  ^^^"*niclit  als  Monom  darsteilen  Usat 
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■ 

I  DL 

ftv  une  classe  particulidre  de  courbes  gauches 
j        unicursales  du  quatrieme  ordre*). 


I 


P.  Appeii. 


Soit  QUO  coorbe  gaoche  oniciinale  du  qnatriime  ordre  dont  lea 
»ordoimte  s^ezprimenl  od  fonctioa  d'mi  panun^tre  i  de  ]&  fkoon 
fBfiate: 

Ak*  +  BX^+ Ck^  +  DX  +  E 

j^U  point  de  la  courbe  correspond  uno  seule  valeur  du  param^tre 
»  «t  rtoproqucment.  Consid^rons  trois  points  de  la  courbe  corro- 
»Pondant  aux  valenrs  A.,,  A^,  Ag  des  parametre;  Ic  plan  de  ces  trois 
pomts  coupc  la  courbe  en  un  quatrieme  point  parfaitement  d^ter- 
™,  et  11  y  a  reeiprocite  entre  les  quatre  points.  Les  quatro  valeurs 
^>  h  du  |»arametre  sout  donc  li^  par  une  relatiou  d&  la 
lonae  soivante: 

V«ir  „eosptes  readas  IS  d^etaibro  ia76,** 
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Äpp9lU  Sur  WM  duM  partkMr*  de  eonrftcf 


Yoid  comment  on  peiit  exprimer  les  coeffidents  a,  ft,  i,/  ^ 
entrent  dans  cette  relation  (2)  en  fonction  des  ooefific&nti  dei  h^- 
tions  (1).  Coupons  la  coorbe  par  le  plan 

Iff-f-injf-l-iM-f-i»  =  0 

Les  valeurs  du  parainetre  correspondant  aux  quatrc  points  d'inter- 
section  de  co  plau  et  de  la  courbe  sout  les  racincs  de  reqoatioa 

kHlA  +  mA'+  n^''+  pa)  +  k\lB  +  mIJ'+nB"+pß) 
+  A«(/C+mC'+  nC'"+  py)  -\-  k{lD+  mD'+  njy'+pd) 
+  ilE+  mE'+nEr+pi)  —  0 

Appelons  Si  la  sommo  des  racines,       la  somme  de  leurs  pmiuis 
deax  ä  deox,  Sg  la  Bomme  de  leurs  prodnits  trois  i  trois, 
prodnit,  et  posons 

uoas  avons  les  relations  suivaates 

IB+mB'+nB^'+pß  — — (/Sj 
lC+mC'-\-uC"+pY  —  qSt 

d'oü  Ton  dMuit  par  rtiimination  des  iod^terminöes  2,  «« ^  {  ^ 
relation 

A  A'  A"  u  1 
B  B'  BT  ß  -^S, 
C         C  f  Si 
D  D'   jy  ö  — 

qui  est  bien  de  la  forme  (2).  On  Toit,  d'apris  cela,  quellos  soat 

valcnrs  des  cocfficicDts  qai  entrent  dans  la  relation  (2).  Cest 
relation  qui  va  nous  servir  a  demontrcr  les  propri^tes  que  neos  avoü 
en  vue. 

n  existo,  comme  U  est  eonnn,  nne  infinite  de  droites  s'^psjtit 
en  trois  points  snr  la  coorbe;  cela  rtenlte  de  ce  qnü  y  a  ose  Ib- 
finitt  de  systdmes  de  Talenrs  de  1,,  A^,  A3  tels  qne  le  point  i« 
est  dans  le  m^me  plan  quo  les  points  Xj,  jl^,  A3  ttni  UMBOti^ 
Ces  Talenrs  de  A,,  A3,  A3  sont  celles  qni  satisfont  aoz  denx  ^sstfow 

«l3A,A,+6(AiA,+A,l,+ Vi)+^ii+^+if)+*«  -  0 
W  ftA,A,A,+c(A,A3+A,A,+A3Ai)+rf(Aj+A3+A,)+/-0 
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üne  de  ccs  valeurs,  ^3  par  oxcmplc,  etant  choisi  arbitraircmcnt,  Ics 
deax  autres  sont  (leteriaiuees  par  les  ei^uatioDs  (3)  ou  par  requatiou 
da  secoDd  degre  cü  l 

(4)     lHph*+qX^+r)+X(qX^+8k,+t)+rk,^+tk,+u  «  0 

^ftttioii  daas  laqnelle 

p  ^  b'  —  ac,       q  =  bc  —  ar/,       r  ~  c'^  —  bd 

^Ainsi,  par  chaqae  point  A3  de  la  conrbe,  il  passe  nne  droite  s'appuy- 
lat  eil  denx  aatres  points  et  sur  la  courbc.  Si  la  courbo 
possede  nn  point  double  dans  rospaco,  cos  doux  valeurs  et  X., 
pininiL'tre  qui  donneut  les  doux  points  de  la  courbc  en  ligne  droite 
:ivtc  uu  poiüt  quelconquc  A3  devrout  ctre  les  memes  quel  quo  soit  A.,, 
paisque  ces  valeurs  sout  evidemmcnt  les  doux  valeurs  du  i)arametre 
tirrespondant  au  point  double.  Pour  (^ue  la  courbe  ait  un  point 
^vQble  il  faut  donc  que  les  deux  racinos  do  requatiou  (4)  ftoient  in- 
^peada&tes  de  A^,  c'est  k  dire  quo  Ton  ait 

£  B   f 

r      t  u 

Ces  conditions  uecessaires  sont  süffisantes  pour  que  la  courbo  ait  un 

point  double.  Dans  ce  cas  Thyperbololde  qae  forment  cn  gdn^ral  les 

tlroitM  8*appuyaiit  en  trois  points  snr  la  conrbe  sc  rödnit  k  an  cöne 

I^B  lecond  ordre  ayant  son  sommet  an  point  double. 
I 

•  II  y  a  sur  la  courbe  quatre  points  oü  le  plan  osculateur  est 
statiüunaire  c*est  a  dire  coupo  la  courbe  en  quatre  points  confoudus. 
I^os  valeurs  du  param^tre  corrcspoudant  k  ces  quatre  point  sont 
dottuecs  par  l*eqnation 

obtenue  en  faisant  dans  la  relation  (2) 

^  laissons  de  cot^  ces  consid^rations  genörales  ponr  arriver  k 
Tobjet  de  oe  memoire  qui  est  T^tude  des  conrbes  gauches  unicnrsales 

du  quatri^mc  ordre  dont  les  tangontes  font  partio  d'un  complexe  de 
«iroitcs  du  i)reinior  ordre.  Et  d'abord  cbercbons  quelles  SOnt  les  con- 
^tions  uecessaires  et  süffisantes  pour  que  les  taugentes  de  la  courbe 
rppresentee  par  les  equatious  g^n^rales  (1)  fasseut  partie  d'un  com» 
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Appell:  Sur  me  diewM  partkmiän  di  eomfhea 


plexe  linteire.  J*«!  monti^  dans  on  artide  prMdent  (Tone  IX 

page  274.)  quo  pour  toutcs  les  coarbes  dont  les  taogentes  foot  putie 
d'uu  cüinplexo  lia^airo  le  determioaut 

dx  dst 
cAß  i<*y  A 

iAb  ^ 

68t  QU  carrd  parfait;  d'oü  il  r^sulte  qae  ponr  nne  pareUle  covrbe^ 
r^qnatioii  qui  donoe  les  points  oü  le  plan  oscnlateor  est  statioBBiin 
n'a  qne  des  ladnes  doables.  Ainai,  dana  le  caa  actael,  ü  fnl  q* 
r^uatioii  (5)  n'ait  qne  de«  raolnea  donUea,  ce  qui  eiige  qua  Foa  il 

Ces  conditions  necessaires  sont  suffisautcs  comme  il  resultera 
l'etude  des  proprietes  des  courbes  pour  lesquelles  elles  sont  satisfaiter. 
Si  les  relations  (G)  ont  lieu,  les  quatre  points  de  la  courbe  oü 
plan  oscalatear  est  stationnaire  sont  coufoDdus  dcuxiidcux-,  les  dem 
points  I  et  1',  avec  lesquels  ces  quatre  points  viennent  se  confondre 
dcux  k  deux,  sont  des  points  simples  en  chacun  desquels  la  tangente 
a  troia  pointa  confoudas  communa  avec  la  courbo.  Soient  k'  et  1" 
les  denx  valeurs  du  param^tre  correspondant  ä  ces  dcux  points  I  et 
r,  c'eat  k  dire  lea  dooz  racinea  donbles  de  reqaation  (5);  ai  roan^ 
atitne  aa  param^tre  l  le  paramötre    liö  ä  i  par  la  ralatioa 

lea  expreaaiona  (1)  dovriendront  des  expresstons  rataonnellea 
qnatridme  degr6  en  ^ ,  et  les  deux  raciues  doubles  de  lY'quatioa  4a 
quatri^rao  degre  en  fi  correspondant  a  requatiou  (5)  seront  ^ 
fi  =  CO.   Do  Sorte  (j[ue  par  Teffct  do  cctte  Substitution  requatiua  [^) 
ae  r^doit  ^ 


c^eat  k  dire  qne  lea  noavellea  Taleora  dea  coeffidenta  9^  d^f 
nnllea»  et  qae  la  relation  fondanentale  (2)  entre  lea  valem  da 
rnötre  coneapondaiit  k  quatre  pointB  dana  on  mime  plan  ae  iMat  I 

d'oü  U  r^aolte  qne  le  terme  en     manqae  dana  lea  ezpreaaioaa  dv 
IT»  a  en  fonction  de  fi;  cea  expreaaiona  aeront  donc  de  la  fiona 
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,9,  .<.V«+fl.V+i>.>+^' 


7  w 


iTeOe  68t  done  la  fonne  sons  laqaelle  on  pent  mettro  les  ^quations 
I  de  toste  coorbe  nnicorsale  da  qnatriöme  ordre  pour  laqucUe  la  rcla- 
|tioD8  (6)  sont  satisfaites. 


Je  Taii 


Je  Tais  malntenanl  eatreprendre  nne  6tiide  directo  de  la  coorbe 
|mrtot6e  par  lee  ^oatioiu  (9).  £n  chaseaat  les  dtoomtnatenrs 
ins  les  ^qnatioiiB  (9)  nons  obtenone  trois  ^natioiis  qae  aova  pou- 
m  eonsid^rer  oomme  des  ^qaations  da  pfemier  degr£  aox  inconnaes 
fi',  |i.  En  r^?aat  oes  ^qoatioiis  par  rapport  k  ces  ificommes 
Ins  iorons 

I  fl*  ~"  J4  1 

^  z;  7  6tant  trois  fontions  lindaires  de«  coordonnte  y,  z. 
KoBs  savoDS  d^jä  que  les  vaieom  do  param^e  fi  correspondant  k 
qmtie  points  sitate  daos  an  mdoie  plan  v^rifient  la  relation  (8). 
fiipiKMons  malntenant  qae  Toa  Teaille  d'an  point  ^  de  la  coorbe 
Tneoer  des  plaas  oscolateors  k  la  coorbe,  soit  f»'  le  paramdtre  d'on 
points  do  contact;  poor  avoir  la  rdation  qoi  lie  f*  et  fl  fant 
^  daas  la  relatioii  (8)  ii^  —  f», 

f«f  -  f»s  —  f»4  —  I*' 

m  qoi  donne 

!  i*V+»*')-0 

IbMo  ^oaHon  en  |i'  possMe  deax  radnes  ind^pendantes  de  fi,  ä 
jsfoir 

ruclaes  qui  corrcspondent  aox  plans  men^s  par  Ic  point  fi  et  les  tan- 
S^tes  k  la  coorbe  aox  points  I  et  T :  il  ^tait  Evident  a  priori  qae 
loa  troaverait  cos  deoz  plaos  attcndo  qoe  la  tangente  en  Ton  des 
points  I  oo  r  a  trois  points  confondns  commons  avcc  la  coorbe. 
^  deoz  acdotioas,  qoi  ae  coireapondent  pas  i  de  TdritaUes  plans 
^'icQlateors,  ^taot  ^earttes,  ü  n'en  reste  plos  qo'one  donnte  par  la 
tdstfen 

Aiaii  d'on  point  fi  on  no  peot  mener  qo'on  plan  oscolateor  k  la 
^Wöte  et  le  paramdtre  |i'  do  point  de  contact  de  ce  plan  est  li^  k 
#  pv  la  relation  (9).  Conune  cetto  relation  est  sym^triqoe  en  |i  et 
l^'t  00  Toit  qae,  r^ciproquement,  le  plan  oscolateor  qo'on  peot 
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du  point  fi'  i\  la  courbe  a  son  point  de  contart  au  point  fi.  La  re- 
lation  fi-{-^'  =  o  cxphme  quo  les  qaatre  poiuts  |i,  i*',  I,  V  toai 
doQA  an  meme  plan. 

Sapposons  maintcnant  quo  Ton  alt  sur  la  coorbe  quatre  points 
f^if  Mi)  f^si  f*4  v^rifiant  la  relation  (8),  et  cberchous  l'^t^u^üoa  da 
plan  des  qoatre  points.  Soit 

IX+  m  y+nZ+pT  ss  0 
cettc  equatiou  ^  les  valeon  fCj,  |if,  fc«»  racines  de  l'equtioi 

on  a  done 

et  r^qnatiou  du  plan  des  quatre  points  est 

(10)  X^8iY^S^Z-{-S^T==0 

Cetle  6qiiation  (10)  nons  donne,  comme  cas  parttciiUer,  T^nation  do 
plan  oscnlatenr  an  point  de  pnntmfttre  i»'.  Soit  |i  le  point  oi  k 
idtn  oscnlatenr  en  fi'  eonpe  In  oonrbe,  on  n 

Les  pmm^troB  corrapondant  anz  qnatre  points  d'interaection  di 
plan  oscalatenr  avec  la  oonrbe  sont  donc 

^  —I»'»      l«i  —  l«8     l»4  —  I*' 

et  l'equation  de  ce  plau  est,  d'apres  (10) 

(11)  *  jr— 2|»'F+2/«z— |i'*r=o 

Soient  X\  y\  Z\  T'  les  eoordonn^  d*an  point  de  Tespace,  les 
▼alenn  dn  param^tre  correspondant  anz  points  de  contact  des  plans 
oaenlatenrs  men^  de  ce  point  k  la  eonrbe  sont  les  radsea  de  r^oa* 
tion  dn  qnatri^e  defpr«  ^ 

(12)  X'— 2(ft'r'+2/i'3z'  — ^i'^r  =  0 

Donc,  d'nn  point  de  l'espaee  on  pent  mener  qnatre  plana  oscnlatesTs 
4  la  eonrbe;  comme  le  terme  en  i»'*  manqne  dans  f^natkni  < 
les  qnatre  points  de  contact  do  ces  qnatre  plans  sont  dana  «n  mlne  < 
plan.  Cherchons  l'^nation  de  ce  plan.  Soient  S^'  la  sonie  j 

des  racines  de  l'^nation  (12),  la  somme  de  lenrs  produits  trois  i 
trois,  lenr  prodnit}  r^qoation  cherch^e  sera  d'apres  (10) 

c'est  i  dire 
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(13)  —  TÄ' + 2  (ZY'  —  rZ')  =  0 

Oa  voit  d'aprps  r^aation  (13)  que  le  plan  P  des  qnatre  points  de 
coDtact  des  plana  OBCQlatenrs  mcnds  d*aa  point  JV/  ä  la  coarbe  passe 
jar  ce  point  Jlf;  en  effet  l'^oation  (13)  est  v^rifi^e  par 


Od  ?oit  de  plus  qne  le  plan  (13)  n'est  antra  qne  le  plan  polaira  da 

poiat  {X\  Y\  Z\  T')  dans  an  certain  complexe  lin^ire.  L'^qna- 
tion  (13)  dans  laquelle  ou  remplacerait  X,  F,  Z,  T  et  -X",  Y\  Z\  T* 
par  Icurs  expressions  lin^aires  en  fonction  des  coordonnees  carte- 
sienncs  x,  ä,  x',  y\  z'  donncrait  requation  de  ce  complexe  sous 
la  iorme  sous  laquelle  PlUcker  a  donn6  r^qoation  generale  des  com- 
plexes  lin^aires. 

fl  est  aisri  d6montr6  que,  si  les  conditlons  (6)  sont  mnplics, 
Im  tangentes  ä  la  conrbe  da  quatrieme  ordre  font  partic  d'on  com- 
|lexe  Unfaire,  et  Ton  a  le  moycn  de  trouver  requation  de  ce  complexe. 

Yoyons  maintenant  ee  qae  sont  par  rapport  &  la  coarbe  les  plana 
ivsat  par  ^qoatlons 

jc  — 0,  r=o,  ^—0,  r=o 
• 

Le  plan  JT  s  0  oonpe  la  coarbe  en  qaatra  points  eonfondas  avec  le 

point  I  (f»  »  0) ;  le  plaa  3*  «-*  0  coupc  la  coarbe  en  qnatre  points 

ttnfondüs  avec  le  point  I'  (;t  =  oo).  Le  plan  F=  0  coupe  la  courbe 

en  trois  points  coiifoudus  avec  I  et  au  point  1';  il  e^t  detenninö  par 
la  tangeute  en  I  et  le  point  1' ;  de  meme  le  plan  Z  =  0  est  d^ter- 
mioc  ])ar  la  tangente  en  1'  et  le  point  I.  Les  ^quatious  de  la  tan- 
gente  en  1  sont 

jf  =  0,  y=o 

«Ues  de  la  taogente  en  V 

^    0,  r  —  0 

On  voit,  que,  comme  uous  Tavons  dit,  la  tangente  en  I  a  trois  points 
lunfondns  communs  avec  la  coarbe,  en  remarqaant  qu'an  plaa  qucl- 
conqoe 

X+kY'^O 

passaat  par  celte  tangente  oonpe  la  coarbe  en  trois  points  eonfondas 
tvec  le  point  I;  on  yeirait  de  mdme  qne  la  taagente  en  T  a  trois 
pomts  eonfondas  conunans  avec  la  coarbe. 
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f 

Poar  terminer  je  me  borne  &  ^noncer  la  propri6t^  snhaile  qm 

se  d^duit  facilemcnt  des  theoremes  preccdents:  . 

Si  Ton  prend  U  penpective  snr  nn  plan  de  la  oonrbe  da  q«h 
tritee  ordre,  le  point  de  we  tont  an  point  de  la  dnnte  IT,« 
obtient  vne  conrbe  plane  mdciunsale  da  qaatriöme  ordre  dfoft  laqaeDe 
los  Sil  pomts  d'inflexion  oolnddent  deax  k  deax  avec  lea  trois  poiili 
doables;  d'on  point  de  cette  oonrbe  plane  on  peat  mener  qoatrete- 
gcDtes  h  la  courbe;  les  quatre  points  de  contact  de  ces  tangentes 
sollt  eu  ligno  droite;  lorsque  le  point  d'oü  Ton  m^ne  les  tangcntes 
d6crit  la  courbe ,  la  droite  des  points  de  contact  envcloppe  une  co- 
nlqne  conjuguee  par  rapport  au  triangle  des  points  doables  et  is*  < 
scrite  dans  Thexagone  des  taDgentes  d'ioflexion.  I 

La  lemniscate  est  an  cas  particalier  de  ces  conrbes  planos  In 

quatri^me  ordre.  ■ 


I 


I 
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Sur  les  firacdons  contiuues  päriodiques. 

Par 

P.  Appell. 


Etaat  donnto  la  fraction  contioiie  pModiqae 

Ji  ne  propose  de  cherchcr  Texpressioii  de  la  Taleur  de  la  n**"*  rt- 
iaHe  en  fonction  de  n  et  des  qnantit^  u^,  u^,  ...  np,  Soieat  F»  et 
Q»  le  nomteteor  et  le  d^nominateur  de  cette  rMuitc,  od  a 

nee 

(2)  Un+p  =  Un 

Ui  den  ^«ations  (1)  montieDt  qua  P»  et  sont  des  integrales 
Itttioitoa  de  r^qnation  aox  diiE6rences  ilides 

laquelle  w«  satisfait  ä  la  relatiou  (2) ;  de  sorte  quc  la  resolution 
Probleme  propose  revient  ä,  rintegration  de  cette  ^qaation. 

Avant  d'aborder  le  cas  le  plns  g^n^ral,  consid^ns  quelques  cas 
PMTtkafien.  Le  cas  de  2»  —  1  n'oAre  aucune  difficult^;  up  est  alors 
m  constante  «1,  et  lintigrale  g^n^rale  de  röqoation 
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s'obtieut  d'apr^s  ane  thiüoric  couuue  eu  posaut 

a  et  6  ^tant  les  racines  de  requation  da  second  degr^ 

««— «1«— 1  =0 

et     B  des  constantes  arbitraires.  Ponr  avoir  iV  ü  fiiiit  dtoniiMr 
lee  constantes  arbitraires  de  fa^on  qae  Jl^) » 1,     >-  «]  et  pour  svoir 
Qn  il  üaut  d^terminer  ces  constantes  de  fa^on  qne     —  0,  ^  -  L 
On  satt  en  effet  qae  dans  la  saite  des  r^uites  an  a     » t^i  Qi 
et  qne  Ton  pcut  poser  Po  **  1»  Ob  *-*  0.  Ayant  ainsi  les  expresooH 

de  Pm  et  Q»  on  anra  Texpression  de  la  valenr  de  la  i»^^  ridaite^ 

Seit  maiDtenant  p     2.  Alors 

et  par  oons^qnent 

ttft»  —  «4»    «s«n+i  —  ««1 

On  a  donc  d'apres  r^quation  (3) 

Si  cntre  cos  trois  ufjuations  nous  tliminous  les  a  iudices  impairs 
^2m-i  et  A'2m-3  OGUS  obteiioüs  la  relation 

(4)  Äi  — (2+fl,f<8)Ä»~2+Äi-4  =  0 

qui  lic  trois  X  a  indices  pairs  cons^utifs.  La  mdme  rdation  s  ßa 
cntre  trois  X  i\  indices  impairs  consC'Cutifs;  cn  effet  les  ^aatio« 
qu'il  faudrait  oonsid^rer  pour  obtenir  cette  relation  se  didoiseDt 
^qvations  qnl  ont  servi  ä  former  la  relation  (4)  par  le 
de  2m  en  2m-f-l  ot  la  permntation  de  «i  et  14;  fl  anffira  dose 
avoir  le  relation  entre  2^4-1 1  '^»n-i,  ^3^M-a,  de  £iire  tos 
changements  dans  la  relation  (4),  ce  qni  donne  la  mSme 
poisqne  le  coeffident  (2-]-«^^^)  ne  change  pas  qnand  on  peruliH 
et  «9;  on  a  donc 

Les  relations  (4)  et  (4')  montrent  qne  Ton  a,  n  ötant  nn  eatierti^ 

conque, 

d*oü  Ton  coDclut  qae  l'expression  g6n^rale  de  est,  d'apiti  b 
thtorie  des  soites  r^canrentes  donn^e  par  Lagrange, 
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0  et  6  etant  Ics  racincs  carr^s  aritbm^tiqaes  des  deux  raciues  do 
requatioü  da  second  degr^ 

(6)  (2+M,ii,)a'+l -0 

et  il,,  Jf,  J9t  itent  des  conatuites  arbitraira.  De  eette  expres- 
äon  de  JTi»  on  dödnira  oeUes  de  et  Q»  par  la  ditermination  dea 
cniatantes  arbltraires.  Pour  obtenir  par  exemple  il  &iidn  d^ter- 
ihier  les  qnatre  constantes  par  lea  dqaations 

-X»      Qs  =  «2 
-Xi  ==  Qa  =  l+«iu, 


r 


«it  a  dire 


(7) 


M  Pen  tire 


(8) 


S  dun  l'expreosion  (ö)  on  remplace  ^„  cm  valenn 

M  dfitennuito  on  anra  Q«. 

Poor  aToir  P«  U  fand»  dans  oette  jokim  expresslon  donner  anz 
constanteR  d'antres  Talenrs  A^^  Ai^  B^'  d^tenainta  par  les 
eqnatioBs  «ine  l'on  dMnit  des  ^qoations  (8)  en  changeant  Q  en  P, 
isatoir 

(9) 
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Mais  il  est  essentiel  de  remarqucr  qae,  lorsqn'on  vm  d^tenn^ 

.1,,  yL,  et  Z/j  par  Ics  tquations  (8),  il  scra  inutile  de  rcsoudre 
les  ctxuatious  (9)  par  rapport  aux  A'  et  aux  Ii'.   L*on  a  cn  effet 

Pour  demontrer  la  relatiou  (10),  par  ezemplc,  il  suftit  de  faire  voir  (^oc 

c*e8t  ä  dire  d'apr^s  (8)  et  (9) 

h^Po  —  Pj     by\  -  P3  _  A  ^* 

Or  le  Premier  et  le  demicr  de  ees  rapports  sont  öganx  paree  qüj 

A  =  1»  ^0  =  et  en  egalant  le  sccond  rapport  au  demier.  01' 
obtient  une  ^quatiou  ^ui,  cu  vcrta  des  reiations 

PtQ»-QiPf  1 

Q,  =  l,    Q,==l  +  ttii*„ 

se  rMoit  k 

6*— (2+iiiii,)Ä«+l-0 

ce  qui  est  une  identit6  d*apr^s  la  detiiiitioa  de  b  comme  la  rsdce 
carr^  d*auo  des  racines  de  r^quaüon  (6). 

Ph 

L'expression  generale  de       est  donc: 

Hm 

Pn         [vl,+^,(-l)H]oH(r,  ~  Z,^)  +         4- iy,(-l (P,^Q^) 

^1,  j4s,       ^2  etant  les  vaiears  des  constantes  d^terminees  par 
^nations  (8). 

Aprte  «Toir  «mm  tndt6  ob  detail  lecasdejisS^iiiBe  ssfii» 
dlndiqner  les  r^tats  pour  le  cas  g^niral»  let  rtiscmieiiieiits  M 
exademeDt  les  m^mes  qne'dans  ce  caa  paiticvUer. 


Dans  le  cas  g^6ral  on  a  eotre  les  trois  qaantitte  Xm-^pt  ^ 
la  relation 
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dans  laquellc  Ic  cocfficient  de  A"«,  Pp  +  Qp-i,  est  une  fonction  de 
u^...ttp  qui  ne  cliangc  pas  quand  on  pcniiutc  circulairemcut  ccs 
qaantites.    Par  consequeut  a  Ton  designc  par  a  et  6  les  racines 
ji^"**  des  ladncB  de  T^qnation  du  second  dogr6 

13)  X«  -  (i>  +  Qp^i)  X  +  (-  Di»  =  0 

et  par 

liiicines  de  l'^aation  binAme  n'*«- 1,  rexpresdon  fgkwknXo  de  Xn 
m 

(i'o^  ron  d^dnira  les  expressioiu  de  et  Q«  par  la  dötennination 
im  eonstaates  arbitiaires  A,,      ...  ...  Bp. 

Pour  avoir  Qu,  il  iaudra  d^terminer  ccs  coDStaotes  par  les 
eqoatioiis 

=  Qo 

•  •    •  ■ 

pipeBfent  se  ramener  aax  suivantes  aualogues  aux  eqoatioBS  (8) 

M  k  desigue  an  oombro  euticr  qui  prcud  saccessivement  les  valcurs 
U  2,  ...  ip  —  lh 

Ponr  avoir  Pn,  11  fatit  attriboer  anx  constantes  des  Talears  A^', 
Vi  •••  etc.,  ...  etc.  satisfaisant  aux  equations 

J5>  —  Po 

JTj-P, 

•  •  •  • 

lUis  on  o,  comine  dans  le  cas  de  p  —  2, 

5l  Pp— o» 
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et  par  oons^uent  Fexpressioii  g6ii6nle  de  ^  est 

Ali     Ap^  Bp  ^tant  lee  valenn  des  oonstantes  d^tminto 

par  les  ^natlons  414). 

Snpposons  qae  a  d^signe  la  plus  graade  des  dcux  qnaiitilii« 

P 

et  b\  lorsque  »  croit  ind^finiment  le  rapport  ^  tend  vers  la  limit^ 

Fp  —  bP  i 

Qp 

oa 

«  ^taut  la  plus  petite  racine  de  l'^nation  (13).  Si  Toif  pose  x  s=s 
on  Terra  ait^ment  qne  s  est  la  racine  positive  de  r^aatioa 

z^Q,+{Qp^i  —  P,)z  =  0 

ee  qni  s'aoeorde  avec  le  rtenltat  eomm. 


i 
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lieber  den  Weg, 
den  ein  Fankt  aus  einem  Medium  in  das 
angrenzende  in  der  kürzesten  Zeit  durchläuft. 

Von 

Herrn  Carl  Bartl, 
AwUteat  aa  der  k.  k.  technwcben  Uochschule  ia  Gras. 


Das  zu  behandelnde  Problem  besteht  im  Folgendem:'  Ein  belie- 
l>iger  Punkt  des  Mediums  3/  bewege  sieh  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
iigkeit  p  bis  zur  GrenzHüchc  des  anliegenden  Mediums  A/",  und  von 
<ia  mit  einer  andern  constanteu  Geschwindigkeit  r'  zu  einem  be- 
stimmten Punkt  dieses  Mediums.  Welcher  Art  ist  der  so  beschriebene 
^Veg,  wenn  der  Punkt  in  der  möglichst  kürzesten  Zeit  von  seiner 
^tion  in  die  letzte  gelangen  soll. 

i  Nach  dieser  Auseinandersetzung  gehört  das  Problem  zn  denen 
wMaxima  und  Minima  einer  Function  von  mehreren  Veränderlichen, 
fc  bietet  in  seinem  Resultate  einen  so  interessanten  Vergleich  mit 
«incm  bekannten  physikalischen  Gesetze  und  ebenso  schöne  Schluss- 
folt^erungen  bei  Specialisirung  der  Anfangsbedingungen,  dass  es  sich 
unmerhin  der  Mühe  einer  allgemeinen  Behandlung  lohnen  dttrfte. 

Lösung. 

Die  anstotseiidea  Medien  M  nnd  sollen  sich  in  der  aUgemei- 
^  Flache  F  begrenzen.  Bezogen  anf  ein  rechtwinkeliges  Coordina. 
^«■•nleni  habe  diese  FlAehe  die  Oldchiing: 
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Im  Medium  M  wählen  wir  den  beliebigen  Pankt  T*  mit  den  Coord 
Daten  (m,  n,  py^  desgleichen  sei  in  3/,  der  Punkt  p) 
geben.   In  einem  und  demselben  Medium  kann  bei  constuter 
Bchwindigkeit  der  Weg  nur  ein  geradliniger  aein,  wenn  er  in  mf. 
Minimum  von  Zeit  zoiHnkgelegt  wird.  Von  P  nach  i*'  aber  ms 
derselbe  eine  gebrochene  Linie  werden,  etwa  der  Weg  FBP' 
Pankt  B  der  Orenzflftche  F  der  Medien  angehört  und  der 
punkt  genannt  werden  soll.  Die  Lage  des  Breehangspnnktet  wd 
Grenssflftehe,  d.  h.  dessen  Coordinatcn  (a-,  y,  «)  sind  nach  der 
dingnng  zn  bestimmen,  dass  PBP'  jene  gebrochene  Linie  sei,  is 
ein  PnnlLt  von  P  nach  P*  in  der  kflrzesten  2Seit  gelangt. 

Ueisse  T  die  Zeit  znm  durchlaufen  eines  gebrochenen 
PBP\  80  ist  dieselbe  eine  Function  der  Coordinaten  (x,  jr,  t) 
unbestimmten  Punktes  B  der  GrensflAche.  Diese  Function  T  iä 
ibr  Minimum  zu  untersuchen  und  darnach  («,  y,  •)  za 

T  setzt  sich  zusammen  aus  der  Zeit  t  zum  Durchlaufen  .der 

PB:ss9  mit  der  Geschwindigkeit  v  und  jener  i*  flOr  BP^^9  mit 
Geschwindigkeit  v';  es  ist  also: 

FOr  unsere  gleicbf&rmigen  Be^segungen  wird: 

«SSO.«,  #'=sr'.*' 


mithin: 


r—  -  +  -7- 


Aus  der  Figur  lassen  sich  die  Strecken  *  und       leicht  durch 
Coordinatcn  der  Endpunkte  1\  B  und  F'  ausdrücken.    Es  ergeht 
demnach  2' als  Function  der  Veränderlichen  (^^9«)  in  folgender  Fi 

(1) 

V  V 

Da  B  auch  der  FlAche  F  angehören  muss,  so  haben  seine 
naten  die  Gleichung  F(x,  y,*)  ^0  zu  eriÜlen  und  erscheint  slio  > 
als  abhängig  von  9  und  y  und  demnach  auch  T  nur  von  dieses  leb- 

tem  unabhängig  Veränderlichen  bedingt 

Die  Untersuchung  auf  das  Minimum  erheischt  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  T  nach  x  und  y,  die  dann  Null  zu  setzen  siiil  Dal>öi 
ist  nach  froher  auch  m  als  Abhängige  von  »  und  y  zn  berflcfcsiditigar 
Es  suid  demnach  die  Hauptbedmgungsgleichungen  fibr  die  GoordbuM: 
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du  dz 

^•^^  5^=T-  ;  ?  ^• 

FIr  die  ans  diesen  Gleichaogeu  resultirendcu  Werte  von  x  und  y 
Idae  noch  die  Bedingung 

B^T  B^T 


Bx^'By*  \Bx.Bt,) 


i  erl&llen  nnd  zu  untersuchen  ob  für  dieselben  die  zweiten  Ablei- 
B^T  B*T 

■Igen:  ^  und  ^  gleichzeitig  negativ  oder  positiv  werden. 

Da  whr         z)  =  0  also  auch  »  bezOglich  x  nnd  y  aufgelöst 

lAt  kennen ,  so  ist  es  hier  unmöglich  die  Erfüllung  obiger  Bcdin- 
«Bgen  zu  untersuchen.  Diess  ist  aber  auch  gar  nicht  nötig,  denn 
rsUre  Bedingung  verschalft  uns  nur  die  Gewissheit,  dass  ein  Maximum 
^tr  Minimum  stattfinden  kann.  Davon  nun,  dass  diess  hier  der  Fall 
überzeugt  uns  in  vorhinein  die  Art  oder  Natur  der  zu  behau- 
elüden  Aufgabe.  Diese  sagt  uns  auch,  dass  hier  nur  von  einem 
ÜDimum  die  Rede  sein  kann,  wodurch  die  Untersuchung  der  zweiten 
Eingang,  die  aber  Manima  oder  Minima  entscheidet,  hier  auch 

Es  bleiben  demnach  nur  nnsere  zwei  Bedingungsgleichungen  (2) 
id  (3)  so  zu  verwerten,  dass  wir  eine  einfache  geometrisch  oder 
Mljtisch  ausdrttckbare  filr  die  Lage  des  Punktes  B  erhalten,  denn 
^Bemein  auflösbar  flBr  x  nnd  y  sind  eben  auch  diese  Gleichungen  nicht 

Zom  Zwecke  der  Umformung  unserer  Gleichungen  (2)  und  (3) 
Iffcn  wir  folgende  Bezeichnungen  ein:  Wir  nennen  die*  Winkel, 
siehe  PB  oder  $  mit  den  Axen  x,  y  und  z  einschliessen  beziehungs- 
eise 

a,     y  und  deren  Cosiuuse  a,  6,  e 
M  von  BP*  oder 

a',  /S',  y'  und  deren  Cosinuse  a',  b\  e'. 

Führt  man  also  die  angezeigten  Divisionen  in  (2)  und  (3)  aus, 
Na  wird: 
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-;-K-s)+7-(-'+4)-o 

Setzen  wir  den  Qaetlenten  {^-, :  einer  Contttnkoi  ind 

nehmen  die  gleichartigen  Glieder  zoflammm,  so  erhalten  wir  aclüiess- 
lieh: 


(4) 


(5) 


(a'i-a)  +  (c'A-c).^=0 


in  welcher  Form  wir  unsere  Bedingangsgleicbungcn  fortan  verwe 
wollen. 

Wir  tnehten  nmi  dieee  Bedingnogon  dnrch  eine  geometriaek 
drael£liare  ni  enetien.  Zn  diesem  Behnfe  fthren  wir  nnldnt 
Ebene  durch  die  Wege  PB  nnd  BPK  Die  Gleidinng  denMlbai 
da  sie  durch  den  Punkt  B{x^    z)  geht,  die  Form  babes: 

ö(t-*)+Ä(iy-jf)+ir({-»)  -  0 

oder  durch  A'  dividirt  und  die  coustanten  Cucäicienten  mit  C  and  D 
bezeichnet: 

C(4-a)+XXij-jf)+«~»)  -  0. 

C  and  D  beetiinmcn  sich  ans  der  Bedingung,  dass  die  Gleicbonj 
für  die  Wege,  nämlich  jene  von 


PB  oder  » 


und  von 


BP*  oder  «' 


:({-•) 


die  Gleichung  der  Ebene  erfüllen  mflssen.  Man  erfaftlt  dorch 
setien  derselben  nmnittelbar: 

C.-+Z>.-+l-0 
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Aas  diesen  folgt  durch  gegenseitige  Elimination: 

▼eiche  Werte  iu  die  obige  allgemeine  ^'orm  der  Ebenengleichnng  za  * 
Betzen  kommen  und  ergeben: 

IHeis  ist  die  Gleichung  der  Ebene  FBF'. 

Errichtet  man  im  Punkte  B  an  die  Grenzfläche  F  die  Normale 
•ier  das  Kinfallslot  X,  so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  unsere  Ebene 
i'liP'  dieselbe  ebenfalls  enthalten  muss. 

Zu  diesem  Behufe  stellen  wir  die  Gleichiiiigeii  der  Normale  N 
iif;  dieae  sind: 


N) 


4-«  

dl 

[1?— jf=  —  ^.(f— ») 


Weil  der  Punkt  B  in  seiner  Lage  an  die  Bedingangfli^eichiiDgeii  (4) 
^^d  (5)  gebuodon  ist,  so  haben  wir  ans  diesen  die  Werte  for  die 
pvtieUen  Ableitungen  von  u  nach  x  nnd  y  zn  entnehmen.  Diese  sind: 

dz  a'k—a        .      dz  b'k—b 

loiche  tüo  die  Gleichungen  der  Normale  des  bestimmten  Punktes  B 
ifiefern  in: 


iV) 


^  ak  —  a 


«•e  setzen  wir  nun  in  die  Glcicliung  der  Ebene  PBP',  multipliciren 
'«ideneits  mit  {c'k—c)  und  kürzen  durch  Ü—z)  ab,  so  folgt: 

(«'*-«).(*«'—  *'ü)+(ft'*— d).(a'c-  «?')  +  (c'i-tf) .  (a*'  —  a'b)  =  a 
ItU  LXU.  13 
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Durch  ausmultiiillciren  der  angmigten  Frodncte  eriialtai  nir  ii  te 
Tat  die  identische  Gleichnng: 


f/kc—  a'bc    \  ^ 


0  Ü) 


+a'hbc''-akb'c — dbc'+  ah'c  —  oÄ'lc'—  a'be 

als  Beweis  unserer  aufgestellten  Behauptung. 

Vir  können  demnach  als  unsere  erste,  geometrisch  aasdrtdiin 
Bedingung  sagen: 

I)  Der  gebrochene  Weg,  dea  ein  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit 
T(m  P  Aber  B  nach  P'  dnrehlftnft,  enthält  in  seiner  Ebene  die  K«»| 
male  im  Brechnngspnnkta  an  die  Grenzfläche  beider  Median. 

Nennen  wir  die  Ebene,  welche  der  Weg  PB  =  »  mit  der 
malen  N  bildet,  die  Einfallsebene  und  jene  von  iV  und  dem  Wep 
MF'  —  »'  gebildete  die  Brechungsebene,  dann  lasat  sich  obiges 
kflrser  auch  so  ausdrucken: 

Für  den  in  der  kürzesten  Zeit  zurückgelegten  Wog  eines  PimkW 
müssen  Einfalls-  und  Brechungsebene  zusammenfallen. 

Indem  wir  Aber  die  Lage  der  Strecken  •  und  #'  räe 
eriangt,  fehlt  nns  zu  deren  völliger  Fizimng  noch  eine  Bedingsag  Ür  j 
deren  Bii^tung  (z.  B.  in  Bezug  auf  die  Normale  N).   Diese  fisdet 

sich  durch  weitere  Ansnützüng  der  Bediugnogsglcicbungeu  (4)  and  (5)| 
respcctive  der  Gleicbuugeu  für  die  Normale  N. 

Behnfii  dessen  fhhren  wir  folgende  BeaeichnnngMi  ein: 

^  PBN  —  ^     «)  —  ff  —  Efaifidlswinkel, 
^F'BN^Z.  (iv, «')     9  —  Brechungswinkel  und 

Die  Btstiramung  dieser  Winkel  i  und  p  erfolgt  aus  den  NeiguDgi«! 
von     s'  und  N  gegen  die  Coordinatenaxen.    Die  Cosinuse  letzten?' 
haben  früher  schon  eine  einfache  Bezeichnung  erhalten,  und  jene  voa! 
entnimmt  man  aus  seinen  Gleichungen. 


Sie  folgen  demnach: 


für 


a 

für 

c 


h\   für  N 


a'k  —  n 

b'k—b 
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wobei  der  KOrzc  halber  der  Ausdruck 

leaelit  wurde. 

Daraas  erhalten  wir  direct: 

oob(«,#')  —  coitf  —  «i'+W+€»' 

od  weitere 

tafceiBaoder  dividirt  eigibt  die  Bedingong: 

r 

*  cosf     I-.cosa — 1 

!  Aus  Fig.  2.,  die  uns  den  Vorgang  der  Richtangsftndening  des 
Weges  im  Räume  (Einfalls-  uud  Brechungsebeue)  uun  in  der  Zeich- 
a&ug&obeue  versinulicht,  folgt  uumittelbar : 

«  —  c — e- 

Alber  lautet  unsere  Bedingiuigsgleichaag  fOr  die  Bicbtaugen: 

„  tMt  _  Ib. cob(c  — -  p)  — JL 

cos?  k  —  C08(£  — ^) 

üieie  liMt  sich  nach  Amrendimg  einiger  goniometrlschen  Formeln 
lesentlieh  TereiiilSacliea.  Wir  entwickolns 

ttS^-fcoSp  ^  fc.COS(t— p) — COS(£— p)   1        1+C08(«— p) 

2cosi(f  +  p).cos}(«— p)         2C08*i(f  — p)       — 1 


— 2.8iuJ(£  +  p).8in  J(t  — p)     —  i2siü^i(€  — p)  'jfc-J-l 
^abgekirzt: 

sint^^ 

k-^\  _  2 . cos  j(g +p).8inj(f  —  p)     ging  —  sinp  sin» 
t+1 2.8ini(f +0*)*coBiU^P) ünt+aine . 

loiaas  endlich  folgt: 

^4^*-*  (lO 


Oigitized  by  Google 


196       Barit:  ütber  den  Weg,  den  «£•  i\mfa  ow  tmm  Mtdkm 

welche  Gleichung  die  sweite  Bedingung  für  die  Richtung  der  Wege 
aosspricht: 

II)  Dm  Terhftltnifls  des  Sinns  des  EinfaUswinkels  sn  jenen 
BrechnngswinkelB  ist  fUr  swei  bestimmte  Medien  stets  eine  eosilaite 
Grosse  mögen  die  An&ngs-  nnd  Endposition  (F  und  P')  des  bevegtes 
Punktes  was  immer  far  Lage  haben. 

Die  in  I)  und  II)  ausgesprochenen  Gesetze  erfüllen  gleichzeitig 
bestehend  vollständig  die  Bediogungs^icbnogen  (4)  und  (6)  d.  h. 
bestimmen  die  Lage  und  Bichtang  des  vom  Punkte  in  einem  Miniwi 
Ton  Zeit  zurückgelegten  Weges  Ton  F  nach  F\ 

Diese  Gesetze  zusammeugefasst,  bilden  mithin  die  Losung 
anfangs  gestellten  Problems.  1 

Felgenuigeu.  ! 

Bedenkt  mau,  dass  die  beiden  Punkte  P  und  P'  in  beiden  Mediei 
völlig  beliebig  gewählt  wurdeu  (ihre  speciellen  Coordinaten  aus  dff 
Becbnung  hinausfallen) ,  so  gelten  obigo  Gesetze  also  auch  fär  die 
unendlich  fernen  Punkte  der  Medien  (wenn  man  sich  dieselben  be- 
liebig ausgedehnt  vorstellt).  Dieses  heisst  also  soviel,  dass  aosere 
Gesetze  auch  Geltung  haben  für  Strahlen,  die  in  beliebiger  Bichtnog 
im  Medium  M  auf  die  Trennuugsflftche  F  gelangen  und  von  da  ibreo 
Weg  im  Medium  Ifj  fortsetzen.  Hiermit  ist  nun  die  ToUsttadige 
Uebe««instimmung  mit  dem  bekannten  optischen  Gesetxc  der  eiifiMki 
StrahlenbrechuBg  oder  Beüractlon  des  Lichtes  dargetan,  und  wsrda 
zu  diesem  Zwecke  schon  in  vorhinein  die  dort  gebrauchten  Ansdrtcks 
in  unser  Besultat  eingeführt  Der  Brechungswinkel  q  heisst  ssck 
Refractionswinkel,  die  Constante  il*  der  Brechnngsexpouent 

Da  die  orwfthnto  Uebereinstimmung  in  so  eclatanter  Weise  e^ 
folgt,  so  sind  whr  auch  umgekehrt  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  davj 
das  Licht  bei  sdner '  Bewegung  und  For^flanzung  in  versdnedes«! 
Medien  ein  Minimum  von  Zeit  gebraucht 

Die  weiteren  Folgerungen  unserer  Gesetze  sollen  demnacb,  als 
für  die  einüache  Strahlenbrechung  des  Lichtes  geltend,  entwicfceä 
werden. 

V      sin  f 

1)  Nach  frflher  ist:  kt=s  -  =  —  d.h. derBrechungscxponcot 

ist  gleich  dem  Quotienten  der  Geschwindigkeiten  des  Lichtes  in  ^ 
durchlaufenen  Medien. 

2)  In  der  Regel  wird  die  Geschwindigkeit  dos  Lichtes  in  einem 
dttnnern  Mittel  eine  grossere  sein,  als  in  einem  dichteren.  Seien  slao 
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Z)  md  /y  die  Dichten  iweier  Medien  M  nnd  J/^  in  denen  die  Ge- 
lehwindigkeiten  p  und  «'  herrschen,  so  wird  vermöge  unseres  Gesetees 
9  sin« 


für: 


D<2/  das 
demnach 
sui{>>sin^  d.h.  g  p 


I>>i>'  das 

demnach 

sint  «<  sin ß  d.  h.  t  <1  p 


Diess  wird'  gewöhnlich  so  aasgedrttckt,  dass  man  sagt:  In  der  Regel 
kidit  sich  das  Licht  von  einem  donneren  in  dn  dichteres  Mittel 
ftbergehend  xnm  EinftüMote,  im  entgegengesetzten  Falle  vom  Ein* 
Uslote. 

Dieses  Gesetz  gilt  ansnabmslos  für  zwei  Medien  von  gleicher  Be- 
i  Rittffenheit  aber  ungleicher  Dichte  (z.  B.  den  atmosphärischen  Luft- 
ahkhten  in  verschiedenen  Höhen);  es  verliert  jedoch  sehie  unbedingte 
Mang  für  Medien  verschiedener  Beschaffenheit 

3)  Sei  h  der  Brcchungsexponcnt  für  den  Weg  aus  dem  Mittel 
M  ia  jenes  Mi ,  so  ist  der  Exponent  für  die  entgegengesetzte  fiich- 

tong  aus       nach  M  die  reciproke  Grösse  ^*   Denn  ist  für  den  er- 

V      sin  ( 

8tca  Fall  der  Expoueut  ^  =    ==  -r— ,  dauu  ist  für  den  zweiten  der 

r.       ^   ^.  ,     sin«'     »'  1 
Uponent  oücubar  = 

4)  Kennt  man  den  Brechnngsexponent  vom  Mittel 

I  M  ins  Mittel  J/^  als 

'  «od  vom  Mittel 

Jf  ins  Mittel      als  J^. 

k 

dum  ist  der  Exponent  von  nach  jbQ  ahergehend  durch  aus- 
gGdrfickt  ^ 


Sind  nftmlich  o,  nnd  die  bezüglichen  Gesdiwindigkeiten  in 
obigsn  Medien,  so  wird: 


V  V 

—  — ,f     s=  — 


>bo  der  von  J/^  nach  M^; 


Pf  k^' 


5)  Tritt  ein  Lichtstrahl  aus  einem  Mittel  M  in  andere  Medien, 


• 
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die  eine  Sebiar  paralleler  fiduchteii  bildeii  (s.  B.  Glutatta 
deoflrQuUtät  and  Dicke)»  aad  ans  denelbea  im  ein  dam 
liehen  gleiches  Medium  If  ,  dann  ist  bezflglkh  der  Schaar  psiaBekr 
Schichten  der  Eintrittstrahl     dem  Aottrittstrahl  8m  parallsL 

Führt  man  die  bekannten  Bezeichnungen  ein,  so  ergiebt  sich  oa- 
mittelbar  ans  der  Figar  6.: 

sine  V 


sin 
änj^ 

ging« 
sln«^ 


sm 


und  durch  MoltipUcation  dieser  Gleichungen  folgt  endlich: 


smt 

sing 


d.  h.  f 


das  ist  soviel  als  iS«  |  iS^.  Der  Parallelismns  der  Sehiehten  ist  dnrdi 
die  Bedingung  hineingelegt  worden,  dass  der  Brechungawiakd  fir  «na 
Schichte  sum  EinlsUswinkel  Ar  die  daraufiölgende  Schichte 
wurde. 

6)   Wenn  ein  Lichtstrahl  aus  eioem  Mediam  J/  in  ein  ihm 
gleiches  übertritt,  so  erfolgt  offenbar  keine  Brechung,  denn  v 
pssv*  folgt 

^-1  d.h.  f«g. 

Der  Strahl  kann  aber  auch  gezwungen  werden ,  nachdem  ct  F  ^ 
troffen  hat,  in  demselben  Mittel  zu  verbleiben.    Diess  erfolgt  dann, 
>^cnu  F  eine  nndurciidringliche,  total  spiegelnde  FiAche  ist  £s 
für  diese  Art  Brechung  auch 

also 

daher 


smt 


sing,  =  sin(180—  gi) 
f-gj. 

Die  Brechung  geht  in  die  totale  Beflexion  aber  und  es  ist  dsbei  der 
EinfiOlswinkel  tfeich  dem  Beflexionswinkel,  das  bekannte  BeflexioBs- 
geseti  des  Lichtes*  Es  erfolgt  also  auch  bei  der  Beflensa  disFtrt- 
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ifamg  dis  LiohtM  in  der  kttnesten  Zeit  (natttriksh  Unter  derBe» 
diogung,  dasi  Fala  spiegelnde  Fliehe  getroifen  werden  mfise).  Die 
Refleiioil  ist  eine  Brecbnng  des  Lichtstrahles  in  einem  nnd  demselben 
Mediom.  Aach  hier  hat  mau  das  erste  Gesetz  zu  erfüllen:  Einfalls- 
uid  Reflexionsebeno  müssen  zusammenfallen. 

7)  Wird  bd  der  ein&cben  Stnblenbredinng  der  Refraeüons- 
«iBkal  90^,  80  ist  der  diesen  bedingende  Ei^fidlswinkd  ein  Grenzwert 
inofeme,  ils  für  grossere  Werte  desselben  Ireine  Befiraedon  erfolgen 
kum,  sondern  dieselbe  in  die  totale  Reflexion  fibergeht 

Ist  ^  —  90^  dann  ist  slnp^  =s  1 

sine  sinfo 


sinf  Bin^' 


sin^o     k  dem  Brechaugsexpoucutcn. 


Geht  fo  in  f  1  über  und  ist 
»ist  aackx 

8in<i  sinco 

also: 

sine^  >  Ic, 

Wüe    der  dem    entsprechende  Befracüonswinkel,  dann  mflsste 

sin^i 

tein,  also 

-         sin  f, 

i  h.  es  mfisste  mit  Rfickdcfat  anf  die  frfthere  Bedingung 

8inpi>l 

sein.  Einen  solchen  Winkel  gibt  es  aber  niolit,  oder  mit  andern 
Worten :  für  einen  Einfallswinkel  grösser  als  erfolgt  keine  Brechung 
in  das  zweite  Medium,  sondern  kann  nur  eiue  Reflexion  im  ersten 
Medium  erfolgen;  v'  geht  in  v  über.  Für  solche  Einfallswinkel  ver- 
bäit  sich  die  Grenzfljlche  /"als  total  spiegelnde  Fläche,  trotzdem  sie 
tfir  Lichtstrahlen  im  Allgemeinen  nicht  uDdarchdringlich  ist 

Wir  haben  also  für  diesen  Fall  wie  in  Nr.  6): 

a 

B)   Man  nennt  in  der  Physik  den  Ausdruck  k^  —  l  die  brechende 
des  Mittels  M^^  wenn  k  den  Brochongsexpouent  vom  Medium  M 
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in  Jenes      bedeutet  nnd  ÜBr  Tenehledene  Jf^  das  If  eouknl  bei- 
behalten Ueibt  Dnreh  die  Geechwindigkeilen  nn^gedrtckt,  folgt: 

• 

Daraus  ersieht  man,  dass  für  grössere  v'  bei  constantem  r  der  Ans- 
druck  — 1  kleiner  wird  nud  umgekehrt.  Da  nuu  im  Mgemeinen 
einem  dünneren  Mittel  eine  grössere  Durchgangsgeschwindigkeit  ent- 
spriclit  und  umgekehrt  dem  diclitereu  eine  kleinere,  so  wird  auch  in 
der  Bogel  dem  dünneren  Medium  eine  geringere  brechende  Kraft  ro- 
kommen  als  dem  dichteren.  Diess  gilt  ausnahmslos  für  Medien  voo 
gleicher  Beschaffenheit  nnd  vencfaiedener  Dichte  (z.  B.  Gase  utff 
▼erschiedenem  Drnclse  anagesetzt). 

9)   Ist  k  die  bekannte  Grösse  fUr  die  Medien  M  und  miU 

 1 

die  IHchte  yom  letzteren,  dann  hetsst  der  Ansdrack  -        das  Bre- 

chungsvermdgen  des  Mediums  Af^  in  Bezng  anf  das  constant  beibebl- 
tene  AL 

Das  Brechungsvermögen  ist  nach  empirischen  Ermittlungen  eine 
constante  Grösse,  wenn  3f  unverändert  bleiben,  aber  nur  in  seiner 
Dichte       eine  Acnderuug  erleiden  soll. 

Diess  gibt  ans  ein  Mittel  an  die  Hand  dno  Besidmiig  swistte 
der  Dichte  dmes  Mittels  nnd  der  Geschwindigkeit  des  dnrcfageheadfla 
LiohtstrahleB  desselben  antestellen. 

Bedeutet: 

V  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  luftleeren  Baume  (Aether), 
v'  Jene  im  Mittel  H^, 

jy  die  Dichte  des  MitUds  iV„ 

V  das  Brechnngsvcrmögen  von      in  Bezug  auf  den  luftleeren  IUqi^ 

V 

Viy.v-fi 

Sind  D'  und  V  bekannt,  so  lAsst  sich  ans  Letzterem  die  Gesckwia- 
digkeit  o'  im  Medium  Mi  rechnen. 

Aendert  J/j  seine  Dichte  in  jy\  so  bleibt,  wie  oben  crwälmt,  d^ 


so  wird: 


nnd  daraus: 
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ft«diiiiig8?crmögeii  doch  constant  imd  man  liat  [fftr  t/'  afo  nene  Ge- 
schwiDdigkoit]  in 

oder  in  « 

«ine  Besiehmig  zwischen  den  Dichten  nnd  den  entsprechenden  Ihirch- 
giagsgeschwindtgkeiten  des  Lichtes  fttr  ein  bestimmtes  Medium. 


Damit  seien  die  Folgerungen  des  l^rechaugsgcsctzes  des  Lichtes 
abgeschlossen.  Dieselben  wurden,  trotzdem  sie  allbekannt  sind,  nur 
in  Rücksicht,  dass  sie  sich  teilweise  durch  die  gefundene  Bedeutung 
des  Brechungsexponenten  (ate  Quotient  der  Geschwindigkeiten)  beson- 

>'  im  einfach  ei|[eben  —  hier  durchgeführt. 

li 

Schlussbemerkung. 

'  Die  im  Vorstehenden  gelieferte  Untersuchung  „Ueber  den  in  der 
Idnesten  Zdt  zurückgelegten  Weg  etc.'^  kann  auch  so  behandelt 
mden,  dass  man  von  vorne  herein  hypothetisch  fOr  die  Fortpflanzung 
des  liehtoa  jene  Bedingung  zu  Grunde  legt  nnd  nun  in  der  Folge  zn 
dca  bekannten  Gesetzen  gelangt  In  einer  solchen  Form  erschiene 
du  behandelte  Problem  als  Ableitung  der  Brechungsgesetze  des  Lichtes.  • 
Da  aber  jene  Gesetze  bekanntlich  empirisch  gefundene  sind,  so  er- 
schien mir  der  eingeschlagene  Weg  der  natürlichere  zu  sein.  Indem 
ich  mir  das  einfache  mechanische  Problem  stelle,  und  zu  bekannten 
Gesetzen  gelange,  erkenne  ich  auf  Grund  dieser  eclatanten  Ueberein- 
^timmung  die  Ursache  für  die  Brechung  des  Lichtes  bei  seiner  Be- 
wegung durch  verschiedene  Medien  in  der  Bedingung,  dass  die  Fort- 
pflanzung in  einem  Minimum  der  Zeit  erfolge. 

So  ist  jede  Hypothese  ausgeschlossen  und  ein  Einblick  in  die 
HotiTe  der  einfachen  Strahlonbrechung  gefunden. 

Graz  am  25.  Oetober  1877.  Carl  Barth 
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Beitrag  zum  Interpolationsproblem. 


Carl  Bartl. 


XII. 


Yon 


Die  An^isBbe  der  Interpolation  fUr  oino  Rcilie  gogebeeer  Wem 
einer  in  ihrer  Form  nnbelünaton  Function  und  ihrer  cDtsprechttia 
Argmnente  besteht  helunntlloli  darin  fUr  beliebige  zwiscbeiffiigaMla 
Werte  dieser  Argumente  aus  dem  Gegebenen  die  zugehörigen  fwr 
tionswerte  aussnmittefaL  Stellt  man  die  gegebenen  Werte,  ArgUMiü 
und  Functionen  als  Absdssen  und  Ordinaten  ton  Punkten  durch  eii 
rechtwinkeliges  Axensystem  bildlich  dar,  so  drOekt  sich  nosere  Alf* 
gäbe  auch  so  aus,  dass  mau  sagt:  Es  sind  ftir  solche  zwischen  dil 
gegebenen  Abscissen  liegenden  Werte  die  zugehörigen  Onlinaton  jeoer 
Punkte  zu  bestimmen,  welche  in  Bezug  auf  die  aufgestclito  PonkteD- 
folge  entsprechend  eingeschaltet  erscheinen. 

Dieses  Problem  gehört  in  seiner  allgemeinen  Form  offenbar  n 
den  uubestimmten,  unendlich  viele  Lösungen  zulassenden.  Dicss  gel* 
auch  aus  der  zweiten  Auffassung  direct  hervor,  indem  sich  durch  jeno 
dargestellte  Punktenfolge  beliebi/^  viele  Curven  legen  lassen,  die  for 
ein  zwischen  liegendes  Argument  (Abscisse)  ebeusoviele  Function*- 
werte  (Ordinaten  von  Carvenpunkten)  liefern. 

Sehr  häufig  wird  nun  in  ooncreten  FäHen  jene  Unbestimiittai 
durch  Bedingungen  gehoben,  die  mit  der  Aufgabe  mitgegeben  crfMr 
nen  oder  sich  aus  deren  Natur  ableiten  lassen,  so  dass  man  von  ciscr, 
für  die  praktischen  Verhältnisse  genügenden  Lösung  allerdings  spre- 
chen kann. 
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erster  Ordnung,  d.  h.  schreiten  die  Werte  in  gleichen  Intenrallen  vor- 
wärts, so  bietet  häutig  schon  dieser  Umstand  allein  jene  Bestimmung, 
darch  welche  sieh  das  Problem  einer  rechnenden  Behandlung  unter- 
ziehen lüsst.  Bekanntlich  gilt  für  eine  Reihe  solcher  Functionswerte, 
deren  Argumente  in  gleichen  Intervallen  aufeinanderfolgen  die  New- 
toü'sche  Interpolatiousniethodc.  Sie  bist  die  Aufgabe  durch  Anwendung 
der  independeuteu  Form  des  allgemeinen  Gliedes  einer  arithmetischen 
Reihe  höherer  Ordnung.  Das  Kcsultat  besteht  demnach  in  einer 
Gleichung  für  den  Functionswert  in  der  Form  eines  Polynoms  ge- 
ffdnet  nach  den  steigenden  Potenzen  der  Argumentswerte;  es  liefert 
{abo  eine  Formel  für  die  anbekannte  Function,  die  für  die  gegebenen 
ad  xwischeiiliegeiiden  Werte  der  Argumente  ihre  volle  Geltung  hat 

Folgen  Jedoch  die  gegebenen  Argumente  in  nngleichen  Intervallen 
Mäander,  so  mnss  man  behnfs  Prädsirnng  des  Problems  die  Mitlei 
>  A  dem  Wesen  der  spedellen  Aufgabe  abzulöten  sudien.  Wie  diese 
foehehen  kann,  soll  später  gezeigt  werden. 

Die  gewöhnliche  Lösungsmethode  dieses  Falles  ist  bekanntlich 

jene  von  Lagrange.  Bei  dieser  ist  durch  die  Gleichung,  welche  die 
tubekannte  Function  durch  ihr  Argument  ausdrückt,  zugleich  jene 
finer  Curve  gegeben,  welche  durch  die  aus  den  gegel)enen  Werten 
dargestellte  Punktenfolge  gelegt  erscheint,  l'ür  jede  Zwischenabscissc 
i^t  darnach  die  Ordinate,  d.  i.  der  fragliche  Einscbaltungswert  leicht 
?ti  berechnen.  Die  Erfüllung  obiger  Bedingung  sowohl ,  als  auch  jc- 
acr,  den  Fuuctionswert  als  Polyuom  geordnet  nach  den  steigenden 
Potenzen  der  Arguments  werte  ausgedrtlckt  zu  erhalten,  bildeten  die 
Gmudlage  zum  Aufbau  der  Lagrange'schen  Interpolationsformei.  £f 
ist  also  durch  Anwendung  derselben  nicht  möglich,  ausser  den  be- 
sprochenen Grundbedingungen  etwa  noch  andere  nicht  unwesentliche, 
,  seiche  sich  aus  der  Natur  der  Aufgabe  ergeben  —  in  der  Lösung 
TDitzuberUcksichtigeu.  Noch  em  Umstand  zeigt  sich  bei  Lösung  von 
^MN>en  nach  dieser  Methode. 

Es  wird  nimlich  in  den  allermdsten  concreten  FAllen  jene  un* 
^■^kiuite  Function,  von  der  wir  spedelle  Werte  gegeben  haben,  durch 
^nwii  sehr  ein£sch  veriaufenden  Gurvenast,  der  hftnfig  auch  nur  einerlei 
^^^taiung  (entweder  blos  convexe  oder  Uos  concave)  gegen  die 
^Misenaze  aufweist  dannistellen  seb.  Je  mehr  Functionswerte 
l^ltben  sind,  desto  bestimmter  und  sicherer  kann  diess  geschehen, 
•J*  Vitt  ein  Blick  auf  die  durch  die  gegebenen  Werte  verzeichneten 
^•■ktenfolge  lehrt.  Die  Anwendung  der  Lagrange'schen  Formel  liefert 
*^  daim  eine  Curvcugleichung  von  einem  um  so  höheren  Grade, 
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denn  sind  (»4"^)  Fimctioiiswertc  gegeben,  so  ist  die  61eklngi«i 
nton  Grade  daher  mit  steigendem  in-{-l)  wachsend. 

Dieser  Umstand  hat  häufig  zur  Folge,  dass  die  so  erhaltene 
Cnrve  zwischen  den  gjcgehenen  Werten  derart  ausschreitet,  dt»  «e 
Einschaltnngswerte  liefert,  welche  in  dem  dnfochen,  ungczwuignei 
Verlauf  der  Function  (der  sich  eben  durch  die  meist  einfach  gHtaIr 
tendo  Funktenfolge  kund  gibt)  wahrscheinlich  nicht  enthalh»  «ii 
sollen. 

Je  höher  der  Grad  einer  Corve  wird,  eine  desto  vielgestaltigem j 
Form  wird  dieselbe  meist  erlangen.  Man  erhalt  oft  MaziiDal-nl 
Minimalpunkte,  Inflexionspunkte  u.dgl.,  die  nach  der  Natur  derli^ 
gäbe  schliessend,  zwischen  den  g^beaen  Punkte  niemals  aaftRu 
können.  fl| 

Die  Lagrangc'sche  Formel  kann  also  Werte  liefern,  die  als  Ejs?! 
Schaltung  zwischen  den  cregebenen,  unbrauchbar  sind.  Diess  ist 
auch  natürlich,  iudoin  bei  Aufstellung  derselben  nur  die  ikdio^on 
berOcksichtigt  wurde,  dass  sie  Überhaupt  eine  Curve  liefere,  die  dtRU 
die  gegebenen  Punkte  geht  Diese  erfüllt  sie  zwar,  trägt  aberM 
spedellen  Natur  der  unbekannten  Function,  (die  sich  am  bcsteiM 
der  verzeichneten  Pnnktenfolgo  oder  gegebcmen  Bedingungen  nsM 
keine  Rechnung.  ] 

Um  nun  der  wahrscbeinlichsteu  Interpolationscurve  m^Ucbstaita 
zu  kommen,  schlage  ich  folgendes  Verfahren  ein: 

Nachdem  die  gegebenen  Funetionswerte  bezogen  auf  ein  recM 
winkeliges  Axensystem  dargestellt  wurden,  drttcke  man  aadi  «adeii 
mitgegebene  Bedingungen  geometrisch  aus.  Diese  wird  hftvfig  in 
Angabe  einer  Tangente  in  einem  Punkte  (z.  B.  in  anerkanntealM 
mal-  oder  Minimalpunkten),  durch  Feststellung  einer  Asjrmptfliii 
dgl.  geschehen  können.  Hierauf  setze  man  die  unbekannte  InterfH 
tionscnrve  unter  Berücksichtigung  aller  NebennmstAnde  ansSegniM 
von  Curven  2  ter  Ordnung  derart  zusammen,  dass  selbe,  dmch  sän« 
liclie  gegebenen  Punkte  gehend  au  ihren  l'ebergangsstelleu  gemeinsii^ 
Tangenten  besitzen.  Wir  erhalten  auf  diese  Art  einen  contiuuirliAÄ 
Curveuzug  der  allen  erwähnten  Bedingungen  am  einfachsten  ent>prrkt- 
er  dürfte  daher  auch  der  sonst  vüllig  uubekannteu  loterpolatiuDSCV«. 
am  Nächsten  kommen. 

Was  die  Ausführung  dieses  Verfahrens  anbelangt,  so  ist  lüe  e?** 
phische  Darstellung  der  erwähnten  Curvensegmentc  aas  den  gegebea^' 
Bestimmungsstücken  und  sonstigen  Bedingungen  entschieden  die  «b* 
fachste.  Die  Constructionen  aus  den  projecti?i8chen  ^igoBschaftai 
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Kegelidiiutte  hergdeitet,  kdnnen  hier  mit  Vorteil  angewendet  werden. 
Sie  Ideen  Ja  bekanntlich  die  Aufgabe  ans  fünf  Bestimmnngsstflcken 
mm  Kegelscbnittes  beliebig  Tide  Punkte  and  Tangenten  desselben 
10  oonstrdren.  Hat  man  also  den  erw&hnten  Cnrvenzng  dargestellt, 
10  entnimmt  man  daraus  sehr  einfach  nnd  mit  derselben  Gcnanigkeit 
wie  die  gegebenen  Fnnctionswerte  aufgetragen  wurden,  beliebig  Tiele 
Eioscbaltungswcrte.  Man  kann  daher  auch  fflr  eine  Beihe  von  Argu- 
nentswerten,  die  in  gleichen  Intenrallcn  vorwärtsschreiten,  ihre  zu- 
gehörigen Fnnctionswerte  daraus  entnehmen.  Dadurch  ist  die  — 
weitere  Interpolation  auf  die  erstore  mit  in  coustanten  Intervallen  ab- 
sjeheudeu  Argumeukn  —  zurückgeführt.  Werden  die  Intervalle  ent- 
sprechend klein  genug  gewählt,  dann  kiiuii  mau  in  der  Tat  durch 
Anwendung  der  Newton'schen  Interpolationsmctluxh'  Formeln  für  ein- 
lelne  Gruppen  der  unbekannten  Fuuctionswcrte  erhalten.  Sollten  die 
fvgcbcnen  Fuuctionswerte  in  ihrer  Puuktenfolgc  zeigen,  dass  die  un- 
isiaunte  Function  besondere  Punkte  z.  \\.  Intiexionspunktc  uuzwcifel- 
enthalten  muss,  dann  behandle  man  jeden  Teil  mit  einerlei 
Krümmung  für  sich  nach  dem  angegebenen  Verfahren,  wobei  die  Tan- 
.fente  im  luticxiouspunkt  als  Bestimmungsstttck  hineinzunehmen  ist 
'  lid  die  ErfaUuQg  der  continuirlichen  KrOpmungsänderung  des  Curven- 
ages  sichert 

Wie  schon  erwähnt  wurde,  bildet  die  Interi)olationscurve  in  den 
meisten  Fällen  einen  einfach  verlaufenden  Ast  mit  einerlei  Krümmung, 
wovon  man  sich  durch  Aufstellung  concreter  Falle  (aus  Entnahme 
Ton  Werten  ans  Beobacbtungstabcllcn  o.  dgl.)  leicht  überseugen  kann. 

So  unwissenschaftlich  und  scheinbar  wiilkürlit  h  das  eben  vor- 
pt'legte  Intcrpolationsvcrfahren  für  den  ersten  Moment  aussehen  mag, 
^0  praktisch  verwertbare  Kesultate  liefert  es  in  einem  gegebenen  Falle. 
Hit  Rüsksicbt  auf  eine  grössere  Auzahl  gegebener  Werte  kann  eine 
derartige  Lösung  nur  an  Wahrscheinlichkeit  gewinnen,  während  die 
Imst&ndlichkeit  nicht  im  selben  Masso  zunimmt. 

Die  Methode  nach  Lagrauge  verliert  aber  mit  wachsender  An- 
zahl der  Bestimmungsstücke  die  Sicherheit  einer  j)raktisch  verwert- 
l>areu  Lösung  und  nimmt  an  ümständlichkeit  iler  speciellen  lierech- 
nuiig  der  ziemlich  umfangreichen  Coefticieuten  bedeutend  zu.  Man 
könnte  zwar  diese  Methode  von  drei  zu  drei  aufeinander  folgenden 
^UQctionswerten  auwenden,  wodurch  man  gleichfalls  den  Gesammt- 
tonenzug  aus  Segmenten  von  Curven  zweiter  Ordnung  zusammen- 
ge«iUt  erhftlt»  wobei  mau  jedoch  nicht  sicher  ist.  dass  jene  Curven- 
sogmente  continalrlieb  (d.  h.  mit  gemeinschaftlichen  Tangenten  an 
de&  Ueberg^ngsstellen)  aufeinanderfolgen.  Es  enthalt  dabei  auch  die 
MagUehkeit  Bedingungen,  die  sich  aus  der  Natur  der  Aufgabe  ergeben, 
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mit  in  RechnuDg  za  ziehen  —  was  doch  ebenso  weflentUdi  nr  afif- 
lichflt  richtigen  Löeimg  gehdren  soll. 

Im  Folgendeu  soll  uuu  an  einem  Beispiele  die  Lösung  nach  der 
Lagrange'schen  Methode  und  jene  nach  dem  oben  vorgetrageneü  Ver- 
fahren vergleichsweise  durchgeführt  werden.  Letztere  insbesoüdere 
zu  dem  Zwecke,  um  zu  zeigen,  wie  mau  sich  in  einem  concreten  Falle 
nach  dieser,  nur  im  Allgcmoineu  angegebeuea  Behandlungsart  zn  be- 
nehmen hahe.  Dicss  motivirt  auch  die  etwas  umst&odlichere  Duck- 
fobrong  des  sonst  ein£M»hen  Falles. 

Beisfilel« 

„Nach  der  Verordnnng  des  Handelsministeriums  vom  13.  Aug.  M  * 
betreffend  die  bei  der  Erbannng  elserner  BrQcken  fiAr  Fiiswihthw 
zu  beachtenden  Sicherfaeitsracksichten,  hat  nach  §  2  derselbes  h 
znfUlige  Belastung  (P)  gldcfamäsug  verteilt  per  Meter  lanfbndeifit* 
leises  zn  betragen: 

Bei  einer  Spannweite  von  iS| » 1  Meter  Belastung  /'j     20  ToBnea 

„  ^4  =  20  „  i  4  =  ^  « 

^  =  30  „  ^5  =  4  n 

und  hei  einer  Spannweite  von  mehr  als  30  Meter  gleichfalls  -i  Toisei 
Belastung. 

FOr  dazwischen  fallende  Tragweiten  ist  die  nötige  Inteipolstiot 
Torzanehmen.'* 

Hier  liegt  ein  Fall  von  Interpolation  vor,  bei  welchen  die  ge- 
gebenen Arguments  werte  in  ungleichen  Intervallen  aofeinanderfolgen, 
denn  wir  haben  die  per  Meter  laufenden  Geleises  sn  nehmende  fif 
lastung  F  als  Function  der  Spannweite  S  anzusehen. 


1*  VSmmg. 

Nach  der  allgemeinen  Lösungsraethode  von  Lagrange  folgt  lä'" 
eine  beliebige  Spannweite  <S  (zwischen  den  gegebenen  Werten)  die  im 
nehmende  Belastung  P  per  Meter  (d.  L  unser  fraglicher  Fnoctiooi- 
wert)  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 

P  ^  JCi.Pi+Xf.Pf+J^t.P^+X^.Pi+J^.Pi 

wobei  die  Goeffidenten  X  die  Spannweiten  enthalten  und  bei9>^ 
weise  einer  derselben  tte  Fonn  hatt 
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Es  ist  demnach  jedes  X  im  gelüsten  Zustande  als  geordnetes 
Polynom  vom  4tcn  Grado  nach  aS  darstellbar.  Vollführt  man  diese 
Darstellnng  nach  Substituirung  aller  specielleu  Werte  von  S  für 
samratliche  Coefticienten,  die  dann  mit  den  entsprechenden  gegebeiu  ii 
Werten  von  P  zu  multipliciren  kommen,  und  ordnet  nach  steigenden 
Potenzen  von  Sj  so  gelangt  man  zur  schliessUcbcn  Interpolaüonsformel: 

27-326 -0-63372  .         -302809  .  *S^  — 
— 0-07631l62/Sg+Q-001298236  iS^ 


Mit  Hülfe  derselben  für  von  Meter  zu  Meter  fortschreitenden 
^paDDweiten  die  zugehörigen  Belastungen  r  gerechnet  gibt  zusammen- 
(fifteUt  folgende  TabeUe: 


8 

P 

1' 

P 

S 

P 

8 

P 

1  ^ 

P 

1 

%m 

1  ^ 

11-59 

13 

18-18 

19 

8*28 

35 

-9*53 

2 

16-00 

8 

13*00 

i  u 

17-99 

20 

500 

26 

—10-40 

3 

11-91 

9 

14-50 

15 

1711 

21 

+1-58 , 

27 

—9-82 

4 

10-36 

10 

15*94 

16 

15-70 

22 

—1-90 

28 

—7-56 

b 

10*00 

11 

1719 

17 

13*68 

23 

—4-96 

29 

—8*04 

6 

10*48 

12 

17-88 

18 

1117 

24 

—761 

30]  +4-00 

Ans  dieser  ZusammenstoUimg  entnimmt  man  auf  den  ersten  Blick, 
die  so  erbaltenen  Einschaltnngswerte  als  Lösnng  unserer  vor- 
legenden Aufgabe  nicht  gelten  können.  Diess  geht  noch  deutlicher 

•  beigegebcuer  Fig.  1.  hervor,  in  welcher  die  gcgcbeiiiu  Werte  imd 
ne  obiger  Tabelle  graphisch  verzeichnet  erscheinen ;  zu  dieser  Ab- 
usc  S  ist  die  zugehörige  Ordinate  P  aufgetragen  und  die  so  er- 
lltenen  Punkte  sind  continuirlich  verl)uuden.  Die  luterpolatiouscurve 
Jht  zwar  durch  die  gegebenen  Werte,  schreitet  a])or  zwischen  den- 
ilbon  derart  aus,  dass  sie  einmal  ein  Maximum  für  5=13,  ein 
üniinum  für  .5=26  und  einen  Inflcxionspunkt  für  9  und  5=20 
'det.  Sie  schneidet  ferner  die  Abscissenaxe  in  den  Punkten  5=21*5 
ad  29*5  nnd  verläuft  zwischen  diesen  unter  der  Axc  mit  negativen 
indionswerten;  alles  Eigentümlichkeiten,  die  der  einfach  verlaofen- 
m  Fonction  gewiss  nicht  zukommen  sollen. 

Bicss  Resultat  beweist  für  diesen  Fall  zur  Genüge  meine  in  der 
'  Sprechung  dieser  Interpolationsmcthode  gemachte  Behauptung,  und 
>lingt  tatsächlich  eine  andere  Behandlung  der  Anijgabe,  wenn  brauch- 
ve  Werte  geliefert  werden  sollen. 
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Die  für  die  praktiscbcu  Fälle  empfehlenswerteste  Behandlung  ist 
die  grajjbische.   Darnach  sind  iu  eutsprcciieud  grossem  Massstabe  mit 
möglichster  Genauigkeit  die  gegebeneu  Arguraeutswerte  als  Abseien, 
die  zugehörigen  Fuuctionswerte  als  Ordinateu  auf  ein  rechtwinkelig» 
Axensystem  aufzutragen  Fig.  2.    Wir  gelangen  hierdurch  zi  öet 
Punkten  I\  bis  ig.   Nun  kommen  die  weiteren  Bestimmungen  geoise- 
trisch  anszndracken.  Mach  der  Natur  der  Aufgabe  eingibt  tidi,  im 
die  Belastnogen  P  um  so  grösser  werden  ^  Je  kleiner  die 
8  angenommen  wird«  also  für  eine  Terschwindende  Spannweite 
nnmessbar  grosse  Dimension  erlangen  mnss.  Diess  sagt  soTisI, 
dass  im  gegebenen  Falle  die  fragliche  Interpolationscurre  sidi  derii 
der  P  d.  i.  y-Axe  im  Unendlichen  nftheni  wird  —  d.  b.  die 
Asymptote  der  Gnnre  sein  wird.  —  Wdten  drttckt  die 
Bedingung  der  Aufgabe,  dass  nämlich  die  Belastung  P  pro  laafoite' 
Meter  für  30  Meter  und  mehr  Meter  Spannweite  nur  4  Tonaen  bri 
tragcu  soll,  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  fragliche  IutoriH)laayiii' 
curve  im  Punkte      ein  Minimum  habe,  und  also  die  UorizoiUik^^ 
in  diesem  Puuktc  als  Taugeute  der  Gurvc  zu  geiteu  habe. 

Wir  sind  nun  im  Stande,  einen  conti nuirlichen  Cocrensog 
Bedingungen  der  Auj(gabe  gemäss  herzustellen. 

Der  ente  Teil  desselben  ist  ein  Hypcrbelsegment,  bestinuit 
die  3^-Axe  als  Asymptote,  (d.  h.  zwei  Elemente)  und  die  drei  PokAi 

Pj,  1\  und  Pj.  Darnach  sind  wir  in  der  Lage,  beliebige  Poikll 
dieses  Segmentes  sammt  T.angouten  graphisch  zu  ernüttelu. 

In  der  Figur  wurden  z.  B.  die  Tangenten  ii,  und  dv^ 
zflglichen  Punkte  P^,  Pf,  Pg  nach  dem  Satze  Ton  Pascal  eoi 


Für      f^i      ergaben  sich  beziehungsweise  in  1,3,  2,3  und  1,2 
Pascallinicn,  welche  im  Schnitte  t.^  mit  der  Asymptote  (y-A»] 

Punkte  der  Tangenten  lieferten.   Asymptote  und  die  drei  Pnnl 
sammt  ihren  Taugeuten  genügen  im  vorliegenden  Falle  zur  Ver?' 
uung  der  Curve,  welche  selbstverständlich  nur  bis  P,  za  gelten 

In  Pg  schliesst  sich  der  zweite  Teil  an,  der  also  gegeben  Jk 

wird  durch  die  Punkte  P3,  P4  und  P5  mit  den  Tangenten     aad  |p 

Nach  demselben  Satze,  der  oben  verwendet  wurde,  bestimmen  ^ 

auch  hier  zunächst  die  Tangente  in  P^.   Für  diese  hat  man  in  iS 

die  Pascallinie,  welche  mit  P9P4  geschnitten  den  fragliche  Punkte 
der  Tangente  liefert  Ebenso  einfach  bestimmt  sich  ein  belic 
Punkt  P  des  Curvenzuges.  Nachdem  die  Bichtung  P^P  belielNg  tah 
Ps  gehend  gewählt  wurde,  ergibt  sich  im  Schnitte  demdbei 

P4flPi  ein  Punkt  7  und  iu  0  (Schnitt  von     mit      der  zweit«)  ?&x^' 
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der  Pascallinie  6,7.  Letztore  scimcidct  J*^I\  in  8,  welcher  Pnnkt  mit 
verbunden  die  beliebig  gewühlte  Kichtuug  im  l'ragliclien  Punkte  P 
der  Curvc  schneidet.  Aus  den  Punkten  /g,  J\  und  ij,  den  Tangenten 
in  denselben  <3,  t^,  /-  und  endlich  den  Zwischeupunkten  r —  zu  denen 
man  noch  zu  allem  üeberflusse  die  Tangenten  construircn  könnte  — 
lässt  sich  nun  mit  ziemlicher  Sicherheit  auch  dieser  zweite  Corvenzng 
Kneidmen. 

Nachdem  auf  diese  Art  mit  möglichster  Genauigkeit  die  Inter- 
jolationscurve  dargestellt  wurde,  ersieht  man  auf  den  ersten  Blick, 
fcss  dieselbe  alle  gegebenen  Bedingungen  erfiillt.  Mit  ihr  ist  die  Auf- 
gabt' graphisch,  d.  h.  für  den  praktischen  Fall  genügend  gelost,  denn 
es  lässt  sich  für  eine  beliebige  Spannweite  die  entsprechende  Belastung 
h&i  mit  derselben  Genauigkeit,  als  die  Punkte  I\  bis  7*j  aufgetragen 
Turden,  aus  der  Curve  sofort  entnehmen.  In  der  Fig.  2.  erscheinen 
dis  Maasse  der  Ordinaten  für  Spannweiten  von  Meter  zu  Meter  vor- 
liitsschreitend ,  durch  die  entsprechende  Cote  verzeichnet,  welche 
'fffte  tabellarisch  zusammengestellt  werden  können. 

9 

Wollte  man  auch  Interpolationsformeln  für  diesen  Fall  aufstellen, 
so  ist  es  zweckmässig,  diess  für  einzelne  Gruppen  von  Werten  zu  tun, 
um  womöglich  Formeln  nicht  höher  als  vom  2tcn  Grade  bezüglich 
der  Abscisse  iS  zu  erhalten. 

Man  gebt  von  5  —  90  ans  nach  rflckwarts  gegen  £1  —  1,  weil  In 
teor  Bichtoog  die  Functumswerte  steigen,  wftUe  als  erstes  Intenrall 

Argumente  3  Einheiten  (3°>)  u.  s.  fort  immer  weniger  nämlich 
1,  05  und  0  *25  Einheiten  als  Intervall  der  einzelnen  Wertgruppen. 
Diess  geschieht  aus  dem  Grunde,  weil  die  Functiouswerte  von  S=  30 
fegen  »S  =  1  zu  immer  rascher  und  rascher  wachsen  im  Yerhältuiss 
|Br  Aufnahme  von  S. 

FOr  jede  einzelne  Gruppe  ist  Newton's  InterpolaÜonsformel  fOr 
#Eidie  Intenralle  der  Argumente  anzuwenden. 

Sei  a  der  Wert  des  ersten  Argumentes  einer  Gruppe,  h  das  Inter- 
vall der  Argumente,  Sfeien  femer  Pj,  AiA»  ^-^i  beziehungsweise 
der  erste  Functions-  der  erste  und  zweite  Differenzwert,  endlich  für 
f  ine  allgemeine  Spannweite  iS  das  P  der  fragliche  Functionswert, 
ist  bekanntlich: 

.  S  —  a  ^       ,   1  S— a/S— «  „  , 

Den  Vorgang  der  speciellen  Berechnung  und  Aufstellung  der 

Formeln  zeigt  nachstehendes  Schema: 


u 


210 


Barth.  Beitrag  zum  Inttrpolationitprohlem. 


Für  a  =  23,  Ä  =  — 2  wird: 
r.   .      .  'S— 23^^^  ,  1  5—23  5-21  ^ 


luterpoIations-Formeln. 


Für  a  =  30,  Ä  =  — 3  wird: 


5-30 


P=400+^33-.018+^ 
P=10-3— 0-376.5-f-0-005.5^ 


1  5—30  5-27 


O-lodi 


15 

5-95, 

14 

6-20 

13 

6471 

12 

6-76; 

11 

7-07 1 

10 

7-40, 

9 

7  7öl 

9- 

7-75 

8-5 

7-95 

8 

817 

7*5 

8-41 

7 

8-67 

"7" 

8-67 

675 

8-80 

6-5 

8-94' 

6-25 

909 

6 

9-25, 

5-7Ö 

9-42 

5-5 

9-60. 

5-25 

9-793 

5 

1000* 

10  6925— 0-415-f0006255« 


Für  a  =  15,  A  =  — 1  wird: 


Ip=  1 1  -8— 0'545-f-O-Ol  5^ 


Für  fl  =  9,  A  =  —  0*5  wird: 
P=14  41— 115-h0-045^ 


002 


013 
014 

;?:j^ooi 


Für  a  =  7,  Ä  =  — 025  wird: 


018 


001 
0013 
-0.014 


0 
0 
0 

0003; 
0001 


5—7 


1  5—70  5-6  75, 


^-^^^+-l)-25-^'^^+r2-=Ö^5  ^=025 
1 G09 — 1  •62»S-f0085« 


Würde  sich  aus  der  Natur  der  Aufgabe  ergeben,  dass  die  Inter- 
polationscurv'O  einen  Wendepunkt  der  Krümmung  bekommen  muss, 
so  ist  bezüglich  Anwendung  der  Newton'schen  Formel  zu  berücksich- 
tigen, dass  selbe  nur  für  Curvenzüge  von  einerlei  Krümmung  geltend 
auch  für  jeden  einzelnen  Teil  mit  gleicher  Krümmung  separat  zur 
Benutzung  zu  kommen  hat  Die  gewählten  Gruppen  von  Functions- 
werten  haben  sich  also  nur  innerhalb  jener  Teile  des  Curvenznges 
zu  erstrecken,  welche  durch  die  vorkommenden  Inflexionspunkte  be- 
^enzt  erscheinen. 


t 
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So  gut  man  den  fraglichen  luterpolationscurvenzug  durch  gra- 
phische Constniction  unter  Berttcksichtigang  gegebener  Bedingungen 
an  Segmenten  von  Curvcn  2ter  Ordnung  so  zusammen  setzen  kann, 
diu  sie  continuirlich  ineinander  verlaufen,  so  lässt  sich  diess  auch 
uilytiBch  dnrchffthren.  Man  stdle  die  allgomeino  Form  der  Gleichung 
Sten  Gndes  zwischen  zwei  veränderlichen  Grossen,  so  wie  jene  ftr 
die  erste  Ableitong  von  y  nach  x  auf.  Biese  Gleichungen  enthalten 
5  Gonstante,  welche  filr  jedes  Gnrvensc^ent  separat  zu  berechnen 
kommen.  Man  hat  hiefftr  5  Gleichongen,  indem  im  Allgemeinen  6 
Bestimmnngsaficke  (Punkte  oder  Tangenten)  obige  Glcichunen  erf&llen 
■ttssen.  Baas  die  Bmchnnng  dieser  Constanten  im  Allgemeinen  und 
selbst  im  Besonderen  eine  ziemlich  umständliche  wird,  lässt  sich  leicht 
denken.  Würde  man  sich  für  alle  möglichen  Combiuationcn  von  ge- 
gebenen Bestimmuugsstückcn  (Punkte  und  Tangenten)  der  Mühe  der 
Ausrechnung  jener  Coustanteu  dennoch  unterziehen,  so  erhielte  man 
doch  so  umfangreiche  Ausdrücke,  dass  ilire  Benutzung  für  spccielle 
Werte  nicht  praktisch  genannt  werden  kann.  Ausserdem  käme  noch 
die  erhaltene  Curvcngleichung  nach  y  aufzulösen,  wodurch  die  Form 
derselben  häufig  nur  noch  complicirter  wird. 

Es  wurde  dieser  Umständlichkeit  halber  von  einer  derartigen 
analytischen  Behandlung  des  Problems  in  unserem  Beispiele  Umgang 
genommen,  und  ist  in  den  meisten  Fällen  die  graphische  Lösung  als 
wirklich  praktisch  zu  empfehlen. 

Nor  um  anf  die  Möglichkeit  einer  durchaus  analytischen  Beband- 
Itmg  des  Problemes  hinzuweisen,  ist  obige  Bemerkung  gemacht  worden. 

Graz  am  26.  October  1877. 


» 
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xm. 

Miscellen. 


1. 

BeMikut  Iber  Ami  TotüomAMmmtir  tm  BauMimi. 

Durch  eine  sehr  einfache  ß(  trachtung  ist  es  möglich,  den  Quoti- 
enten aus  Bogenelement  und  Torsionswinkel  in  irgend  einem  Paukt 
einer  Baamcom,  desseii  Grenzwert  den  TorsioiishalbiiieMer  in  diem 
Pmikt  liefert,  geometrisch  so  rnnsaformen,  dass  naii  den  uuütrtiiehei 
Anidrack  daÄr  ohne 'Weiteres  tngcgeben  kann.  Ehe  wir  dies  sogen, 
müssen  wir  Toransscbicken  die  Formeln  fiDr  den  Inhalt  eines  ssesd» 
lieh  kleinen  Dreiecks  nnd  ehies  nnendüch  kleinen  Tetraeden,  ssi- 
gedrflkt  durch  die  Coordinaten  der  (unendlich  nahen)  Eckpunkte. 
Wenn  nftndieh  A,  B,  O  drei  unendlich  wenig  entfernte  Punkte  not 
den  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  System  bezogenen  CkNwdisstm 

«I  yi  y4-<^y»  z-\-€lz\   x+2dgß+d^x,  y+2c/y-f  </V> 

sind,  so  ist  der  doppelte  Inhalt  d  des  Dreiecks  ABC  bekanntliddv^ 
gestellt  durch 

wo  zur  AbktLrzung 


1      1  1 
u.  s.  w.  gesetst  wurde. 


=  (1,  «+2d2  +  A) 
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Obige  Determinanten  werden  durch  geeignete  Subtraction  der 
Verticalreiben  von  euander  sehr  yereiafii^t;  es  i8t  z.  B. 


1     1  1 


II   0  0 


dy 
,dz 


d^y 


Auf  dieselbe  Weise  redodren  sich  die  beiden  anderen  Determinanten 
tof  {dtePg)  und  (d9d^) 

Daher  wird 

1)  J*  =  (dyifizy  +  Ulzd^xy'  +  iilxd'y)^ 

Kommt  zu  den  3  Funkten  noch  ein  vierter  D  mit  den  Coordinaten 

x  +  'Sdx+2d^x-{-d%    ...  «+8cfa+2Ä4-</3, 

liiiisD,  so  besteht,  wenn  v  der  6 fache  Inhalt  des  Tetraedm  ABCD 
ist,  die  Gleichung 


X 

z  dx  d*0 

y 

z  dM  tfig  dh 

10    0  0 

1  1 

dx  ^x  dhi 

dy  d'^y  d^y 
dx  d^z  dh 

mit  Anwendung  derselben  Abkürzung  wie  oben 

2)  v^idxd^d^z) 

Wenn  nun  A{x,y,z)  ein  beliebiger  Punkt  einer  etwa  durch  die 
Gleichungen 

X  =  q>{A),   y  z  «=  i{A) 

gegebenen  Banmcnrve  ist,  so  nehme  man  anf  der  Gnrve  noch  3  be- 
Bsdibarte  Punkte  C;  D  an.  Der  6&che  Inhalt  des  Tetraeders 
ABCD  heisse  wieder  v,      und  ^  doppelten  Inhalte  der 

Dreiecke  ABC  und  ABD  und  endlich  nenne  man  dä  das  Bogenelement 
AB  und  n  den  Torsionswinkel,  welcher  gleich  dem  an  der  Kante  AB 
liegenden  Flächenwinkcl  des  Tetraeders  ABCD  ist  Ftür  den  Tor- 
sionshalbmcäscr  P  im  Punkt  A  hat  man  alsdann 


lim 


lim -7 


d8 


da 


-  lässt  sich  aber  leicht  durch  v,      und      ausdrucken,  penq 
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wenn  etwa  H  nnd  h  die  von  C  «ugeliendai  Höhen  des  Telnttei 
ABCD  nnd  des  IMecks  ABC  beieidmen,  so  Ist 

daher 

Beim  Zasanimen&Uen  der  vier  Punkte  A^      C,  1>  in  den 
Punkt  A  wird 

2f  j  »     =  ^ 

und  demsnfolge 

P—  lim-j—  —  lim — • 
Mit  Hülfe  von  1}  und  2)  ergibt  sich  folglich  unmittelbar 

R  Mehmke,  stnd.  maA. 


2 

Zwei  Sitae  Ton  den  Fliehen  swelten  Grades. 

1.  Wenn  eine  beliebigo  Fläche  zweiten  Grades  und  auf  derselben 
irgend  eine  Krümmung^linio  f^cgeben  ist  und  man  zieht  von  einem 
belit'bif:^rn,  aber  festen  Punkt  im  Raum  aus  2  Parallelen,  die  einem 
Normalen,  die  andere  zur  Tangente  in  irgend  welchem  Punkt  clor 
KrUmmungHÜiiie ,  und  nennt  und  ä^,  und  die  von  der  Fläche 
auf  diesen  Parallelen  abgeschuitteueu  Stücke  (vom  festen  Paakt  HS 
gerechnet),  so  ist  f&r  ein  nnd  dieselbe  KrflmmnngsUnie 

 \-    -  =  const 

2.  Zieht  man  darch  den  festen  Punkt  Parallelen  in  den  cos* 
jngirten  Tangenten  der  Krammnagslinie,  so  erfüllen  diese  eiaeii 
Kegel  zweiten  Grades,  welcher  mit  der  gegebenen  Fliehe  die  Kreii- 
schnittobenen  gemein  hat  nnd  sie  nach  einer  Gnrve  schneidet,  dorck 
welche  sich  eine  Kugel  hindurch  legen  liest  Der  Mittelpunkt  dieicr 
Kugel  liegt  auf  dem  Lote,  dass  man  vom  festen  Punkte  aaf  seiDe 
Polarebene  (in  Bez.  auf  die  gegeb.  Fläche)  fällen  kann.  Inden  «s 
nach  und  nach  andere  Krilmmungslinien  annimmt,  erhält  rasa  sfa 
System  von  Kugeln  von  besonderer  Eigenschaft.   Alle  Ku^'du  des 
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9fUm»  tcfaneideii  nftmlich  eine  wad  dieselbe  Kugel  senkrecht.  Die 
i  feWere  geht  dnrcli  den  festen  Pnnkt,  berührt  dessen  Polarcbeno  und 
hat  die  Entfernung  des  Punkts  von  seiner  Polarebonc  zum  Durch- 
messer. Man  kann  dies  auch  so  aussprechen:  Alle  Kugeln  des  Sy- 
stems haben  einen  gemeinschaftlichen  imaginären  Schiiittkreis,  dessen 
Ebene  in  der  Mitte  zwischen  dem  festen  Punkt  und  seiner  Polarebene 
liegt  and  letzterer  parallel  ist;  sämratlichc  Polarebenen  des  festen 
Punkts  in  Bezui?  auf  die  Kugeln  des  Systems  fallen  zusammen  mit 
der  Polarebcne  desselben  Punkts  in  Bezng  auf  die  gegebene  Fläche. 

B.  Mehmke. 


3. 

i 

I  Minintam-AuTgahe. 

IMe  Ellipse  ton  kleinstem  Flftcheninhalt  za  finden,  welche  dnen 
gegebenen  Brennpunkt  hat  ond  dnrch  2  gegebene  Punkte  geht 

Der  Brennpunkt  F  sei  Anfang  der  Polarcoordinaten  r(p.  Die 
Anfanggrichtang  9  =s  0  halbire  den  Winkel  AFB  2/?,  den  die  Ra- 
iienvectoren  FA^c,  FB^  ctg*«  der  gegebenen  Punkte  B  bil- 
den,  80  dass  die  Polarcoordinaten 

von  A  werden  r  »  c,  9 

nod  zwar  steht  es  uns  frei  «  und  ß  zwischen  0  und  R  anzunehmen. 
,  Ferner  sei  a  die  grosse,  dcosft  die  kleine  Halbaxe,  also  asinfi  die 

Excentricität .  p  n  cos^u  der  Parameter  der  Ellipse.  liieraus  or- 
^  giebt  sich  der  1?  lächemnbalt 

!  £-2Ra.acos/i-~^  (1) 

IMe  Polargleichung  der  EUipse 

P 


r  — 


l-j-sinfiC0s(9 — 9) 


wo  9  4^  die  Bichtnng  der  grossen  Axe  bezeichnet,  angewandt  auf 
i  und  S  giebt: 

l-|-8infico8(d»/}) 

—  tg^ -f-tg'tt  sin  fi 008(^4'/^) 
Diese  2  Relationen  bestimmen  p  und  fi  als  Functionen  von  d^,  nämlich 
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.  p  8itn»ttgiii/?gin^ 

cos  2of 

«Hfl-  — 


cos  2a  cos  cos  ^  4-  su^^ 
Mittelst  der  Substitution 


8in2«aiiiiy+cot/l 


l&sst  sich  ciu  sehr  einfacher  Aasdruck  von  E  in  der  ftiny^gpn  Yanibcii 
1}  gewinnen.  Denn  es  wird 

coB2acoB^co8^4-8mi38m4^  —  sm^— ^   ^  — ' 

*^         *  8in/3 

daher 

2siu^«siii-j3 

e  "°  l+nn2«c08|lfli]ii7  ' 

1   (1 + sin  2«  cos  ^  sin  r?)' — sin*  2iraia^/?  a>»*iy 

sin^i^  —  cos«2o8inV 

.  ,  1  cos^2abiu-j5 

glUlM        —  _  _   "  — — 

^     sin*^  (1 4-  sin  2a  cos  ß  sin 


di8  ist: 


  8iD*2iK8lnycos*iy 

~"  (1+Sin2oco8|^sini7)< 


S)a2osm/Scos97 
^      l-|'Sin2aco8^8mi9  ^ 

Diese  Gleichung  zeigt  die  Berechtigung  der  Sobstitution  (2),  sofe 

das  reelle  cos ein  reelles  cosi;,  also  sin'i?  ^  1  fordert.  FahrtM 

die  Weile  (3)  (4)  in  (1)  ein,  so  erb&lt  man: 

sincsin/y  l-|-8in2tfC0B/?sin  « 
cos'a  cos'q  ^ 

oder,  abgekürzt: 

cos-^iy 

wo 

fi  B=  8in2«cos  j3 
jeden  Wert  zwischen  0  und  1  haben  kann. 

Pliferentiij't  umu  zweimal,  so  kommt: 

dK  ^38ini?+n(2sin«ig+l) 

cos*iy 
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g^-4tgi|g^  +  iy  (6) 
i:j8tere  GrOose  Tenchwindet  ftr 

»^^^  — iT^ 

wo   

nriMhen  1  und  3  enthalteii  ist  ffienns  ergiebt  sich: 

<1  für  das  obere,  >- 1  für  das  untere  Zeichen.  Demnach  hat  allein 
der  Wert 

.        »  —  8 
Bedeateng^  «nd  dieser  ergiebt  nach  (6): 

e&tBpridit  daher  einem  Hinimimi. 

Nach  Einsetinng  der  gefundenen  Werte  hat  man: 

COtd=.       o        ö  a  (7) 

4  cos  2a  Sin  p  cos  0  ^  ' 


l/Sl+m      ^  1/13  — m 


(8) 


ees|.-tgßj/3j^^  (9) 

^-^y  (10) 

Ik'  sing  sin /3  (3  +  m)< 


grosse  Halbaxe 

P       8<?  sinket  cos*/J 
ooeV"^  3     3— f» 

^t'iae  Haibaxo 

y        8g  gin»<rBin/?co8g 

cos  |i ya  y(i +m}i3^,») 


(12) 


(13) 
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wad  kann  hiernach  leldit  die  EHipee  ooostniireB,  indem  du  noit 
^,  nach  (7)  bestimmt,  an  die  HalbinmgBlinie  des  Winicels  AFB  saeh 
FA  hin  anträgt,  dann  anf  dem  erhaltenen  Schenkel  die  Exoeatricittt 
josinift 

2    abschneidet;  der  Endpunkt  ist  der  Mittelpunkt 


Hiermit  erlaube  ich  mir,  ciuon  weuig^^teus  teilweise  neuen  Bowois 
des  Satzes  zu  geben,  dass  der  Neunpunktekreis  eines  Dreieik?jci 
iiibescbriebeueu  Kreis  berührt.  Der  Beweis  ist  im  Anfange  dersdk, 
als  derjenige,  welcher  in  den  „Nouvelles  annales  de  matheinatiq«^ 
vom  Jahre  1866.  pag.  220.  geliefert  ist  und  zwar  in  einer  kleioei 
.  Abiiandinng  ^ote  snr  Ja  dötennination  des  points  de  coutact;  dt 
cerde  qni  passe  par  les  milieni  des  trois  cöt^  d'nn  triaagle  ei  «hft 
cercles  tangents  k  ces  cöt6s/' 

Der  Anfang  des  Beweises  in  dieser  Abhandlung  stQtzt  rieb 

seutlicii  auf  die  harmonischen  Eigenschaften  des  Kreises,  während dis 
Eude  etwas  künstlich  ähnliche  Dreiecke  benutzt.  Mein  Beweis  stfltrt 
sich  nur  auf  die  harmonischen  Eigenschaften,  wodurch  die  Kecbnoß- 
gen  fast  ganz  vermieden  werden. 

Das  Brdeck  am  ABC  (beifolgende  Figur),  die  Mitten  der  Seiten 
o,  ^,  e,  die  Berflhmngspunkte  der  Seiten  und  des  inbeschriebem 
Kreises  a',  b%  o';  femer  M  der  Schnittponkt  Ton  ab  «nd  a'b\  D  der 
Sehnittpoidct  Ton  BM  nnd  AC^  Dd  die  Tangente  von  Z>  an  dca  ii* 
beschriebenen  Kreis,  d  der  Berdhrungspunkt  Es  soll  bewiesen  «e^ 
den,  dass  Aet  Nennpnnktekr^s  den  inbMchriebenen  Kreis  in  d  bertü 

1)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  von  Dd  mit  resp.  BC 
AB^  sie  seien  E  und  F.  Diese  Linie  bildet  mit  den  Seiten  des  Drs* 
ecks  ein  dem  Kreise  a'b'e'  umschriebenes  Yierseit  Dieses  voUstii- 
dige  Yierseit  besteht  ans  3  einfiichen  Yierseiten  (Viereckea),  tff 
welche  wir  den  Satz  anwenden  können,  dass  die  Diagonalen  nnd  dk 
Yerbindnngslinien  der  Berthmngqiinnkte  der  Gegenseiten  ricfc  is 
einem  Punkte  schnöden.  Wir  haben  nun  folgende  eio&che  tk^ 
Seite:  ABED^  FBCD^  ACBF,  Ans  dem  ersten  Viereck  folgt,  dm 
t*d  nnd  AE  durch  den  Punkt  M  gehen.  Ans  dem  sweitca  14^ 
wenn  sich  CF  und  BD  in  H  schneiden,  dann  gehra  c*b*  und  «d 
durch  denselben  Punkt  A  Aus  dem  dritten  folgt,  wenn  sieb  ii£ 
und  CF  in  schneiden,  so  gehen  und  b^d  auch  durch  G,  — 
Die  4  Punkte  a'b*e*d  bilden  ein  Yiereck  im  angegebenen  KroK» 


R.  Hoppe. 


4. 


lieber  den  Kenpnnktekrels  des  Pieieeks. 
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•ssen  Diagooalpunkte  3/;      H  sind,  die  also  ein  System  hanno- 
ächer  Pole  in  Bezug  auf  den  inbeschriebenen  Kreis  bilden. 

2)  Die  Punkte  caG  und  chH  liegen  resp.  in  gerader  Linie.  Es 
Dämlich  B{G^  C,  //,  F)  ein  harmonisches  Strahlcnbttschel.  CM 

hneidc  AB  in  .V,  dann  wird  CN  in  M  halbirt,  was  leicht  eingesehen 
fd.  Die  Strahlen  BFy  BH^  SC  werden  nun  in  iV,  Jf,  C  von  einer 
lasrersale  geschnitteii,  nnd  da  diese  durch  den  einen  Strahl  halbirt 
id,  80  moss  der  vierte  sii  dieser  Tnmsversale  parallel  sein,  d.  h. 
ff  II  CN.  Sdmeidet  also  oG^  dfe  Linie  Ci^  in  O,  so  mnss  Ga^aO^ 
is,  da  Bs  s  aC  ist  Nun  ist  das  Bflschel  C{ß^  E,  3/,  A)  ebenftlls 
moniseh,  also  Qu  oder  aO  ist  parallel  AC^  d.  b.  es  Ist  CTa  die- 
Ibe  Linie  als  ae^  oder  Ga  geht  dorch  e. 

Ebenso  ist  A{G,  C\  H,  F)  harmonisch,  woraus  folgt,  dass  AH\\  CN. 
t  nun  Q  der  Schnittpunkt  von  CM  und  />//,  so  folgt  Qb  =  hU. 
»nso  ist  C{G^E^M^A)  harmonisch,  also  bU\\BC^  also  i^H  in 
nuier  Linie. 

3)  Es  werde  nun  Dd  von  ab  in  8^  von  cb  in  i2,  von  ae  in  P 
«ehnitten;  femer  CF  von  «6  in  CT,  AM  von  <A  in  TK,  nnd  jBZ>  von 

in  r.  Znnftchst  ist  M^E^G)  bamonisch,  nnd  da  a6 1|  FA^ 
mm  MS^ßü  sein,  a,  JU;  ^  IT  sind  aber  harmonische  Punkte» 

d  dieselben  anf  dem  harmonischen  Büschel  C(B,  AT,  i>,  J?)  Hegen, 

sollt 

ler,  weO  8M'^  8d  ist,  weil  Fe' »      nnd  ÜM\\  F^  ist 

WDSO  ist  3/,      G)  harmonisch  und  ae\^DA^  also  VF  ^  FG. 

1  sind  aber  cVaG  vier  harmonische  Punkte,  also 

er  da  ebenso  P(7  —  Alfst, 

An  wird  ebenso  beweisen,  dass 

iZd*  — /20.JB6 

caa  wir  nun  den  Kreis  durch  oSe  legen,  so  haben  nach  dem  eben 
engten  die  Punkte  P,  /?,  gleiche  Potenzen  fftr  beide  Kreise,  den 
Bonpanktekreis  und  den  inbeschriebeneu  Kreis  ahe^  also  ist  diese 
ilüe  i15  oder  Dtl  die  Chordale  beider  Kreise.  Da  diese  aber  den 
^  Kreis  und  zwar  in  d  berührt,  so  muss  sie  auch  den  andern  in 
snisclbeu  Punkte  berühren,  und  diese  Kreise  berüliren  sich  also  in  d, 

W.  Fuhrmann, 

Oberlehrer  «n  der  Benltehiile  anf  der  Borg 

fn  KSoigsberg. 
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EBiwtekeluif  tqb  logCl*^«). 

Ich  füge  noch  die  Entwickclung  von  log(l+^)  in  ^'inf  ^'i^^  \  ' 
auf  eine  neue  Weise  hinzu,  die  mir  deshalb  wohl  e^\vähuens^^trt  zu 
sein  scheint,  weil  sie  ganz  ohne  den  binomischen  Lehrsatz  gelasda 
wird. 

Es  sei 


also 
also 

Nun  ist 


log(l+y)  —  0,2^+0^-+... 

1  +  x 


1 


logU  +  a;)  — log(l+y)  =  log         —  ^a^ix^  —  ^) 


•Iso 


Wir  findea  also 


oder 


Oh 


Wir  setzen  nun  «  =>  y.  Es  ist  aber 


also 


da  die  übrigen  Glieder  der  rechten  Seite  fortfallen.  Es  ist  aber 


Hienuis  folgt  also 


(-!)*->.  ai 


Oft  — 


i 


Der  Coeffictent  oj  moss  natttrlich  auf  gewölmUclie  Weise  bestiniDt 
werden. 


Königsberg,  d.  5.  Jaa.  1878. 


W.  FahrmaBB.  1 
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6. 

£raUltoluir  te  Wertet  efaies  bertlMtM  latefnÜM. 

Das  2u  berechnende  Integral  ist 


(1) 


fir  den  Fall,  in  welchem  A  vaid  3  positiTe  Zahlen  sind  und  9>(u) 
game  a^gebraisehe  Function  von  «  bedeutet 

Fflhrt  man  !n  dem  obigen  Int^rale  fttr  ii  eine  neue  Variable  w 
Dittekt  der  Sobstatation 

um^a+(ß-a)w  (2) 

•  erhftlt  man 

1 

hht  man  der  Kürze  halber 
ad  entwickelt  man 

9(a+)w) 

Dttelit  der  MadanriniBchen  Beihe,  so  erhält  man: 

1 

e 

kann  diesen  Ausdruck  auch  so  schreiben: 

1  1 

9  0 

^  1  1 

aa  ist  bekanntlich  fflr  positive  Werte  von  p  nnd  q 


1 


Iglich  hat  man: 
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Beachtet  man  nim  noch  die  ftr  game  und  positiTa  Werte  m  • 
stattfindende  Gleichnng 

und  setzt  mau,  wie  schon  früher  bemerkt, 

80  Iftsst  sich  J  folgendenuaaaen  schr^ben; 

A(A  +  l)(A  +  2)  y3 

Setzt  man  hierin  ^t»)  =  1,  so  erhalt  man: 
ß 

folglich  ist: 

'  Wien,  d.  1.  Febr.  1878.  Simon  Spitaer. 


7, 

Berechnung  der  dritten  Seite  eines  Breiecks  aus  zwei  ^febes^ 
Selten  mnd  dem  Ton  diesen  eingeschlossenen  WinkeL  1 

Ist  a  die  unbekannte  Seite,  so  hat  mau  nach  dem  Cosinossstil 

a  —  y6>+<;*— 2fte.C0B^ 
die  allgemein  abliebe  Transformation  dieees  AttsdradsM  für  die  Jflgf 
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rithmisclie  Berechnung  bat  einige  Schwächen,  die  Bich  beim  Unter- 
richto  immer  wieder  fühlbar  machen. 

Wir  schlagen  deu  folgcudeu,  dem  Vcrstäuduisse  besser  cutgcgeu- 
kommendcu  Weg  vor. 

Nach  bekannten  Eigenschaften  des  I>reiecfc8  ist 

I  Idier  wird  T+i  mit  einem  echten  Bruche  mnltiplicirti  h^e  dagegen 
htdk  einen  solchen  dividirt  werden  müssen,  nm  es  dem  a  gleich  zu 

I  neben;  wählt  man  diesen  echten  Bmch  in  Form  eines  Sinns  oder 
CoflnoB,  so  ergibt  sich  a  in  einer  der  Formen: 

1)  a  =  (Z»-|-c)8iu9)         3)  a 

I 

2)  a  =  (&-fe)cos^        4)  a 

Ibch  den  beideu  ersten  erscheint  a  als  Kathete  eines  rechtwinkligen 

Brei^ks,  worin  b-{-c  die  Hypotenuse  und  (p  der  der  Kathete  gegen- 
ibertiegende,  ^  der  ihr  anliegende  Winkel  ist;  den  zwei  anderen  zu- 

Mgs  ist  a  Hypotenuse  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  wo  b—e 
Kathete  und  ^  der  ihr  gegenflberli^nde,  ^,  der  anliegende  Winkel 
ist  Damit  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  sogenannten 
Hilf 8 winke!  ausgesprodien,  zu  deren  Erläuterung  die  Figuren  1. 
isd  2.  dienen. 

Führt  man  nun  in  der  oben  aufgestellten  Gleichung  einmal 

'  cosil  —  2cos'^— 1, 

uauu 

cosil  =- 1— 2sin*  j 
cbi,  so  ergibt  sich  zunächst 

a  =  44C.COS«  ^ 

^ziehuugsweise 

a  —  |/(i-c)«  +  46c.sin»^ 
W  in  w^terer  Folge 


sin^x 

b  —  c 

cos^i* 
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Ahe . COS*  ^ 


V  -  ^ , 


1/      4^.  sin*- 


A 
2 


und  die  Verglcichoiig  mit  den  Gleidumgen  1),  2),  3),  4)  ergibt  io- 
forty  dass 

4ic . cos*  ^ 


4hef,  sin*  ^ 
cotg*yj  -  tg*i|;j  «.  ^^_^^a 

zu  setzen  ist,  welche  letzteren  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Hil^ 
Winkel  führen. 

Prag,  Deoember  1877.  K  daher. 


* 
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xnr. 

[  Eiuleitung  in  die  Theorie  der  Substitutionen 
;  und  ihre  AnWendungen. 


Von 

Herrn  Dr.  E.  Netto 

in  Berlin. 


HAiifig  genug  geschieht  es,  dass  bdm  ersten  Stadium  der  Snbstita- 
Hoaen  die  rein  formele  Seite  dieses  Gegenstandes,  das  Operiren  ndt 
Operationea  sowie  der  scheinbare  Ifangel  eines  realen  Hinteigrondes 
ermadend  oder  Terwinread  wiikt  Die  nachfolgende  Darstellnng  ent- 
,  iprang  dess  Bestreben  jene  Theorie  von  yom  herein  in  Besiehmig  snr 
{Algebra  sa  setzen,  der  sie  ja  ihren  Ursprung  Terdaalct,  nnd  so  den 
tngefftlirten  Mftngoln  cntgogcnzntrcten:  ein  Weg  der  in  dieser  Art 
bisher  noch  nicbt  eingeschlagen  ist  Es  kommt  mir  hier  nicht 
darauf  an,  neue  Sätze  oder  neue  Beweise  zu  geben-,  nur  der  Gang 
der  üntcrsuchunpen  ist  es,  auf  welchen  ich  die  Aufmerksamkeit  richten 
fflr>chte.  Dass  ich  nirgend  die  einschlägige  Litteratur  angefürt  liabe, 
ist  gleichfalls  nur  eine  F(dgo  jenes  Zweckes,  den  ich  mit  dieser 
Arbeit  elemeut^ireii  Charakters  verbinde. 

§  1. 

Wenngleich  es  für  den  ersten  Abschnitt  der  folgenden  Unter- 
tnchongen  nicbt  nötig  ist,  so  mögen  doch  schon  hier,  um  spater  einer- 
>  Kits  in  der  Theorie  der  Gleichungen  eine  analytische  Behandlung 
;  Iberbaupt  su  ermöglichen,  und  um  andrerseits  den  Schwierigkeiten 
'  tss  dem  Wege  zu  gehen,  welche  bei  allgemeinen  Fragen  durch  spe- 
aeOe  Werte  der  dabei  auftretenden  unabhängigen  Grossen  hervor^ 
gcnto  werden,  die  Codfidenten  der  von  uns  betrachteten  Gleichungen 
Ms  als  Veränderliche  angesehen  werdon.  Für  unsem  Zweck  reicht 
es  tos,  sie  als  Functionen  einer  und  derselben  unabhingigen  Grosse 
f  aaftirfiuseni  ^  seien  also  in  der  Gleichung 

T«ULXU.  15 


Ii. 
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(1) 


f(x)  S     — aia:»-*+«i«^"*—  ...  ±0»  —  0 


die  Coefticieuteu  ...  a„  Fuiictioucn  von  über  deren  Beschaff 
lieit  vorlautig  nur  bestimmt  wird,  dass  eine  .stetige  Aenderune  v.  d 
aucb  stetige  Aenderungen  von  Oj,  ...o»  zur  Folge  bat  Die  Wurzi 
der  Glcicbong  (1)  mögeu  mit 

(2)  y„  a-j,  ...  Xm 

bezeichnet  werden.  Es  ist  dann  bekanntlich 


(3) 


«I =      —  «1*1 

XiXffF^  ...  ar«  —  Oll, 


so  dass  das  System  der  durch  (3)  dofinirten  »1  Grössen  x„  ...  bs- 
seibc  ist,  wie  dasjenige  der  Wurzeln  von  (1).  £s  findet  dabet 
Idenütftt  stau 

(a  »  1,  2,  a,  ...  Ii). 

Beiin  Kftchstfolgendon  ist  es  flbrigeus  nicht  nötig,  die 

von  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  vorauszusetzen.  Im  Gegenteil:  es 
gerade  auf  Grund  dieser  Untersuchungen  ein  Beweis  für  die  Existe 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  gegeben  werden.  Di 
Detinitionen  (:{)   der  elementaren  symmetrischen  Functionen 
Zr^r^^...  werden  völlig  ausreichen,  so  dass  also  nicht  eigeiitlioli  \<»i 
der  Gleichung  (1)  und  ihren  Wurzeln  (2),  sondern  vielmehr  von  <U 
Grössen  (2)  und  der  zwiscbeu  ibueu  bestehenden  Identität  (4j 
Rede  sein  wird. 

§  2. 

Wir  betrachten  nun  eine  ganze  Function  tp  der  n  Grussen 

. . .  Xu.    Die  Coefficienten  derselben  mögen  Functiuueu  der  wiUki 
lieben  Veränderlichen  %  sein.   Aeudcrt  mau  in 

die  Aufeinanderfolge  der  Elemente  j-  derart  ab,  dass  mau  statt  sef?t) 
or^t,  Statt  Xf  ebenso       ...^  wobei  der  Complex  x^,,  a*/.,  ...  xi^ 

9X0»  beliebige  B«ibenfolge  der  GrOseen  «1,  ...  beseidM,  «r] 
erhUt  man  den  Ansdmclf 
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Wir  betrachten  zuerst  die  Art  der  DarsteUnng  eines  solchen  Ueber- 
gangee  von  «r|,  v«,  ...  rn  xa  «^i,  sr^,  ...  ov^,  den  man  Substitution 
nennt. 

Zuerst  kann  man  ihn  durch  das  Symbol 

Vbi,  fls«,  ...  <p«/ 

bezeichnen;  hier  wird  jedes  Elemeut  der  zweiten  Zeile  durch  das 
darüberstehende  ersetzt.  Diejenigen  Elemente,  welche  durch  die  Sub- 
stitution etwa  nicht  umgestellt  werden,  d.  h.  die,  für  welche  r;. -^a-i%j 

ist,  brauchen  gar  nicht  in  die  Klammer  aufgenommen  zu  werden. 

Zweitens  kann  man  jene  Substitution  auch  in  der  Form 

(•^l^ij'i    •  •  •)  •  •  •)  {i/^l^iÄ  •  •  •)  •  •  • 

•|  *   •«  * 

darstellen.  Hier  wird  jedes  Elemeut  einer  Klaninu'r  mit  Ausuanio 
des  letzten  durch  das  darauf  folgende,  das  letzte  der  Klammer  aber 
durch  ihr  erstes  ersetzt.  Da  wir  nun  auf  xx  folgen  Hessen  ^ti^,  so 

musate  natflriich  xi^  durch  x,  . ,  ebenso  ar/  durch  xi.  ersetzt  werden. 

Geht  man  von      aus,  ersetzt  dies  durch  ar^«,  dies  dann  durch  xg^^ 

u.  s.  w.,  so  kommt  man  schliesslich  zu  einem  Elemente,  auf  welches 
wieder  das  Anfangselement  x^  folgt  Damit  ist  man  dann  bei  dem 
cykliached  Fortrflcken  auf  das  erste  Element  zurflcl^gekommen  und 
der  Cyklus  ist  geschlossen.  Giebt  es  ausser  den  Elementen,  die  in 
diesem  ersten  Qyklus 

enthalten  sind,  noch  andere,  z.  13.  x»^  so  beginnt  man  mit  einem  der- 
selben einen  neuen  Cyklus  u.  s.  w.  Aucli  hier  ist  es  klar,  dass  die 
Elemente,  welche  die  Substitution  nicht  umstellt,  welche  daher  jedes 
für  sich  allein  einen  Cyklus  bilden  würden,  fortgelassen  werden  können. 

Endlich  drittens  kann  man  auch  noch  die  Substitutionen  in  Cyklen 
Ton  immer  nur  2  Elementen,  in  sogenannte  Transpositionen  zer* 
legen.  Hier  würde  man  erhalten 

« 

(XyXi^)  (x^Xi,)  . .  .  (XgXi^)  iXtXi.)  . . .  i 

denn  es  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  man  zuerst  uud  j-,,  vertauscht, 
und  wenn  ursprünglich  auf  ar,-,  folgen  sollte  x,.  ,  nach  jener  Vertau- 

sdrang  auf  xt  folgen  muss  xi.  ^  so  dass  der  Cyklus  (x^xi^  )  auftreten 
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wird,    lic'i  dieser  letzten  Metliode  ist  es  aber  uiclit  uötig,  alle  — ^ 

mOglicheii  Transpositionen  der  n  Elemente  x  zu  verwendes.  Elte* 
steht  nftmlich  die  Oldchung 

(Wft)  =  (^«acA)  (««ar/i)  (ar.arji), 

welche  so  anfenfassen  ist,  dass  man  die  aof  der  rechten  Seite  np- 
denteten  Operationen  nach  einander  aasfQrt.  Danach  wOrde  rechtsimt 

ita  durch  XX  ersetzt  werden  ;  die  zweite  Transposition  Hesse  dann  4 
ungeiindert,  wärend  die  dritte  es  wieder  duroh  ersetzt,  ?o 
Xu  tatsächlich  nngeändert  bleibt,  x).  würde  zuerst  durcli  /i  iiv^-i 
werden,  dies  dann  durch  a-/i,  und  -r^i  bleibt  in  der  dritten  Tran^pai- 
nngeändert.  Die  Richtigkeit  der  Gleicliung  ist  also  bewiesen.  An 
ilir  folL,'t,  dass  nur  diejenigen  Transpositionen  verwendet  zu  venia 
brauchen,  bei  denen  ein  Element  von  voi*n  herein  bestimmt  ist,  z  B- 
xa  =  x^.  Dieses  Element  kann  auch  in  jedem  Cyklos  als  du  ei^ 
anfgefasst  werden,  da  ja 

(ar,«A)  (ariU»i) 

oder  allgemeiner  auch  bei  Cyklen  von  mehr  als  zwei  Elemeateo,  dl 

{jttfisifitc  ...  Vmlfn^     (w«  ...  arnorn)' 
—  (av*rf  ...  afan)  —  (x^a  ...  arm) 

ist  - 

Die  meisten  Vorzüge  hat  die  zweite  dieser  drei  DarstdhlgH 
weisen.  Die  erste  leidet  trotz  ihrer  scheinbaren  Kinfai  hheit  an  eil» 
gewissen  Unübersichtlichkeit;  die  dritte  haupt.sächlicli  daran,  te  in 
allgemeinen  die  einzelnen  Cyklen  nicht  vertauscht  werde«  kOnDOü. 
oue  die  Substitution  zu  ändern,  ferner  daran,  dass  ein  und  ilasst^lV 
Element  mehr  denn  einmal  in  die  SubstitiUionsdarsteUung  cintrHea 
wird. 

Wir  wftlen  als  Beispiel  für  m  «  7  die  Folge 
'it      »89  «4»  «6»      «•1»  welche  durch        <r„  stj^  «4,  «i,  H 
ersetzt  werden  soll.  Diese  Sabstitution  wird  entweder  durch 

\x^x^^x^x^x^x^ ) 

rcsp.  einlacher  dnrch 

oder  nach  der  zweiten  Methode  durch 

(«ifl^«6)        (»4)  (a-J 

resp.  einfacher  durch 
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od  endlidi  nach  der  dritten  Art  durch 
resp.  darch 

(aPiÄ-a)  (a-iorj  (x^x^)  (arjOf,)  (ariar,) 

darzastelleu  sein.  — 

Soldier  Snbetitntioiien  zwischen  den  a  Elementen  rj,  ... 
Ipeiit  es  1.2.3  ...  n  —  n!,  wenn  die  Elemente  m  als  von  einander  ver- 
sdueden  angesehen  werden  and  wenn  (x^iasf)  ...  (xm)  als  Substitution 
nitgeiält  wird,  trotzdem  es  alle  Elemente  ungeftndert  lässt  und  da- 
her auch  kurz  « 1  gesetzt  werden  kann. 

§  3. 

Wendet  man  alle  diese  n!  Substitutionen  auf  ^(ft^  ...  Xu)  an, 
d.  h.  Art  man  jede  dieser  Substitutionen  der  a;  in  dem  Ausdrucke 
(p  durch,  so  erhalt  man,  den  durch  die  Substitution  1  hervorgcrafeoen 
arspnlDglichen  mitgerechnet,  n\  Ausdrücke.  Diese  braucheu  nicht 
säramtlich  von  einander  verschieden  zu  sein;  einige  können  den  ur- 
sprönglicbcu  Wert  (p{r^,  . . .  r,,)  wieder  annehmen ;  alle  werden  es 
sogar  tun,  falls  97  eine  symmetrische  Function  der  x  ist. 

Ist  z.  B. 

y(ar„  ...  «4)  ari.ar^-l-arj.af^ 
so  wird  der  Wert  von  9  durch  die  Substitutionen 

Qod  natflrttch  auch  durch  die  Substitution  1  nicht  geändert  Alle  an- 
deren Substitutionen  zwischen  den  x  liefern  dagegen  clncu  von  XiXg-\-x^x^ 
terschiedenon  Ausdruck  und  zwar  entweder 

oder  x^x^+x^,  — 

Alle  diejenigen  Substitutionen,  welche  ...  Xh)  ungeäudcrt 

Usscn,  und  deren  Anzal  r  seiu  mag,  sollen  mit 

*n  *ä»  *3}  •  •  •  **' 

bezeichnet  werden.  Bedeutet  also  ipa  das  Resultat  eiuer  kurz  mit  0 
beieichneten  Substitution  auf  9,  so  wird 

« 

werden.  (Hreubar  whrd  sich  die  Substitution  1,  weil  sie  ja  eben  keins 
der  X  umsetzt,  unter  den  •  finden;  es  möge  si^t  hier  und  im  Fol- 
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gendea  sein.  Der  YoraasBetniDg  nach  wird  keine  von  den  oUin 
venchiedene  Sabstitaüon    den  Wert 

V*'     9«!  =  Vi 

hervorbringen.  Wciidet  man  jetzt  anf  <jo  zwei  Substitutionen  nnsem 
Reibe  i^x  und  «u  nach  einander  an  und  deutet  das  SchlassresoltAl  ii 
äoUcher  Weise  durch  den  Index  an,  so  wird  auch 

VA* t/H     V/M  Vi 

werden;  es  muss  also  die  Substitation  <r,  welche  durch  die  Aofeinan* 
derfolgc  der  beiden  Sabstitntionen  »x  und  gebildet  wird,  gleicht 
in  der  Reihe  der  ^j,  ...  «r  enthalten  sein.  Wir  nennen  c  dss 
Prodact  der  Snbatitationen  «i  nnd  sfs  und  schreiben  demgemto 
—  dann  folgt,  dasa  auch  das  Prodnct  beliebig  vieler  t  wA 
wieder  in  der  obigen  Reibe  findet. 

Die  AusfUrung  solcher  Multiplication  ergicbt  sich  folgend«^ 
massen.  Sind 

.../     \iH't^  •••/ 

dio  beiden  Factoren,  so  ist 

das  Prodact  Nach  der  zweiten  Darstellangsart  folgt  ans 

{x^xi^xi.  ^ . . .)  . . . ,    und    {x^xk^xk^^  ...)... 
als  Factoren  das  Prodact 

und  bei  der  dritten  Art  endlich  braucht  man  die  Transpositionea  der 
zweiten  Substitution  nur  auf  die  der  ersten  folgeu  zu  lassen. 

Nimmt  man  also  in  dem  Beispiel  von  f  2.  noch  die  Sobetitaliit 
«fl  (^4?^)  der  ersten  —  («i«^6)(o!^7)  binsn,  so  urgiitl 
sich  als  Prodact  beider 

Man  sieht,  dass  bei  dieser  Multiplicatiou  eine  Vertauschnng  der  Fac- 
toren nicht  ouo  weiteres  gestattet  ist;  ff^su  und  s^si  sind  im  allge- 
meinen von  einander  verschieden.  In  unserem  Falle  erg&be  dieVsT- 
tauschung  der  Factoren 
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Die  s ,  welche  ...  xn)  ungcäiulcrt  lassen ,  bilden  also  eine 
geschlossene  Gruppe,  insofern  das  Produrt  zweier  unter  ihnen  wieder 
zn  den  x  gehört.  Mit  diesem  Nanioii  Gruppe  soll  stets  ein  System 
von  Substitutionen  von  der  angegebenen  Eigenschaft  bezeichnet  wer- 
den. Die  Anzal  der  Elemente,  welche  durch  die  Substitutionen  der 
(inippe  umgesetzt  werden,  also  hier  »,  hcissc  der  Grad;  die  Anzal 
der  Sobatitationen  selbst,  also  hier  r,  die  Ordnung  dor  Gruppe. 


S4. 

Schon  eine  einzige  Substitution  giebt  Veranlassung  zur  Bildung 
einer  Gruppe,  indem  man  sie  mit  sich  selbst  multiplicirt,  oder  ihre 
Potenzen  bildet;  diese  zusammen  bilden  eine  Gruppe,  deren  Ord- 
nung gleich  dem  Exponenten  der  niedrigsten  Potenz  von  s  wird, 
welche  den  Wert  1  erhält,  oder  auch  gleich  dem  kleinsten  Vielfachen 
der  Ordnung  der  einzelnen  Cyklen.  Enthillt  ein  Cyklus  die  Folge 
(x,x^3...  Tw),  so  wird  seine  zweite  Potenz,  jo  uacbdcm  m  gerade  oder 
ongerade  ist,  die  Form  haben 

oder 

seine  dritte,  jcnacbdem  m  ^  0  (mod.  3) 

i^i»^  .  • .  ATm— 2)  (flKf^fi^S  ■  *  *  'm-^i)  i^tP^^  •  •  •  'm) 

oder  m—l  (mod.  3) 
oder  m  =  2  (med.  3) 

(seiT^  . . .  a*m-ia'2a*5  . . .  rmjr^arg  . . .  Xm-2)' 

Die  flite  Potenz  und  folglich  auch  die  2m,  ...  te  Potenz  ftndert 
keins  der  Elemente  «i,  . . .  arm;  sie  wird  idso  «•  1. 

In  änlicher  Weise  wie  die  Potenzen  mit  al)S( fluten,  kann  man 
Jic  mit  positiven  und  negativen  ?'x])onenten  betrachten,  indem  man 
«-A  j^is  die  Sabstitationen  ansieht,  welche  den  Gleichungen 

genfigen.  Wenn  t  die  Ordnung  Ton  «  ist,  d.  h.  wenn  =  1  wird,  so 
kann  natOrllch  auch 

detinirt  werden. 
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FOr  die  obige  Snbttitatlon 
ergeben  sich  die  PotenM 

••-1.  - 

Sind  zwoi  SubstitutioncD  si  und  gegeben,  so  bat  man,  nm  die 
Gruppe  kleinster  Ordnung  zu  finden,  der  beide  angeboren,  nicht  dbi 
die  Potenzen  sx^  und  Sfif  zu  multipliciren,  sondern  man  muss,  di  ii 
allgemeinen  «^«#1  Ton  «^«a  venchieden  ist,  sftmmtüche  Ck^oiplexe 

bilden ,  bis  alle  üborbaupt  bei  einem  Producte  von  m  Factoren  aal- 
tretenden  Substitutionen  scbon  unter  den  frtihercn  enthalten  sii»L 
Daun  sind  nämlich  die  von  m-\-l  Factoren  auf  solche  von  höchst- 1.^ 
m  Factoren  reducirbar.  .ilso  sind  auch  sie  schon  siimmtlich  uuttr  d-^ 
aufgestellten  Substitutionen  enthalten.  Von  allen  so  erlangten  «erüei 
nur  die  von  einander  verschiedenen  beibehalten;  diese  bilden  die 
langte  kleinste  Gruppe,  welche  die  Substitutionen  u  nnd 

Für  die  oben  betrachteten  Substitutionen 

n  ^  (a^x^tHa^i)  und  = 

ergiebt  sich  auf  diese  Weise  eine  Gruppe  der  Ordnung  24.  Vertan 
mau  aber  in  der  angegebenen  Art  mit  zwei  beliebig  gebildeten  Substitu- 
tionen, so  erhält  man  als  Gruppe  im  allgemeinen  alle  n\  üborban]i< 
möglichen  Substitutionen.  Es  ist  ein  ebenso  wichtiges  wie  schwierigf  i 
Problem  «a  und  s^i  so  zu  bestimmen,  dass  die  Ordnung  der 
ttrenden  Gruppe  kleiner  als  m!  wird. 

Dass  in  unserem  Beispiele  eine  Gruppe  der  Ordnung  24  5t»rt 
eiucr  solchen  der  Ordnung  7!  sich  ergab,  folgte  daraas,  dass  ni^M 
alle  Elemente  unter  einander  in  Verbindung  standen.  Nur  /i-.,-: 
einerseits  und  andererseits  a-^J^i^-QX-,  vertauschten  ihre  Plätze  ncur 
einander;  zwischen  bcitkn  Systemen  bestand  aber  kein  Zusammen 
So  lieferten  die  ersten  für  sich  31  die  letzteren  4  Snbstitutio 
und  im  ganzen  eigaben  sich  dann  hier  3!  4  «  24  Substitutioaei 

Gruppen,  bei  welchen  alle  Elemente  mit  einander  in  Virbin 
stehen,  heissen  transitiv,  solche  bei  denen  dies  nicht  der  I  Jl  i^^, 
intransitiv.  Die  erstere  Art  ist  die  wichtigere,  da  jede  iutran"?i'.:\ f 
Gruppe  sich  auf  transitive  reduciren  lässt,  und  da  in  der  Theom 
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Gleichangen  die  transitiven  Qrappen  zu  den  irrednciblen  Gleichuogen 
in  &Dgu  Beziehung  stehen. 

In  einem  anderen  Falle  erhält  man  gleichfalls  Gruppen,  deren 
Ordnung  kleiner  als  n!  ist,  wenn  nämlich  die  beiden  Substitutionen 
n  and  «/I,  welche  sie  erzeugen,  vertauschbar  sind,  d.  h.  wenn 

ist  Dann  sind  n&mlich,  wie  man  leicht  beweist,  auch  ihre  Potenzen 
vertauschbar 

und  daraus  folgt  danD,  dass  jede  Substitatlon  der  Gruppe  auf  die  Form 

gebracht,  also  auf  zwei  Factoreu  reducirt  werden  kann. 

80  sind  stets  zwei  Potenzen  derselben  Substitutioii  vertauschbar, 

ferner  auch  solche  Substitutionen,  welche  keine  Elemente  gemeinsam 
haben  p  endlich  aber  auch  aUgemeiuere  wie  die  im  §  3.  gefundenen 

hier  ist 

Der  zweite  dieser  Fälle  zeigt  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes : 
Wenn  man  die  Substitutionen  zweier  Grupi)en,  welche 
keine  gemeinsamen  Elemente  besitzen,  mit  einander 
mal tiplicirt,  so  entsteht  eine  intransitive  Gruppe,  deren 
Grad  gleich  der  Summe  der  Gradzaien  und  deren  Ord- 
nuag  gleich  dem  Producte  der  Ordnungszalen  der  ur- 
•prftBglicben  Gruppen  ist 

§  5. 

Zn  den  vorstehenden  Untersuchungen  waren  wir  dadurch  gelan;.»t, 
dass  wir  die  Gcsammtheit  der  Substitutionen  betrachteten,  welch»'  den 
Ausdruck  einer  gegebenen  Function  nicht  ändern  sollen.  Diese  an  Zal 
mindestens  1  und  höchstens  u!  bilden  eine  geschlossene  Gruppe  des 
Grades  1»,  derart  dass  das  Product  zweier  Substitutionen  der  Gruppe 
wieder  so  derselben  gehdrt  Jeder  Function  der  n  Grössen  «i, ...  xn 
Ist  eine  solche  Gruppe  zugeordnet.  Umgekehrt  kann  man  gleichfiills 
MlfeD,  dass  zu  jeder  Gruppe  des  Grades  »  auch  Functionen  von  a^, 
gehören,  welche  fUr  sftmmtUche  Substitutionen  derselben  und 
nur  ftr  sie  ungeftndert  bleiben.  Es  wird  durch  diesen  Kachweis  ein 
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Zusammcuhang  zwischen  den  Gruppen  und  den  Functionen  herge^^trlli, 
80  das8  die  Erforschung  der  einen  auf  die  der  andern  rcducirt  wer- 
den kanu-f  die  scheiubar  rein  formale  Operatiou  der  Sabstitution*  u 
erh&lt  dadurch  einen  realen  Hiutergrand  und  eine  wichtige  Anwenfaug. 

Gesetzt  man  hätte  eine  Function  rp  der  n  Grössen  -r,,   

welche  für  eino  jede  Sul)stitution  s  des  Grades  n  zwischen  den  r 
ihren  Wert  ändert;  wenn  nun  eine  beliebige  Gruppe  ^If  mit  den  Sub- 
stitutionen 

•l  ^  1)  'jj  *S)  •••  *r 

gegeben  ist^  so  wird  die  Function 

in  welcher  w  eine  wilULArliche  YeriUiderliehe  bedeutet,  für  jede  Sub- 
stitution der  Gruppe  V  ihren  Wert  behalten.  Es  unterscheidet  pck 

nämlich 

von  t/',  nur  durch  die  Factorenfolge;  und  wenn  umgekehrt  o  »  in« 
nicht  zu  ^  gehörige  Substitution  ist,  so  wird  t^<r  von  verschieden 
sein.  Denn  man  hatte  im  entgegengesetzten  Falle 

^1  =      -=  (m— 9>o)(tt  — SP««a) 
keiner  der  Ausdmcko 

ist  einem  der  früheren 

9»»^  ••• 

gleich,  da  ja  9  der  Voraussetzung  gemftss  »1  Werte  hat;  es 
daher  die  Gleichung 

welche  in  u  vom  Grade  r  ist,  minde^teus  die  2r  verschiedeueu  Wurzel 

besitzen.  Dies  ist  nur  nirtglirh,  wenn  t/'i  identisch  0  ist,  was  aU 
hier  nicht  eintreten  kann.  i^  ist  also  wirklich  die  Ftnn  tion,  wekfc 
für  alle  Substitutionen  von  und  nur  für  diese  uugeändert  bleib' 
Es  verdient  bemerkt  zn  werden,  dass  beim  obigen  Schlüsse  die  Eiit 
Stenz  von  Wurzeln  nicht  vorausgesetzt  ist,  sondern  nor  der  leicb 
ersichtliche  Satz ,  dass  eine  Oleidiung  rten  Grades  nicht  nsehr  als  < 
Wurzeln  haben  kann. 

Die  Constrnction  der  hierbei  gebrauchten  Function  tf,  weidM  ■ 
Wgrte  hat,  geschieht  folgeudermassen;  Sind  die  x^,  Zf,  ...  fw 
einander  unabhängig,  so  wird  schon 
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der  Bedingung  gcnflgeo,  falls  die  Ck>D6tMiten  «  allo  von  dnandcr  ver- 
MUedea  sind;  denn  man  kann  ^k—Vi  nach  den  x  ordnen,  so  dass 
■an  hat 

snd  dieser  Aosdrock  kann  für  von  einander  anabhängige  x  nur  ver- 
schwinden, wenn  allgemein  «»j^    «x  ist,  wenn  die  Sabstitation  also 

kein  m  umsetzt,  d.  b.  ffdeh  1  wird 

Aber  selbst,  wenn  eine  Abbingigkeit  zwischen  den  »  besteht,  gicbt 
es,  sofern  nnr  nicht  zwei  der  x  einander  gleich  werden,  unendlich 
viele  Systeme  der  er,  flkr  welche 

9  =  «i^^i  +  «»^a+  •  •  •  +  ^t*^» 

m!  Terscbiedonc  Werte  bat  Denn  wäre  für  jede  Wal  der  a  ein  <prt 
cbiem  fpt  gleich,  8o  müsste  das  Prodact 

(a,  T  »  1,  2,  ...  nl;  c  ni^ßeich  t) 

idenliich  wscbwinden.  Ava  dem  Frodncte  beben  wir  nun  diejenigen 
Fsetoien  9« — tpr  heraus,  bei  denen  der  Coeffident  von  a,  nämlich 
f^^—xt^  yersch windet  und  setzen  das  obige  Product 

wo  3/'  von  ßj  unabhängig  ist.  Soll  nun  dieser  Ausdruck  für  jede 
^Val  der  Werte  von  a  verschwinden,  so  geschieht  dies  auch  dann, 
^cnn  man  a^,  ct^^ ...  cr„  willkürlich  annimmt,  aber  derart  bestimmt, 
ÖMB  es  keinen  der  Werte 

"PK' 

orhält,  deren  Anzal  ja  höchstens  n!  und  von  denen  keiner  x  ist. 
l)cr  zweite  Factor  verschwindet  dann  sicher  für  die  getroffene  Wal 
ticr  a  nicht;  es  müsste  also  M'  bei  beliebiger  Wal  von       «9, ... 
lioll  werden.  Nun  können  wir  ebenso  wieder  anordnen 

wobei  M"  von  «9  unabhängig  ist  Wälen  wir  v,,  «4, . «»  wieder  will- 
kftriieh  und  nehmen  >o  an,  dass  keiner  der  Factoren  i^"+i^"flrt 
lenchwindet,  dann  erkennt  man,  dass  schon  W  für  Jede  Wal  von 
^  «4,  . ..  Null  werden  muss,  u.  s.  w. 
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Da  aber  in  keiner  Diffetens. 
verBchwinden  kdnaen,  so  kottml  man  ecUieedieh  anf  eia  ü*,  icttai 
eine  Gonataate  «ad  dalier  Sa  ansereai  Falle,  wo  dieielba  ilaiUi 
Tencbwiaden  Mdl,  gleich  Kall  werden  mtsste.  Das  ist  atar  anOifHk 

Das  Prodact 

kann  also  nieht  IdeatiBch  Noll  sein.  Man  kann  daher  stels  Wert* 
systone  fthr  die  «  walon,  für  die  alle  n!  möglichen  Werte  Toaf 
yerscbieden  sein  werden. 

So  haben  wir  geseigt: 

Für  jede  Function  git'bt  es  eine  Gruppe  von  Substi- 
tutionen, deren  Anwendung  auf  die  Function  den  Abs* 
druck  derselben  nicht  Ändert 

Für  jede  Gruppe  von  Substitutionen  giebt  es  Fsäc- 
tionen,  die  fOr  alle  Substitutionen  der  Gruppe  and  iii 

für  diese  ibreu  Wert  uiclit  iiudorn. 

Offenbar  giebt  es  nnondlich  viele  Fnnetionen,  weldie  dencta 
Gruppe  angeordnet  sind;  x.  B.  werden  alle  rationalen  ganaen Fn^ 
tionen  einer  Jeden  dazn  geboren.  Von  dem  algebraischen  Zobsbuks- 
haage  aUer  dieser  Fnnetionen  wird  spfttor  die  Rede  aeia. 

Uebrigcns  liefert  die  hier  gegebene  Ableitung  zwar  stets  die 
forderten  Functionen,  meistens  aber  in  viel  zu  complieirten  Aosdrackm 
So  wOrde,  wenn  man  von  der  im  §  3.  aufgestellten  Gruppe 

h  (-^i*"«);  (V4^;  ('1^2)  (-^3^4);  ('i^sVa); 

uiis^'inge,  die  zugehörige  Function  in  der  scliwerfälligcn  Form  cinM 
Productes  von  b  Factoron  u  —  [<ti-ti, +<'2J'#, -j-'faJ'i, -|-a4Jf,  J  erscheiDoa. 
Wärend  wir  wissen,  dass  die  Function  9  =  a-i-a^j+'a'A  der  Forde- 
rung bereits  genügt 

Znnftchst  wollen  wir,  nm  von  dem  eben  dargelegten  Zossdm^ 
hange  zwischen  Gruppen  und  Fnnetionen  einigen  Vorteil  sa 
mit  seiner  Hülfe  allgemeine  Gruppen  fftr  eine  bcliebigo  GradaUa 
bilden. 

1)  Alle  nl  Substitutionen  awischen  n  ElotteBtoa  bU* 
den  eine  Gruppe  des  Grades  n  und  der  Ordnaag  al|**^ 
•  hoisst  die  symmetrische  Gruppe.  Die  Existens  der 
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kt  klar;  die  m  ihr  gehörigen  Functionen  sind  die  symmetrischen. 
Die  Gruppe  ist  transitiv  d.h.  sie  setzt  alle  Elemente  mit  einander 
m  Verbindung,  ja  sie  ist  sogar  n — Ifach  transitiv,  d.  h.  es  giebt 
in  der  Gruppe  Substitutionen,  welche  n — 1  beliebig  gewälte  Elemente 
auf  n — 1  beliebig  gewälte  andere  folgen  lassen. 

2)  Alle  Snbstitiitioiien,  die  ans  je  einer  geraden  An- 
lat  TOB  Transpositionen  besteben,  bilden  eine  Gruppe 
des  C^rades  n  und  der  Ordnung  inl]  die  Gruppe  heisst 
die  alternircudc  Gruppe.  Die  Existenz  der  Gruppe  leitet  man 
am  einfachsten  aus  der  Existenz  der  zu  ihr  gehörigen  alternirenden 
i  uuctionen  al).  Wir  bezeichnen  die  n  Grossen  statt  mit  xx  hier  der 
Eiufachheit  halber  mit 

o,         Cy  ky  ly 

md  bilden  das  Prodnct  der  \  n  (»  —  l)  Differenzen 

(<?  — a),  (e— *), 

(J-fl),  (d-h),  iä'-'C), 


a-a),  (/-i),  

lulches  wir  mit  <p  bezeichnen.  Baun  ist  q>  die  verlangte  alternirendo 
i^unction.  In  der  Tat,  sind  «  und  ß  irgend  zwei  der  obigen  u  GrOs- 
ieo,  welche  sich  in  die  Ueihe  derselben  wie  folgt  einordnen 

a,      ...  /,  a,      . ..  Ä,      *,  ...  2, 

to  gebort  die  Differenz  ß—a  zu  den  Factoren  von  tp.  Die  übrigen 
^actoren  von  9,  iveicbo  a  oder  ß  enthalten,  gehören  einer  der  drei 
leihen  an 

(«-a),  ...  (a^J)        tf-«),  ...  tf-/); 

O7-«),  ...  (h-a)  iß^g),  ...  (/J— /Oi 

(•-«),  ...  (l-a)  {i-ßU  ...  {l-ßh 

Ke  Factoren  jeder  einzelnen  der  dr^  Reihen  kann  man  derart  gmp- 

ireu,  dass  das  Prodnct  derselben  durch  die  Sabstitntion  {aß)  nicht 
lodert  wird,  nämlich  so: 

<«— a)tf-a),  ...5 

igef?cn  wandelt  die  Trauspositiou  (aß)  die  Differenz  (ß—n)  in 
i—ß)  um  und  ändert  die  Factoren,  welche  weder  «  noch  ß  ent- 
ilten,  überhaupt  nicht.  Die  Transposition  (aß)  wandelt  daher  q>  in 
-^p  um.  Das  Produet  zweier  und  daher  auch  jeder  gcra- 
ea  Anzal  von  Transpositionen  l&sst  folglich  <p  un- 
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ge&adert  Das  Prodaci  ans  einer  ungeraden  Aaxal  rea 
Traif  Positionen  Terwnndelt  ^  in  — 9« 

Da  ferner  oben  §  2.  gezeigt  ist,  dass  jede  Substitution  in  ein 
Product  von  Transpositionen  zerlegt  werden  kann,  so  folgt,  dass  <p 
überhaupt  nur  die  Werte  -\-(p  und  —(p  hat;  femer  dass,  wenn  eine 
Substitution  einmal  in  ein  Product  aus  einer  geraden  oder  ungerade» 
Anzal  von  Transpositionen  zerlegt  wird,  jede  andere  Zerlegung  d«"- 
sdben  wieder  den  gleichen  Charakter  hinsichtlich  der  genuien^rmp^ 
nngeraden  Aozal  von  Factorcn  behält 

Multiplicirt  man  alle  verschiedeneu  Substitutionen,  welche  aas 
einer  geraden  Auzal  von  Transpositionen  zusammengesetzt  sind,  mit 
ein  und  derselben  Transpositiou,  so  erhalt  man  ebenso  viele  verschie- 
dene Substitutionen,  weh  he  aus  einer  ungeraden  Anzal  von  Tnins- 
positionon  bestehen ;  es  gicbt  also  mindestens  ebensoviele  der  zweiten 
als  solche  der  ersten  Art;  umgekehrt  findet  aber  dasselbe  statt:  die 
Anzalcn  der  Substitutionen  beider  Arten  sind  also  einander  gleich, 
und  die  Ordnung  r  der  altei-nircnden  Gruppe  ist  gleich  der  EftlA« 
der  Ordnung  der  flymmetriscbeu  Groppe,  d.  b. 

Man  erkennt  numittolbar,  dass  die  Gmppe  n— 2fneli  trnnnitiT  iit 

3)  Bezeichnet  j/  die  hdchste  das  Prodnct  1.2...«  lel» 
lende  Potenz  der  Primzal  1»,  so  glebt  es  eine  GrnpfO 
des  Grades  %  und  der  Ordnung  pf. 

Für  n  <    ist  das  Theorem  klar.  Denn  ist  a  («j  *  <  f)» 

80  sind  aus  den  Zalen  1,  2,  ...  n  nur  is  2p,  ...  ap  und  twar  jede 
dnreh  die  erste  Potenz  von  p  teilbar;  es  wird  also  f^a.  Dakr 
nimmt  man  ans  den  »  Elementen  a  Systeme  von  je  p  Eiemeatea 
heranSf  bildet  ans  jedem  men  QyUns,  (wobei  wir  beqaemerer  Be- 
zeichnung wegen  nur  die  Indices  der  m  angeben)  nftmlicii 

(1,        2,    ...  ;)); 
J»+2,  ...5Jp)i 
^-       (2p+l,  2p+2,  ...%»); 


und  die  Gruppe,  welche  aus  diesen  a  Substitutionen  besteht, 

— «J 

wird  die  verlangte  sein.  Jene  a  Subsütationen  haben  n&mlich  kaia 
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HeMit  nit  einander  gemeii;  ilue Ordmng  ist  alfo  aaeli  }4.  gleidi 
den  Piediicte  der  einielneB  Ordmnigeii,  d.  Ii.  glelcli  p*. 

Ist  aber  n  =- p*,  so  wird  /«ii-J-l.    Denn  jede  der  ersten 
Zalea  der  B^e 

I»,      3p,  ...  (fi — l)p,  p.p 

ist  dnrch  die  erste  Potenz,  die  letzte  ist  dagegen  durch  die  zweite 
I'otenz  von  j)  teilbar ;/ wird  hier  also  =|>+1,  und  die  Gruppe  der 
P  wie  oben  gebildeten  Substitutionen 

fe>      ...  *p] 

leidit  daber  gcmäu  ihrer  Ordnung  pp  nicht  mehr  aus.  Nimmt  man 
aber  zu  9*  noch  die  Substitution 

P+h  PP—P+h  2,  p+2,  ...  pp—p+i, 

3,       Pj  2p,  ...  p*) 

biozo,  welche  alle  Elemente  umCasst  nnd  die  £lemonte  der  ein- 
leinen  p  Cyklen  verbindet,  ao  wird 

^  —  h»     •••  *Pi 

die  verlangte  Gruppe  sein.  Zuerst  ist  es  ersichtlich,  dass  die  ersten 
1  Potenzeu  von  ^^i+i  nicht  in  W  vorkommen,  wiircud  die  pia 
iMTeits  in  ^  enthalten  ist;  ferner  dass  alle  p.jyP  Substitutionen,  welche 
aas  der  Multipiication  von  «p+i"  (a=0,  1,...,  p — 1)  mit  einer  Sub- 
!^titation  von  ^  entstehen,  von  einander  verschieden  sind;  endlich 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass 

'i'«p+i     ^/»-(-i-^s  nnd  allgemein  ««.#^41  «^-M.tc^i 

i^,  dass  man  also  jeden  aus  den  «  gebildeten  Ausdruck  durch  Yer- 
taiuchnng  nebst  entsprechender  Vcrändemng  der  Factoren  ««  in 
oder,  wenn  «  —  p  ist,  in     anf  die  Form 

...       («,  ß,  y,  ...  4^  » 1,  ...  1) 

^  ringen  kann.  <P  hat  daher  auch  nicht  mehr  als  p.p'^  Substitationcn 
oud  genflgt  also  der  att^gestellten  Bedingung. 

Ist  w<Cp^  also  n  =  ap* hp -\- c  (a,  /v,  c  <C  p),  so  wält  man 
0  Systeme  von  je  p*  Elementen  und  ff  Systeme  zu  je  p  Elementen, 
l^il'iet  aus  jedem  einzelnen  Systeme  die  cutsprechende  Gruppe  und 
^iiultiplicirt  diese  mit  einander.  Die  cutstehoudc  Gruppe  entspricht 
den  Bedingungen.  Denn  das  Product  der  Zalen 

(«— l)p»+l,  ...  (a-l)p«+p,  ...  <ip»  (a<p) 

bt  eben  nur  durch  dieseLbo  Potenz  von  p  teilbar,  als  dasjenige  von 
1       »  P       »  •••  P^' 
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Ist  dagegen  n  =»  p^,  so  kommt  fftr 

durch  das  letzte  Glied  eine  neue  Potenz  von  p  dazu,  so  dass  iu  diese« 
Falle  die  Multiplicatiou  der  Tcilgruppen  nicht  genügt ^  hier  aiaat 
man  aber,  genau  wie  bei  m  »  noch 

•=(li  P+h  -l»'— 2,  jp-l-2,  ...  ...  p,  2p,  ...p*) 

binzu  und  zeigt  genau  wie  in  jenem  Falle  die  Bichtigkeit  deiat^ 
gesteUten  Satsos. 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  angewendeten  Sclilasse  aUgeneiB 
gültig  sind. 

Im  Falle  dass  n  eine  Potenz  von  p  -ist,  wird  die  Grnppe  tmüi^ 
sonst  nicht 

§7. 

Wir  haben  in  §  r>.  gesehen,  dass,  wie  zu  jeder  Fuuctiiin 
eine  Grui)i)C  gehört,  deren  Substitutionen  den  Wert  der 
Function  ungeündert  lassen,  so  auch  zu  jeder  Groppc 
Functionen  gehören,  deren  W^ert  nur  für  die  Substi- 
tutionen der  Gruppe  ungetliulert  bleibt;  wir  liaben  femtf 
im  §  G.  einige  Gruppen  wirklich  gebildet  und  kehren  nun  m  d«« 
Untersuchungen  des  §  3.  über  die  verschiodenen  Werte  einer  Fsoctias 
zniück. 

Wonn         ...  th)  keine  symmetrische  Function  ist,  oder  ml 

anderen  Worten,  wenn  die  Substitutionen  «,  1,  Äg, ...  tr  der  Groppf 
O,  welche  (jp  uugeändert  lüsst,  nicht  alle  möglichen  «!  Substitutiowf 
erschöpfen,  so  nimmt  q)  durch  Vormiitelung  einer  Substitution  6  Bocfc 
einen  anderen  Wort  q>a  an.  Wendet  mau  auf  (f  a  umgekehrt  au, 
dann  ein  belle liigcs  der  Gruppe  <P,  darauf  wieder  ff,  so  geht  (fi 
dadurch  zuerst  in  <p  über,  bleibt  dann  ungeündert  und  verwandell 
sich  darauf  wieder  in  (jp^,  d.  h.  die  Aufeinanderfolge  oder  das  Ff»* 
duct  der  Substitutionen  a-\  ex^  a  lässt  9«  ange&ndert 

Es  heklUt  also  ipa  mindestens  für  die  r  SnbstitntioBeB 

denselben  Wert ;  aber  auch  nur  für  diese.     Denn  aus  qptf.r  =  f# 
folgt  q>ata~^  =  (ft,  also  ist  arc?-^  =  «/.  und  t  =  a-^{öxa-^)o  ^c-^d^ 
wie  behauptet  war.    kindlich  sind  alle  Substitutionen  jener  Keiiie  , 
einander  verschieden.  Denn  aus  der  Gleichnng 

o-W(S  =  o^hfiC  folgt  unmittelbar  «a  = 


I 

Oigitized  by  Google 


• 


itr  Sühtiilittmun  md  ihn  Ainomdmigtit,  241 

El  bleibt  daher  9«  gldcbfoUs  fOr  ^e  Gruppo  0^  der  Ordnung  r 
ngelndert 

Dass  die  neuen  Substitutionen  wieder  eine  Gruppe  bilden,  cr- 
giebt  sich  nicht  nur  aus  ihrer  Eigenschaft,  q}a  unverändert  zu  lassen, 
sondern  anch  aus  ihrer  Form.   Das  Product  zweier  von  ihnen 

erscheint  nlmlich  in  derselben  charakteristischen  Darstellnng,  welche 
jeder  Factor  besass. 

Ebenso  ist  es  leicht  tn  sehen,  dass  alle  Substitutionen  «a^  den 
Aosdnick  ^in^«  flberfbren  nnd  dass  dies  die  einzigen  sind;  femer 
dissdie  2r Substitutionen  8),a  {k  =  1,  2,  ...  r)  von  einander  ver- 
schieden sind.  Bei  den  8X  und  a-h).<s  braucht  eine  solche  Verschie- 
denheit nicht  aufzutreten;  es  küuueu  nicht  einmal  sämmtliche  r  Sub- 
stitutionen der  einen  von  denen  der  andern  Art  verschieden  sein, 
da  ja  schon  die  Substitution  5^  ==  1  gleichfalls  a-h^a  =  1  ergiebt. 

Erschöpfen  die  2r  Substitutionen  noch  nicht  alle  « !  mög- 

lichen, so  giebt  es  für  eine  neue  Substitution  x  auch  einen  neuen 
Wert  <]Pr.  Für  diesen  bleiben  alle  obigen  Sdüflsse  in  Kraft,  d.  h. 
fv  bleibt  für  alle  r  Substitutionen  der  Gruppe  r-^nt  unge&ndert; 
9]  vrird  durch  alle  Substitutionen  des  Systems  ayr  in  tpt  flbeigeflirt; 
afie  3r  Substitutionen  «a«  «Atf,  «At  ...  r)  sind  von  einander 

VHidtieden.  In  derselben  Weise  kann  man  weiter  gehen,  bis  alle 
sl  mOc^idieB  Substitutionen  etschOpft  sind.  Daraus  folgt: 

I.  Die  Ordnung  r  einer  Gruppe  ^  von  n  Elementen 
ist  ein  Teiler  von  nl. 

IL  Die  Zahl  p  der  Werte  einer  Function  fp  von  nVer- 
ftnderlichen  ist  ein  Teiler  von  7t!. 

HL  Das  Product  aus  der  Zal  9  der  Werte  einer 
Function  9  in  die  Ordnung  r  der  zu  ip  gehörigen  Gruppe 
ist  nl 

IV.  Sind  qPi,  ...  q>Q  die  g  Werte,  welche  (p  anneh- 
men kann,  und  gehört  zu  (p^  die  Gruppo  (Z>j-,  entstehen  fer- 
ner 981  •  •  ^1  durch  Anwendung  der  Substitutio- 
nen tfj  «- 1,  80  gehören  zu  ^i,  ^S)..* die  Gruppen 
^1»  ^  •••  ^9  Substitutionen 


MUIL 
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Diese  Art  der  Abldtung  von  0~^«a0  beisst  Trtitf«- 

mation  tob  «a  durch  a;  o-^^Aa  ist  die  Tran8foriiiirteToi4 

durch  «r.   Wir  wollen  zeigen,  dass  die  Transformirte  ö-^ija  mit n 

in  der  Zal  der  Cyklcn  und  der  Zal  der  Eleineiite  jedes  difflh« 
Cyklus  tibcreiustimmt,  so  dass  mau  Q~'^aiQ  aus  erhält,  indem  mm 
jedes  Element  von  »x  durch  dasjenige  ersetzt,  welches  c  darauf  i  «Igei 
lässt,  und  dass  man  also  nach  unserer  ersten  Bczeichuaug  sdireiba 
konnte 

-  . 

In  der  Tat,  es  mOgen  C|,  «e^  ...  einen  Qyklos  von  «i  bitdeHiVi 
es  möge  o  die  Elementenfolgcn  ariort.,  ar^jt,,  ars^i,,  ...  enlhtltes,  «• 
wenn  z.  B.  ar^  nicht  in  «  Torkommt,  i-,  s  2  zn  setzen  ist  DmÜrt 
tf-^  das  Element  art^  nach  ar^ ,     fort  ar^  nach  %  nnd  s  ftrt  i| 

in  arik,  Uber;  es  tritt  daher  an  Stelle  von  t^x^  Jetzt  tti^  ii^^v% 

In  gleicherweise  wie  von  transformirten  Snbstitntionea  sprecht 
wir  aneh  von  transformirten  Gruppen»  so  dass  z.&^i> 
Transformirte  von      durch  «t  oder  dass      —     ^^^s^  isL 

So  sahen  wir,  dass  die  Function 

drei  Werte  habe,  nnd  dass  ihre  Gruppe  von  der  Ordnuqg  8  lei  Di* 
Substitution  9  =  (a^asg)  gehOrt  nicht  zu  der  Gruppe     von  ft 

(«|ars)(d^4);   («i«4)(aM);  («iflr^^grt); 

a  wandelt  9^  in  9a  »^i^^-i^Vs        dasselbe  tun  alle  iia^  \^3^ 

(xjx^xajj    (j^y^Aji    (a^iX^XjXj);  (x^x^x^. 

Diese  16  Substitutionen  erschöpfen  noch  nicht  alle  41  nflglicha; 
r  —  (arsflTs)  gehOrt  nicht  zu  denselben;  man  erhält  9f  ss 
und  die  fehlenden  8  Substitutionen  erhält  man  durch  die  <it: 

(Va);   (aPiafaJri);   («tara»:*);  («iflV?4«i); 

Die  Beweise  der  soeben  aufgestellten  Sätze  beruhen  darauf,  Siö 
wir  alle  überhaupt  möglichen  n!  Substitutionen  durch  die  Compki^ 
von  je  r  Substitutionen  #Ai  «Atf«}  «A«^»;  ...     ==- 1,  ...  r)  ersdw^ö* 
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Berselbo  Schlnss  ist  aber  auch  in  dem  allgemeineren  Falle  anwendbar, 
dass  alle  Substitutionen  der  zu  <p  gehörigen  Gruppe  <P  iu  der  zu 
einer  aiidcreu  Function  lU  gehörigen  Gruppe  enthalten  sind,  mit 
andern  Worten,  dass  die  Gruppe  W  die  Gruppe  O  enthält.  Denn  iu 
diesem  Falle  bleiben  zuerst  f^i  u»d  rp^  für  die  Substitutionen  von  0 
ungoändert.  Enthält  ^  ausser  diesen  noch  eine  andere  Substitution 
a.,  so  wird  für  alle  sxa^  tp  deuselben  Wert  cpa^  annehmen  und,  wie 
(ibon  bewiesen  wurde,  sind  die  *Jr  Substitutionen  sia^  von  einander 
verschieden.  Bleibt  ri-j  ausser  für  diese  2r  auch  noch  fUr  eine  neue 
Substitution  uugeäudert,  so  erhält  man  dadurch  3r  in  enthaltene 
Substitutionen  u.  s.  w.,  bis  alle  Substitutionen  der  Gruppe  ^  erschöpft 
sind.  Daraus  ergeben  sich  folgende  S&tze: 

I.  Sind  alle  Substitutionen  der  Gruppe  O  in  der 
Gruppe  *P"  enthalten,  so  ist  die  Ordnung  von  tiP  ein  Teiler 
der  Ordnung  von 

n.  Sind  zwei  Functionen  ip  und  ip  derselben  Ele- 
mente Xj,  ...  Tn  gegeben,  and  behftlt  ^  fflr  alle  Snbstitn- 
tionen»  welche  ip  nicht  Andern,  denselben  Wert,  so  ist 
die  Ansal  der  Werte  von  g>  ein  Tielfaehes  der  Ansal 
der  Werte  von  t//. 

Ans  I.  ergiebt  sich  im  Besonderen: 

III.  Enthält  ^  eine  Substitution  der  Ordnung  I*,  so  ist 
die  Ordnung  r  von  ^durcb  k  teilbar. 

nr.  Enthält  V  eine  Gruppe  der  Primzalpotenz-Ord- 
Bung  p«,  so  ist  r  durch  teilbar. 

Sind  alle  Substitutionen  von  <^  in  ^  enthalten,  so  kann  man  von 
der  ersteren  Gruppe  zur  letzteren  dadurch  kommen,  dass  man  zu 
jener  noch  einige  Snbstitationen  von  ^  daznnimmt  sei  eine  solche 
in  V  aber  nicht  in  4>  enthaltene  Substitution;  Oi«»  die  niedrigste 
Potenz  derselben,  welche  in  0  vorkommt  Diese  kann  natürlich  auch 
gleich  1  werden.  Ist  nun  m  kdne  Primzal,  so  heben  wir  aus  der- 
selben eine  solche  p  heraus,  etwa  p.m^  und  bilden  <r »  0i"*t; 
dann  gehört  0  zu  V  aber  noch  nicht  zu  die  niedrigste  Potenz 
von  tf  jedoch,  die  sich  in  0  findet,  hat  als  Exponenten  eine  Prim- 
zal.  Ist  nun  die  Gruppe  A  —  i<P,ßi)  noch  nidit  mit  V  identisch, 
dann  kann  man  aus  ^  eine  neue  Substitution  t  wählen,  so  dass 
auch  die  niedrigste  Potenz  von  t,  welche  in  Sl  auftritt  vom  Prim- 
zalgrade  iöt,  uud  so  kann  man  fortfaren,  bis  ^  erreicht  ist. 

Stimmen  femer  die  Gruppen  O  und  W  der  Functionen  9  and 
^  ia  eimgen  Subatitationen  flberdn,  so  folgt  schon  aus  diesem  Be- 
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griff,  d«88  alle  diese  eine  Ornppe  bilden,  die  sowol  in  0  ab ii  V 
entbalten  ist  IMese  sei  St  mit  den  Snbstitotionen    =  1,  t,, ... 

dann  ist  die  Ordoung  von  <P  wie  die  von  W  ein  Vielfaches  toi  r. 

Wir  sahen  in  §6.,  dass  zu  jeder  Gmppe  Functionen  gebildet 
werden  IcOnnen.  In  unserem  Falle  lassen  sidi  solche  kicbt  iate*, 
denn  wenn  9  m  ^  nnd  ^  an     gehOrt,  dann  stellt 

fftr  wülkllrliche  Constanten  derartige  Fonctionen  dar.  DMm 

können  nämlich  nur  ftlr  diejenigen  Substitutionen  denselbea  Wot 

behalten,  welche  q>  wie  nngeändert  lassen,  d.  h.  nur  fQrdierSil» 
Btitutioueu  t^,  ...  tr  von  i^.   Wir  sehen  also: 

y.  Ist  ^  die  an  9,  9  die  zu  ^  gobOrige  Grnpps,  ta 
gehdrt  an  «i^+o^s^  Grappe  der  O  nnd  W  geneii* 
samen  Snbstitntionen. 

§9. 

Es  ist  Ton  theoretischem  wie  Ton  prakUscbem  Interesse  n 

gen,  dass  der  Satz  §  8,  IV.  eine  ümkehmng  erktubt. 

Ist  die  Ordnnng  r  einer  Gmppe  <^  durch  p%  die  Poteu 
einer  Primzal  teilbar,  so  entbilt  ^  Gruppen  derOri- 
nnng  p«. 

Dies  kann  folgendennassen  bewiesen  werden: 

Wenn  fp  die  zur  Gruppe  O  gehörige  Fonetion  ist,  nnd  weMf 

zu  der  in  §  5.  3)  aufgestellten  Gruppe  V  des  Grades  «  nnd  darM 
nung  pf  gehört,  wo  also  jyf  die  höchste  Potenz  von  ;>  ist, 
teilt,  so  hat  1^  im  ganzen  7tl:^>/ Werte.  Wir  bilden  jetzt  alle  mögüehi 
Attsdracke 

V'i»  V's»  Vs»  (l»'.^  —  «1) 

welche  V  annehmen  kann.  Unter  diesen  suchen  wir  diejenige  Fauf- 
tion  t^'A,  deren  Gruppe  (welche  eine  Trausformirte  von  **iät) 
mit  der  Gruppe  <D  von  tp  möglichst  viele  Substitutionen  geineinam 
bat.  Es  sei  dies  zn  gehöre  ^j,  und  die  den  Grappen  <P==^i 
und  tt^i  gemeinsame  Gmppe  Äi  sei  von  der  Ordnung  pP*.  D«** 
Ordnung  mnss  eine  Potenz  von  p  sein,  da  .ßj  in  enthalten  ist, 
nnd  daher  nach  §  B.  die  Ordnung  von  Sl^  diejenige  |>/  von  täNi 
mnss.  Hiemadi  wird  nnter  den  AnsdrAcken 
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keiner  soin,  dcsseu  Gruppe  ß«,       ...       von  höherer  Ordnong 
i^^S     i^'^^  P'^'i  ^*  h.  als  die  Orduuug  der  zu 

fehOngen  Gmppe  A^. 

Wir  betrachten  jetzt  sämmtlicho  Werte  der  Functionen 

2,  ...        fi-1,  2,  ...^4)- 

n!  n' 

Ihre  Anzal  ist  '^-^9  d^^i^i^  die  Gruppen  (P,  ^  haben  bezüglich 
die  Ordnung  r,  p/  nnd  daher  besitzt  nach  %  7.  TU.  ip  bezflg^di  ^ 

m!  nl 

bezagiich  ^  Werte.  £in  Teil  derselben  ist  unter  den  Werten 

enthalten;  wdehe  <Y]qpi  +  M'i  gleichzeitiger  Anwendong  aller  nl 
Sabstitntionen  auf  q>i  und  ^|  annehmen  kann.    Die  Zal  derselben 

nl 

ist  ^9  da,  wie  wir  eben  sahen,  die  Gruppe  der  Function  «i^-H't^i 

?on  der  Ordnung  pß»  wird.  Gicbt  es  noch  einen  neuen  Wert  von 
OiTA-j-ofaV'^u,  d.  h.  einen  solchen,  den  «i'jPi  +  wg'/'i  uicht  annehmen 
kann,  und  nennen  wir  diesen 

•0  ist  der  durch  die  Substitution  »-^  ans  ihm  entstehende 

weh  nicht  nnter  den  Werten  von  ftiTi  +  ^^sV^i  enthalten.  Denn  käme 

•tVi-h^iM'kt"^  unter  denselben  vor,  dann  mflsstc  auch  der  durch  die 
Sabstitution  i  daraus  entspringende  «,7), vurkommcu.  ai<3ri+ 
«fl^h"*  hat  nun  seinerseits  eine  Gruppe  der  Ordnung  pß* ,  also 
liefert,  wenn  wir  ^t«-^  kurz  mit  i^fg  bezeichnen,  «iVi  +  ajV'j  ganzen 

Werte,  Ton  denen  keiner  einem  der  Werte  von  «i^i+'^f^i  gleich 

sein  kann.  Wäre  nämlich  der  aus  «itpi  +  ojV^i  mittels  der  Substi- 
tution 6  abgeleitete  Wert  dem  aus  «i<Pi +  «2^/^31  mittels  t  abgelei- 
teten gleich,  80  wäre  gegen  die  Voraussetzung 

11 '  nl 

Giebt  es  aosaer  den  so  erhaltenen  ^  +  ^    Terschiedenen  Ans- 

^(^en  unter  den  «ig?;.  +  »2V'/i  noch  andere,  so  gelten  wieder  die- 
Klbou  Schlüsse.  Es  giebt  dann  eine  neue  Function 
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welche  nicht  in  den  bisherigen  Ansdrflcken  Torkommt,  vnd  dioe 


n! 


ihrerseits  neue  ^  Werte,  welche  imter  sich  und  von  allea  irüi  n 

nl  h\ 

verschiedcu  iind.  Mau  kann  also  sämmtlicho  —  •  Werte,  ^i. 
"i^px+o^^ß  annehmen  kann  in  dieser  Weise  erhalten.  Dikrüt 

r  'pf'^  pi^i      pl^*  '  pß»*'"  * 


Non  war  ßx  >  oder  -=  ß^,  ..^  folg^h  ist  diese Sanune 
fiushos  des  ersten  Snmmanden,  nnd  daher  wird 


oder 


nl  »! 


nl 


— i  — »in. 


pßt 

pfii,nl  =  m»r,pf. 


Die  höchste  Potenz  von/),  welche  n!  teilt,  istpf^  folglich  ist  die 
Seite  nur  durch  pf^Pt  teilbar,  also  cntb&lt  r  höchstens  den  1 
pßi.    Da  aber  der  Anname  nach  (P  —       mit      eine  Grupr 
Ordnung  pßi  gemein  hatte,  so  besitzt  nach  §  8.  IV.  r  aach  mi 
Btens  den  Factor  pfi^\  folißich  hat  r  genan  diesen  Factor,  oder 

wo  9  zu  I»  relativ  prim  sein  wird. 

Hatte  O  eine  Gruppe  des  Grades  p">>2>'*«,  so  wäre  r 
teilbar,  was  unserer  Gleichung  widerspricht.   Man  sieht  dsrttts  I 

nicht  nur  die  Warhcit  des  obigen  Satzes,'  sondern  auch,  das« 
Gruppe  der  Ordnung  pf  stets  eine  Gruppe  dor  < 
nung  pj*^!  enthäl t,  die  zu  einer  beliebigen  Gruppe  der 
ben  Ordnung  di(^  T ra ii s for ui i rte  ist,  dass  es  also  k 
Grup])e  von  n  Elementen  von  d-cr  Ordnung  V 
deren  Typus  nicht  in  der  Gruppe  ^der  Ordnangy^ 
kommt 

§  10. 

Nachdem  wir  bisher  die  allgemeinen  Beziehungen  zwisckeiF 
tionen  von  n  FJcnicnteii  und  den  zugehörigen  Substuulifüsgn 
nten  Grades  behandelt  haben,  suchen  wir  jetzt  die  algebraiscbffl 
lationen  zwischen  Functionen  qp  und  ti»,  deren  Gruppen  en 
einander  gloich  sind,  oder  bei  denen  die  Gruppe  der  einen  ii 
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jenigen  der  andern  enthalten  ist,  oder  bei  tieneu  endlich  die  zuge- 
hörigen Gruppen  gemeinsame  Substitutionen  enthalten. 

Wir  sahen,  dass  ^«|,  ...  otiO  ftr  die  Sabstitationen  einer  ge- 
wiueD  Gruppe  0  seinen  Wert  nicht  ändert  9  ist  aber  nicht  die 
einzige  Fnnction,  welche  in  dieser  Weise  zu  O  gehOrt;  so  wird 
I.  B.  jede  rationale  Function  von  ip  dieselbe  Eigenschaft  besitzen. 

Dieter  Satz  lässt  sich  anch  umkehren:  Jede  Function  % 
deren  zagohörige  Ornppe  mit  der  Ton  «p  übereinstimmt, 
ist  durch  9  rational  darstellbar,  derart,  dass  als  Coof- 
ßcionten  des  Ansdrncks  in  g»  nur  die  elementaren  sym- 
metrischen Fnnctionon  44,  o^,  ...  o»  der  arj,  or^,  ...  xn  auf- 
treten. 

Bevor  wir  aber  zu  diesem  Beweise  kommen  können,  ist  es  nötig 
zu  zeigen,  dass  alle  symmetrischen  ganzen  Functionen  von  ar^,  ... 
Tn  sich  rational  und  ganz  durch  die  elementaren  symmetrischen 
Functionen  dieser  Grössen,  d.  h.  durch  die  Coefficienten  des  Ans- 
drucks 

(1)  /(ar)  =2  «»•—aix"-i  +  a^»»-«—  ...  ±0» 

darstellea  lassen.  Wenn  wir 

*  "Fl 

setzen,  so  wird 

Ä,  «»  0,  —  a-,  •, 

(6)  —  f^iX^  =  rto  —  aja-,  +  a-,  * ; 


Dies  ergicbt  sich,  wenn  man  das  Product  der  rechten  Seite  von  (5) 
nul  (x  — «i)  mnltiplicirt  der  rechten  Seite  von  (1)  gleichsetzt.  Wdsste 
man  nim  bereits,  dass  Jede  ganze  symmetrische  Function  der  » — 1 
Grössen  o^,  ...  rn  sich  als  ganze  Functionen  der  elementaren  sym- 
metrischen Functionen  dieser  «,  also  der  Grössen  61,  ^,  ...  ^-1 
aasdrOcken  lilsst  und  könnte  man  daraus  die  BichtSgkdt  desselben 
Satzes  Ullr  die  «  Grössen  ...  xn  ableiten,  so  würde  er  allgemein 
g^ten,  da  er  Ar  I» 1  richtig  ist 

Um  diesen  Schluss  von  n — 1  auf  n  zu  machen,  ordnet  man  dio 
torgelegto  symmetrische  ganze  Function  (r(j^,  ...  xn)  mich  Fotenzoii 
Ton  X,,  so  dass 
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wird,  dann  riod  die  Ooefficieaten  Oq,  (r^,  ...  ganze Funetionen d«ri^ 
da  in  den  x  ganz  sem  sollte,  und  sogleich  sind  sie  syBunetznoh  k 
0*2,  r,,  ...  xm.  Denn  macht  man  irgend  eine  Substitution,  «sldez^ 
nicht  ändert,   •  —  («^)  itt^t^  ...)        so  wOrde  die  Diffenu  äi 

vorigen  vnd  des  nenen  Ansdrocks  als  Gleiehnng  an^efasst 

eine  Beziehung  zwischen  a-j,  Xj,  ...  x»  feststellen,  falls  nicht  eba 
identisch  Cr/.(x,,  ...  x«)  =  (?A(afig,  ...  anj  wÄre.   Ö  sollte  aber  Ejm- 

metrisch  sein,  ganz  ahgesehen  von  iigend  welchen  Belattonen  zwischa 
den  Elementen,  da  der  Begriff  der  Sljrmnielrie  eine  zein  fonssle 
dnng  lAr  G  fordert  Bio  <?i  sind  also  tataichllch  in  den  »^1 
menten  ...  ttm  qrmmetrisch  nnd  daher  der  YoraaaKtsiig  bmI 
ganze  Functionen  der  elementaren  ^ymmetrisdien  FnnctioneB  m 
jTfl,  ...  r»  d.  h.  Ton  ...  «n^i,  folgUch  nadi  (6)  gaaaefMis» 
nen  Ton  «|,  ...  a«,  «r,  deshalh  wird 

...  r«)  —  x,°<7o'(ai,  ...  «»;  •  • 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  können  alle  Potenzen 
deren  Exponent  A]>n  —  1  ist  mit  Hülfe  von  (1)  weggeschafft  wer- 
den; denn  man  hat,  da      eine  Wurzel  von  /(«)  =  x*— a^t•~^-^- 
a^--— 0  ist 

«i*  =  •t«!*"* — Vi« 


Dnrch  Snbstitation  dieser  Werte  erhilt  man 

Die  Hake  Seite  dieser  Glekha«  bleibt,  da  G  ajmmehisth  ist,  tu 
jede  Snbstitatiott  der  «  ««BiBdert;  madit  man  ciM  solche,  ««hbi 
»i  imselzt,  s.  Bl  #  —  (v^d*  wo  t  S,  S, . ..  »  sein  kan,  od  li^ 
tiahirt  beide  AnsdilldEe,  so  ist 

Die  rechte  Seite  ist  nach  «v  vom  Iten  &rade;  umsJms  hü  Ä» 
QMchnag  »  Wurzeln,  nimlich 
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— «f»  ^\ 
ißlglieli  ist  die  rechte  Seite  identisch  KuU,  d.  h.  es  ist 

=  0.     —  0,  ...  Z»„-2  =  0 

Bod  daher  auch 

flK*H  *99  •••  «»)  = ...  «Ii). 

Damit  ist  der  Beweis  geliefert,  und  sogleich  ist  der  Ausdruck  von  O 
durch  die  a  heigesteUt 

Da  femer  jede  Function,  welche  für  alle  Substitutionen  uugc- 
.iQdcrt  bleibt,  sich  in  symmetrischer  Form  darstellen  lässt,  nämlich 

M  Ittben  wir  den  Sets: 

Jede  Function,  die  fflr  allo  Sabstitntionen  nn  geän- 
dert bleibt,  ist  symmetrisch;  jede  ganze  symmetrische 
Function  lässt  sich  als  ganze  Fnuction  der  elementaren 
symmetrischen  Functionen  darstellen. 

I  11. 

Wir  köiinen  jetzt  zu  dem  Beweise  des  am  Anfange  des  vorigen 
Paragraphen  aufgestellten  Satzes  übergehen. 

Es  mögen  ip  und  ^  zwei  zur  Gruppe  Sl  gehörige  Functionen 
Win;  Sl  habe  den  Grad  «  und  die  Ordnung  r.  Ist  nun  0,  eine  nicht 
n  Sl  gehörige  Substitution,  so  seien  9>t,  diejenigen  neuen  Werte, 
«äehe  aus  (p^^  durch  die  Substitution  also  auch  durch  axc^ 
erimgt  werden,  wenn  s^,  ...  #r  die  Substitutionen  tou  P  sind. 
Giebt  es  dann  ausser  den  n  und  den  no^  noch  andere  Substitutionen 
I.  B.  ^,  so  erhält  man  93,  ipg  durch  Anwendung  aller  «^^3  u.  s.  w. 
El  ist  daher 

eine  ganze  symmetrische  Function  der  x  für  jedes  ganzzalige  X, 
Denn  wendet  man  auf  diesen  Ausdruck  eine  beliebige  Substitution  s' 
aü,  80  gehen  für  dieselbe  die  einzelnen  Summanden  in  einander  Ober, 
''ie  leicht  zu  sehen  ist,  so  dass  der  Wert  der  Summe  ungcuudcrt 
bleibt  Der  Ausdruck  ist  daher  als  ganze  symmetrische  Function 
<Wch  die  a  in  rationaler  ganzer  Form  darstellbar  ^  er  sei  gleich  Ax» 

Wir  bflden  nun  fiBr  il  —  0,  1,  2,  ...  q-^I 


Digiiized  by  GoOglc 


250  IfttU:  EißkUmg  m 

(8)  ^*ti+Vi*<>f  + ...  —  -^5 

daim  ist  die  Determinante  dieses  Systems 

\9f^\  f      A-0,  1,  2,  p-1 


▼on  NnU  TenehiedeD.  Bas  Qystem  ist  daher  nach  dea  ^  ünbdaHhi 
1^19  ^  ...      auflösbar,  und  man  hat 

wenn  R  wie  überall  im  Folgciidcu  eine  rationale  Fuuction  bedeutet 
Es  könnte  scheinen,  als  ob  in  die  reclito  Seite  der  Gleichung  sämini- 
liehe  Werte  <ri,  Ts»  •••  <P(>  aufgenommcu  werden  müssten.  Diesis 
aber  nicht  nötig,  wie  die  folgende  wirkliche  Berechnung  von  ii  zei|^ 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  (8)  mit  y;.,  wobei  y^i  =  i 
sein  soU,  addircu  sie  dann  und  setzen 

z(9>)  —  ...  +yi^+3ii» 

der  AbkOrzong  wegen,  so  erhalten  wir 

Um  jetzt  s.  B.  ^|  zu  erhalten,  hranefat  man  mir  die  y  so  n 

stimmen,  dass 

arfvi)  =  0,  x(?>») «  0, ...       =■  0, 

x(9>i)  von  Noll  yersehieden 
wird.  Nun  ist  die  Function 

in  den  qrmmetrisch,  folglich  sind  «t*  <<t}  suise  FioMMi 
der  Ea  werden  daher  in 

die  ...         genau  so  bestimmt  werden,  wie  dieiiüSl-^- 

(6)  und  daher  ganze  Functionen  der  a,,  ...  a„  und  von  (p,  sein.  ^ 
hat  aber  die  Eigenschaft,  welche  für  x  verlangt  wurde,  dass  es  nins- 
lieh  die  Wurzeln  habe,  während  qr,  keine  Wand  »i 

man  kann  daher  für  %  direct  W  nehmen  nnd  erhält  fflr 

— ^1,        =  +      •  ••  yo  =  ± 
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guue Functioiieii  der  elemeatam  qrmmetriaeheii  Fii]ictioiie&  ... o» 
und  TOB       Durch  Eiiuetziing  dieser  Werte  wird  dann 

indem  wir  in  bekannter  Art  die  Ableitung  von  V  nach  9  mit  V  be- 
zeichnen.  Die  Gleichung  (9)  geht  über  in 

und  dio&e  ergiebt  das  obige  Besoltat 

(9)  ^i  =  ii{n><')- 

Diese  ganze  Ableitung  bleiiyt  bestehen,  anch  wenn  9  nnd  ^  nicht 
zn  derselben  Grappe  gehören,  &lls  nnr  <p  sich  für  alle  Snbstitationen 
iadert,  welche  ^  ändern,  Ätlls  also  die  Gruppe  yon  ^  die  von  ^ 
nmfiisst  Denn  hierbei  tritt  weiter  nichts  Neues  ein,  als  dass  jedes- 
mal mehrere  Werte  if;«,  für  welche  die  g>a,  <P6, ...  verschieden 
waren,  einander  allenfalls  gleich  werden;  dieser  Umstand  ist  Jedoch 
für  die  obige  Ableitung  unwesentlich.  Wir  erkennen  daraus: 

I.  Gehören  zwoi  Functionen  zu  derselben  Gruppe, 
so  sind  sie  rational  dnrch  einander  ausdrOckbar. 

II.  Siud  zwei  Funktionen  rational  durch  einander 
aasdrtlckbar,  so  gehören  sie  zu  derselben  Gruppe. 

in.  Bleibt  eine  Function  für  dieGruppc  einer  zwei- 
ten ungeaudcrt,  so  kann  sie  rational  durcli  diese  zweite 
ausgedrückt  werden. 

Durch  die  8&tze  I.  und  II.  whrd  ein  Zusammonhang  algebraischer 
Art  zwischen  allen  Functionen  constituirt,  die  zu  derselben  Gruppe 
geboren.  Wir  wollen  solche  gegenseitig  durch  einander  rational  aus- 
druckbare  Functionen  äquivalent  nennen  oder  sagen,  si  e  gehören 
derselben  Classe  an. 

I  12. 

Nach  dt  ii  angewendeten  Methoden  lässt  sich  gleichfalls  der  Zu- 
sammenhang zwischen  einer  Function  ^  und  einer  anderen  tp  ableiten, 
wenn  die  Gruppe  von  ip  in  der  von  9  enthalten  ist  Wir  sahen  §  8., 
dass  dabei  die  Anzal  der  Werte  von  ^  ein  Vielfaches  der  Anzal 
der  Werte  von  9  ist  Sind 

^tt         ^Si  ...  ifa 

aDe  Werte,  welche  ^  ftlr  die  Substitutionen  der  Gruppe  von  ip  an- 
almiDt,  so  dass  alle  diese  dem  einen  Werte  (p^  zugeordnet  erscheinen, 


Diyitized  by  Google 


252 


^•U99  Ehtkkimg  m  dk  TUmm 


dam  wird  rine  Jed«  qrmmetrisclie  Fnoetiott  dieser  •  Wert»  flrii 
01  9  gehörige  On^po  0  nngeiadert  Udben.   ffiemA  Mm 
gemftss  S  11.  für  jede  gante,  symmetrisebe  Function  SioiM  Well 
...  ^«  die  Gleicbnng 

Nimmt  man  nun  fiir  <S  insbesondere  die  elementaren  sjnmietmcka 
Functionen  der  ^a«  so  wird 


und  daher  sind      ift% i^»  Wnneln  der  Glelchnng 

(10)       if'^JitiVt.  a).^-a-...-Oi 

a  ist  der  Quotient  ans  den  Ordnnngszaleu  der  Gruppen  von  *  md 
qr.  Ebenso  liefert  die  Gleichung  (10)  bei  Anwendung  der  Sobsüiotitt 
a  als  Wurzeln  von 

(10')  Äi(9,,  a). o).t*-«-  ...  -0 

die  «  Werte  Ton  ^,  welche  die  Snbstitationen  der  Gmppe  fr 
ans  der  Gmppe  0  von  9  doreh  Transformation  ndt  9  eatstsht,  » 
geludert  lassen. 

Ist  q>  selbst  einwertig,  seine  Gruppe  0  also  symmetrisch,  sc 
werden  die  /^j,  Ji^^ ...  rational  durch  die  a  ansdrackbar,  und  dinns 
folgt,  dass  alle  Werte  einer  Function  ^,  deren  Gruppe  von  d«  Onl- 
nung  r  ist,  als  Wurzeln  einer  Gleicbnng  des  Grades  ti!:r*f  ke- 
traebtet  werden  können.  Die  R^^  i^ti.***  werden  ganie  Fitc*| 
tionen,  wie  sieb  dies  ans  §  10.  ergiebt 

Wir  nebineu  endlich  an,  dass  die  zu  cp  und  rlf  f^t  liöricen  6!1^| 
pcn  einige  Substitutionen  gemeinsam  haben.    O  die  Gruppe  tob  f 
habe  die  Ordnung         W  die  Grui)pc  von      die  Ordnung  t.v,  vo» 
die  Ordnung  der  Gruppe  Sl  ist,  welche  alle  O  und  gemeinsimci 
Substitutionen  umfasst   Sl  ist  dann  die  zu  einer  Function 
gehörige  Gruppe. 

Ferner  sind  nach  den  obigen  Ableitungen      wie  eiiiei«fc| 

rational  durch  a<p'\-ßxif  darstellbar,  da  (p  wie  r/'  für  Sl  ungeiaW 
bleiben;  andererseits  ist  crgo-j  /ji;;  als  Wurzel  einer  Glcichang  r  rf5^ 
wten  Grades  durch  M>  resp.  (p  darstellbar,  also  auch  g>  durch  *  A 
Wurzel  einer  Gleichung  rten  Grades  und  ebenso  t;-  durch  (rals\^fi"* 
zel  einer  Gleichung  uten  Grades  darstellbar.  Wir  sehen  dther: 
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L  Jede  p-wertigc  Functiou  ist  Wurzel  einer  Glei- 
chung pten  Grades,  deren  Cocfficienten  ganze  Func- 
tionen der  elementaren  symmetrischen  Functionen  der 
Elemente  sind. 

n.  Enthält  die  Gruppe  O  der  Function  <p  die  Gruppe 
^^  der  Function  so  ist  i/^  Wurzel  einer  Gleichung, 
deren  Coefficienteu  rationale  Functionen  von  (p  und 
den  a  sind,  und  deren  Ordnung  gleich  dem  Quotienten 
der  Ordnungen  von  <P  und  ^  ist 

HL  Haben  dieOrnppen  derselben  Elemente,  welche 
zu  iwei  Functionen  gehören,  die  Snbstitntionen  einer 
dritten  Gruppe  gemeinsam,  so  ist  jede  der  beiden  Fnnc- 
tionen  als  Wurzel  einer  Gleichung  darstellbar,  deren 
Coefficienteu  aus  der  anderen  Function  und  den  ele- 
mentaren symmetrischen  Functionen  sämmtlicher  Ele- 
mente rational  zusammengesetzt  ist  Der  Grad  dieser 
Gleichung  ist  der  Quotient  aus  den  Ordnungen  der 
fremden  und  der  gemeinsamen  Gruppe. 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  folgt  unmittelbar: 

I.  Jede  Function  der  n  Grössen  x, ,  ...  x»  lässt  sich 
durch  diejenigeFunction  derselben  Grössen  ausdrücken, 
welche  nl  Werte  hat,  also  durch  eine  Function  der  Form 

Denn  die  Gruppe  einer  solchen  Function  kann  nach  §  5.  gleich 
1  gemacht  werden,  und  für  diese  eine  Substitution  1  bleibt  jede  an- 
dere Function  ungeändert  Kann  man  also  auf  irgend  eine  Weise 
den  Wert  von  X  berechnen,  so  kann  der  Wert  jeder  andern  Function 
der  n  Elemente  a*,,  ...  xn  als  bekannt  angesehen  werden.  SpecieU 
btt  der  Auflösung  der  Gleichung 

(1)  /fr)  -  0 

innn  jede  Wurzel  »x  als  rationale  Function  von  X  dargestellt  wer- 
dca;  die  Auflösung  YOn  (1)  hftngt  also  allein  von  Jener  Function  ab. 
XsdU  daher  die  resoWirende  Function  hoissen. 

n.  Es  giebt  stets  eine  Function,  durch  welche  be- 
liebig viele  andere  gegebene  rational  ansgedrackt  wer- 
<ien  können. 


I 
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Denn  sind  qp»,  ...  dio  gegebenen  Functionen,  so  bitftr 

die  willkfirUchen  aber  attgemeinen  Constaaten  «  die  Fnnetioa 

als  zugehörige  Gruppe  die  grOsste,  welche  zugleich  in  allen  den  Grup- 
pen, welche  zu  (jr,,  gr^,,  tpa,  ...  gehören,  enthalten  ist.  Jedes  <p  bleibt 
daher  für  die  Gruppe  der  obigen  Summe  unverändert  und  ist  folglich 
rational  durch  sie  darstellbar.  Haben  die  Gruppen  keine  ander^B 
gemeinsamen  Substitut iouen,  so  doch  immer  wenigstens  die  Einheit; 
in  diesem  Falle  würde  ^  dio  rcsolvirende  Fouction  der  Eleme&te 
werden. 

m.  Jede  alternirende  Fanetion  9  ist  in  der  Fora 

darstellbar,  wo  12,  und  22^  rationale  Functionen  der 
symmotrisclien  elementaren  Functionen  der  s  sind. 

Denn  wenn  (pi  und  q>2        beiden  Werte  von  <p  sind,  and  MB 
setzt 

so  irird     wie     qrmmetiisch.  Ausserdem  ist  * 

Nun  bestehen  nach  §  6.  U.  wirklich  Functionen  tp  die  nur  zweiwertic 
sind, und  daher  giebtes  auch  stets  zweiwertige  FnnctioDca 
^ — jt^  der  gi,...xnf  deren  Quadrate  symmetrisch  in  den 
«werden,  und  deren  beide  Werte  sich  nur  durch  das 
Yorseichen  unterscheiden.  Die  einfachste  dieser  Functionen 
ist  das  in  §  6.  n.  gebfldete  Product  ans  den  Woraeldiffemiei 

IV.    Wir  wollen  jetzt  untersuchen ,  ob  es  vielleicht  noch  andere 
Functionen  (p(r^, ...Xn)  ausser  den  eben  angeführten  giebt.  \\ elcbe  in 
den  n  Elementen  x,,  ...  a-«  uicht  symmetrisch  sind,  bei  denen 
ciue  Phmzalpoteaz  9<'(xi,... ^n)  symmetrisch  in  den  x  wird. 

In  diesem  FaUe  hitle  man 

...  7«)  Ä  ...  o») 

also  ^ 

9)(ar„       ...  Xn)  —  VöC«,,  ... 
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Da  nun  9  nicht  symmetrisch  ist,  maas  es  sich  für  irgend  eine  Trans- 
position  z.  B.  («|«t)  Andern;  trotzdem  ist  auch  hier 

(pPix^  a?l,  ...  xn)  =  ö(ai,  ...  an) 

also 

wo  die  Wurzeln  in  beiden  Fällen  dieselben  "Werte  bezeichnen  und  t 
eine  von  1  verschiedene  j>te  Wurzel  der  Einheit  sein  solL  Dann  ist 
also 

Vi'tj  fi»      «I»)  =  *9('a»  ••• 

Diese  BelaHon  ist,  wegen  der  Unabhängigiceit  der  9  von  dnander 
idontiscb,  so  dass  man  auch  hat 

indem  man  auf  die  entere  die  Transpontion  (x^x^)  anwendet  Beide 
eigeben  durch  Mnltiplication 

also  ist 

««  =  1 

und 

d.  h.  ausser  gewissen  alternirenden  Fnnctionen  giebt 
es  keine  anderen,  von  denen  eine  Primsalpotenz  sym- 
metrisch wftrde,  one  dass  sie  selbst  schon  symme- 
trisch sind. 

i  14. 

Dieselbe  Methode  der  Untersochimg  fürt  anch  zur  Lösung  der 
allgemeineren  Frage:  Unter  welchen  Bedingungen  hat  eine 
Primz al y otenz  (pfix^^  ...  Xn)  der  i?.^- wertigeu  Function 
9  nur  Q  Werte? 

Die  zu  9  gehörige  Gruppe  sei  4^,  die  zu  ^  gehörige  in  O  ent- 
haltene sei  ^;  ^  sd  eine  zn  V  gehörige  Fonction;  dann  ist  nach 

§  u. 

(«I,  ...  ftn)  =  i2(^C|,  ...  r»)). 

Aas  ^  wälen  wir,  was  nach  §  8.  möglich  ist,  eine  Substitution  a 
derart,  dass  die  niedrigste  Potenz  von  a,  welche  in  O  vorkommt,  von 
'  iuer  Primzalordnung  g>l  sei.  Wenden  wir  c  auf  die  beiden 
Seiten  der  obigen  Gleichung  an,  so  ändert  sich  die  rechte  Seite  nicht, 
da  tf  ZOT  Gruppe  von  ^  gehört  £s  ist  daher 

9>'(*i,  ...  9m)  = 

oder 
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WO  c  eine  von  1  Tenchiedene  Wnnel  der  Qleiebmig  ^-»l 
Biese  Gleidivog  iwisohen  den  n  von  einander  miabh&ngigen  Eta» 
ten  ar„  ...     ist,  wie  alle  unsere  fraheren  eine  Identitit  Sie  UdM 
also  bestehen,  wenn  man  in  ihr  die  Snbstitation  «  noch  eiaBil  a» 
fürt;  es  ist  also  aoeh 

und  daher  in  gleicher  Weise 

«f  gehört  der  Anname  nach  za  (P,  folglich  bleibt  9  ftlr  die  SuMi- 

tutiou  0«  uugeändcrt  und  es  ist 

=  Vi  =  «•Vi» 
cff  —  1. 

f  ist  eine  ;)te  Einheitswurzel,  q  ist  eincPriinzal;  folglich  wird  q=f 
sein  müssen;  oi*  ist  die  niedrigste  i*otenz  von  ff,  welche  in  <P  vor- 
kommt; die  aus  <I>  und  a  gebildete  Gruppe  enthält  daher  mindosteos 
pmal  soviele  SubstitutioTicn  als  <P.  Sie  ist  aber  auch  in  ^  entbiüteii, 
ond  dies  hat  genau  pmal  mehr  Sabstitatioiien  als  <P;  folglich  iit 

Nach  den  Ausfarangen  von  f  4.  ist  dies  nur  mfli^ldi,  wen  ftr  ■ 
alle  Sobstitotionen  «1,  ...     von  O 

wenn  also 

0-1  (Pa  —  <P;    a-2<p0j <p.    0»<PaS  <P; 

d.  h.  wenn  a  zu  <P  permutabel  ist  Nan  bleiben  dio  Werte,  wekbo  | 
^  mm      überhaupt  anuehuieu  kann,  I 

Vi»  9a»  9«S  •••  ! 

.  bezüglich  für  dio  Gruppen  \ 

i 

ungcändert;  diese  sind  sämmtlich  gleich  <P.  £s  bleiben  fs^jdfäk  \ 
alle  Werte  Vi, .. .  Vop-i  dieselbe  Gruppe  ^  nngeindert  vaAi/klß  ' 
lassen  sie  sich  simmtlich  als  rationale  Functionen  tob  ^  daflMRif^J 

Als  notwendige  Bedingung  dafür,  dass  dio  pte  Potenz  einer  Fnao*' " 
tion  9>  von  |>.e  Werten  nur  ^-wertig  sei,  haben  wir  also  foini^-  ' 
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«B  massc  die  Gruppe  V  aas  O  durch  Hinzoname  einer  zn  0  per- 
Mtibeln  Sabstitation  <r  ableitbar  sein,  wo  er  die  niedrigste  Foteos 
m   ist,  welche  in  <D  anltritt 

Diese  Bedingnng  ist  aber  auch  hinrcichoud ,  so  dass ,  wenn  es 
zwei  Gruppen  O  uud  ^  =  [<I>,  a]  der  aiigcgebfiuMi  Kigcnschaft  giebt, 
eine  zu  (P  gehörige  Function  gebihlct  werden  kann,  die  selbst  p.g- 
wertig,  deren  pic  Poteuz  jedoch  nur  p-wertig  ist.  Denn  wenn  g? 
irgend  eine  zu  O  gehörige  Funetiott  ist,  80  gehört,  wie  wir  gesehen 
Jisbeo,  zu  jeder  der  p  Fuocaouen 

dieselbe  Gruppe  (P.  Bedeutet  daher  c  irgend  eine  Ton  1  yersciiiedene 
f  te  Einheitswnrzel,  so  bleibt  auch 

Ar  sDe  Snbstitationen  Ton  0  nngeftndert;  fOr  c  geht  der  Ansdmek 
digegen  in 

ftbcr.  £s  ist  daher 

JCoP  =  -Ti', 

nd  ftndert  sich  also  für  keine  Sabstitation  ««a  der  Omppo 
»F-=      <y].  Folglich  genügt  X—        der  Gleichung 

nid  es  ist  in  der  Tat  nur  ^-wertig.  Ilational  ist  X=R((p) 
uatiirlich  nur  in  Beziehung  auf  die  r,  resp.,  um  die  in  den  einleiten- 
den Worten  des  ersten  §  angewendete  Bezeichnung  zu  benutzen,  nur 
in  Beziehung  auf  z\  die  irrationale  Grösse  £  ändert  daran  nichts. 

£s  ist  Idar,  dass  nicht  jede  zur  Gmppe  0  gehörige  Fnnctlon  ip 
dieselbe  Eigenschaft  wie  X  hat;  aber  da  anch  9  Rt(20  ist,  so 
kian  doch  <p  mit  Hfllfe  Ton  pten  Wurzeln  ans  rationalen  Functionen 
ton  ^  dargestellt  werden.  Die  Gleichung,  welche  zwischen 
svei  beliebigen  Functionen  9  und  ^  der  Gruppen  0 
resp.  V=[0^c]  besteht,  und  welche  nach  tp  Yom  pten 
Grade  ist,  Iftsst  sieh  durch  pte  Wurzeln  lösen. 

Durch  die  letzten  AusfOrungen  ist  zugleich  der  Weg  angedeutet, 
den  eine  weitere  Untersuchung  zu  nehmen  bat.  Es  wird  sich  darum 
bndein,  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  welchen  eine  mehrwertige 
Function  9  mit  UoUe  von  Wurzeln  aus  wenigorwertigen  Functionen 
»bgeleitet  werden  kann.  Auch  der  Begriff  der  Wurzeln  müsste  noch 
cnreitert  werden.   Denn  das  Symbol  derselben  bezweckt  ja  nichts 

m&hl  17 
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anderes,  als  die  Andeotaog,  dass  in  die  Betrachtmig  GrSw» 
nommen  werden,  welche  der  binomischen  Gläcbnng 


genagen.  Statt  dieser  Oleichang,  welche  sich  lediglich  dorek  bem- 
dere  Einfachheit  der  Form  auszeichnet,  konnten  andere  in  dssBenidi 

der  Betrachtung  gezogen  werden,  so  dass  die  allgemeiiicreiVageltatei 
würde:  Unter  welchen  Bedingungen  lässt  sich  eine  mebr* 
wertiRC  Function  <P  mit  Hülfe  der  als  bekannt  angesehe- 
nen Wur/clu  einer  beliebig  gegebenen  Gleichung  durch 
wcni gerwer tige  Functionen  ciars teilen?  Diese  Frage  wird 
dadurch  einer  grossen  Vereintaciiung  fähig,  dass  der  gesuchte  Aa- 
druck  von  (p  iu  den  Elementen  x  stets  rational  bleiben  wird,  so  dass 
die  gesamnite  Irrationalität  in  den  Coefficienten  allein  auftritt;  die 
Wurzeln  der  gebeneneu  adjungirten  Gleichung  treten  dabei  also 
lediglich  zu  den  elementaren  symmetrischen  Functionen  a  der  üc- 
mente  x^^  ...      als  gleichberechtigt  hiu2u. 

Berlin  25.  Aprü  1076. 


—  F 
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XV. 

Ableitung  der  Oentralprojection  aiis  einer 
cotirten  Orthogonalprojection. 

Yon 

Emanuei  Czuber 

in  Priig. 


I.  Man  denke  lich  ein  ans  dem  Punkte  O  central  auf  eine  Ebene 
E  ZQ  projicirendeB  Gebilde  auf  jene  Ebene  zunächst  orthogonal  i)ro- 
jicirt.  Diese  eine  Projection  reicht  zur  Bestimmung  des  Gebildes 
nicht  hin,  sie  werde  «ibcr  dadurch  ergänzt,  dass  man  zu  den  Pro- 
jectionen  der  einzelnen  P*unkte  Zahlen  hinzuschroibt,  welche  ihre  in 
einer  bestimmten  Einheit  ausgedrückten  Abstände  von  der  Ebene  E 
(die  Läugoii  der  projicirenden  Normaleu)  augeben  und  positiv  oder 
negativ  sind,  je  nadulem  die  betreflenden  Punkte  mit  O  auf  derselben 
oder  auf  entgegenj^esetzten  Se-iten  von  K  liegen.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  eine  sogenannte  „cutirtc  Projection"  des  Gebildes.  Des- 
gleiclien  bezielie  man  den  Punkt  O  orthogonal  auf  /•;,  wodurch  man 
(Ion  Punkt  d.  i.  den  Hauptpunkt  der  Centralprojection  erhält;  die 
Gerade  OO^  ist  der  liauptstral,  die  Strecke  00,  =  ö  die  Augdiatanz. 

Der  Punkt  Fig.  1.  sei  die  orthogonale  Projectton  dnea  Pnnktea 
0,  deaaen  Cote  «  ist  Beschreibt  man  ana  mit  dem  Radius  8  und 
aus  a'  mit  dem  Halhmess»  a  einen  Ereia  in  so  ist  die  Central- 
projection Ton  a  der  äussere  oder  innere  Aehnlichkeitspunkt 
der  beiden  Kreise,  je  nachdem  «  positiv  oder  negativ  war.  Die 
Centralliüio  O^a,  ist  die  Orthogonalprojection  des  Straics  Ca. 
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Hat  man  ein  ganzes  System  von  Punkten  ahe...^  denen  die 
Orthogonalprojectionen  (iJjc,  ...  nnd  die  Coten  aßy  ...  zukommei, 
und  verfahrt  man  mit  allen  auf  dieselbe  Wei«c,  so  sind  ihre  Outral- 
projectioneu  n'b'c  ...  Aehnlichkeitspnnkte  der  aus  nbr^  ...  mit  den 
Radien  aßy  . . .  beschriebenen  Kreise  in  Bezug  auf  den  feste«,  mit  1 
aus  O,  beschriebenen  Distauzkreis. 

Der  innere  Aelinlkiikeitspfinkt  zweier  Krdae  li^  steti  In  Bii* 
liehen,  also  liegen  anch  die  Ccntralprojectionen  Yen  Pnnktea,  iddi 

auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Bildebene  bezOglich  O  foA  W 

finden,  immer  im  Endlichen.  Dajregen  fallt  der  äussere  Aehulid- 
keitspunkt  zweier  gleicher  Kreise  iu's  Unendliche,  Punkte  also,  wekha 
mit  ü  auf  derselben  Seite  der  Bildebene  liegend  auch  deuseiben  Ab- 
stand haben,  haben  ihre  Perspective  in  unendlicher  Feme. 

"  Angenommen,  der  nnmerische  Wert  der  Gote  eines  Piniktee,  deam 
Orthogonalprojection  ist  Fig.  2^  wftre  a;  man  hat  den  Distiulnii 
nnd  ans  den  Kreis  Tom  Halbmesser  «  beschrieben  und  den  ioM» 
Aehnlxchkeitspnnkt  oj'  sowie  den  ftnsseren  oj'  beider  Krme  Is- 
stimmt;  dann  ist  a^'  das  Bild  eines  nm  «  nnter  (oder  hinter)  Is 
BUdebene  liegenden  Punktes  o^,  o,'  eines  nm  die  Reiche  Stredi 
Ober  (oder  vor)  der  Bildebene  liegenden  Punktes  Of.  Beide  Pukte, 
da  sie  dieselbe  Orthogonalprojection  haben,  li^n  rar  BiMebeuc  sjid- 
metrisch.  Nnn  wird  aber  bekanntlich  die  Strecke  O^a^  dordi  dis 
beiden  Aehnlichkeitspunkte  harmonisch  geteilt;  demnach: 

Die  (gemeinschaftliche)  Orthogonalprojection  zweier  m 
Bildebene  qrmmetrischer  Ponkte  wird  dnreh  deren  (Mnl- 
projeetionen  Tom  Angpnnkte  hannonisch  getrennt 

Denkt  man  sich  ein  RaumgebUde,  welches  durch  die  Bildebene 
symmetrisch  geteilt  wird,  so  dass  jedem  Punkte  diesseits  ein  eben* 
soweit  abliegender  jenseits  derselben  entspricht,  dann  geben  je  zwei 
solche  zugeordnete  Punkte  und  ^i^o  einzige  Ortbogonalprojectioi 
7)3  uud  ihre  perspcctivischen  Bilder  trennen  von  barmouisck 
Werden  aus  den  Orthogonalprojectionen  die  mehrerwähnten  Kreiie 
beschrieben  und  ihre  Aehnlichkeitspnnkte  bezüglich  des  festen  Distanz- 
kreises  coustmirt;  dann  geben  die  ftnsseren  die  CentnlprojectioD 
des  Ober,  die  Innern  Jene  des  unter  der  Bildebene  gelegenen  T«i» 
Wftre  (neben  der  Orthogonalprojection)  die  PerspectiTO  des  eioen 
Teiles  gegeben«  so  liesse  sich  die  des  andern  dnreh  harmonische  Iii* 
Inng  leicht  finden. 

Bei  gegebenem       und  <J  bestimmen  die  Orthogonalprojection  a 
und  die  Perspective  a',  welche  beide  auf  einem  Strale  durch  0^  liegeo, 
Punkt  o,  d.  1l  OS  Itot  sich  seine  Cote  quantitativ  nod  qssliMiv 
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ermitteln.  Führt  mau  nämlich  von  a'  oine  Taogente  an  den  Distanz- 
kreis nnd  fällt  auf  diese  eine  Normale  aus  a^,  so  gibt  diese  das  ge- 
sachte  «;  Aber  das  Vorzeichen  entscheidet  die  gegenseitige  Lage  von 
Qod  a*  in  bekannter  Weise.  Uebrigens  kann  man  sich  die 
Tangentenconstrnction  ersparen,  indem  man  zn  einem  beliebigen  Halb- 
messer des  Distanzkreises  eine  Parallele  durch  fahrt  nnd  den  End- 
pnkt  jenoa  Halbmessers  aus  a'  auf  diese  projicirt 

II.  Wir  bctracliton  die  beiden  Piiiiktc  a,  uiul  Fig.  3.  mit  den 
Toten  «  und  ß\  die  erste  derselben  sei  ])ositiv,  die  zweite  negativ, 
dann  ist  die  Central projection  a'  von  «  der  ilussere,  //  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  der  betreftenden  Kreise.  Die  Gerade  a,h,  ist  die 
Orthogonal-,  die  Gerade  ab'  die  Centralprojection  der  Geraden  ah. 
Es  ist  aber  geometrisch  aV/  eine  der  Aehiilichkeitsaxen  der  drei 
Kreise  O^,  a^,  geht  nach  bekannten  Bcziehuugeu  durch  den  inneren 
Aehnlichkeitspunkt  d  der  beiden  Kreise  a, ,  1,  und  es  stellt  jener 
Ponkt  den  Durch stosspunkt  "von  ab  mit  der  Bildebene  vor.  Für  an- 
lere Lagen  der  Punkte  a  und  h  lässt  sich  die  Untersuchung  leicht 
fiihrcn  und  ergibt,  dass  der  Dnrchstosspunkt  innerer  oder  Äusserer 
Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  und  h,  ist,  je  nachdem  a  und  h  auf 
entgegengesetzten  Seiten  liegen  oder  nicht. 

Führt  man  den  Stral  aus  O  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte 
voQ  ab,  dessen  Orthogonalprojection  parallel  ausfallt  zu  a,b,,  so  trifft 
l».lztore  ab'  in  der  Centralprojection  des  unendlich  fernen  Punktes 
von  <tb^  d.  i.  in  dem  Fluchtpunkte  der  Geraden,  welchen  wir  mit 
/'  bezeichnen  wollen.  Die  Figur  führt  nun  leicht  zu  den  bekannton 
Beziohnngon: 

a'd  aa^  a 
h'd      l/bj_  _ß_ 

9 

Fener  follgt  ans  Shnlichen  Dreiecken  einmal 

0,b'  Of\ 
h'bf  db,[ 

ond  da  das  Verhältniss       die  Neigung  der  Geraden  ab  gegen  dio 


dann 


woraus 
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Bfldebene  bestimmt,  so  Ueibt  O^'  so  Isnge  eonstant,  ak  «  ie 
Neigung  bleibt,  d.  b. 

Die  Fluchtpunkte  gegen  die  Bildebene  glcichgeneigtcr  Ge- 
raden sind  vom  Augpuukte  gleich  weit  entfernt,  liegen  also 
aaf  einem  aus  dorn  Augpnnkte  beschriebenen  Kreise. 

Ein  einfacher  Sclduss  führt  nun  dazu,  dass  parallele  Gersdei 
einen  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkt  haben. 

So  oft  der  innere  (immer  im  Endlichen  Hegende)  AehnMdiklili* 

punkt  als  Durchstosspunkt  fungirt,  wird  a'h'  auch  von  den  durch  0^ 
parallel  zu  o/^  geführten  Geraden  getroffen,  d.  h. 

Hat  eine  Gerado  den  Dnrcbstosspnnkt  im  EndUchoi,  lo 
liegt  aacb  der  Flochtpnnkt  in  endlicher  Entfernung. 

Ist  aber  der  Dnrcbstosspnnkt  ein  äusserer  Aebnlichkeitspnnkt,  liegea 
also  die  zu  seiner  ConstmcÜon  verwendeten  Pnnkte  zur  selben  Seito 
der  BiUebene  ond  Laben  sie  überdiess  gleiche  Coten,  so  ftUt  er  si^ 
endlich  weit;  es  ist  aber  in  diesem  Falle  die  Gerade  ab  snr  Büdeba» 
parallel  vnd  es  wird  a'b'  nicht  allein  von  a^fr^,  sondern  auch  m 
ans  O,  Mezn  parallel  gofllhrten  Geraden  unendlich  weit  getroffen,  Ik 

Durchstosspunkt  und  Fluchtpuukt  fallen  gleichzeitig  iu's  Uß- 
endliche  u.  z.  bei  Geraden,  welche  zur  BUdehcno  parallel 
liegen. 

Wird  durch  O,  ein  Parallelstral  zu  a'b'  geführt,  so  trifft  derselbe  a>i 

in  der  Orthogonalprojcction  jenes  Punktes,  dessen  Centralprojection 
g'  im  Unendlichen  sich  befindet.  Es  soll  der  Gegenpunkt  lOS 
ah  heissen.  Nach  einer  früher  gemachten  Bemerkung  ist  die  Cote 
von  g  gleich  und  gleich  bezeichnet  mit  S,  es  liegt  dieser  Puukt  in  der 
durch  O  zur  Bildebene  parallel  gelegten  Ebene. 

Ist  mit  6  und  die  Centralprojection  Fig.  3.,  einer  Geraden 
mit  dem  Durchstosspunkt  d  und  dem  Fluchtpunkt  /'  gegeben,  so  ist 
dadurch  die  Gerade  /  bestimmt,  man  kann  ihre  Orthogonalprojcction 
ermitteln  und  cotiren.  Bei  gegebenem  Durchstosspunkt  genügt  die 
Cotirung  eines  Punktes.  Fülirt  man  nämlich  durch  d  eine  Parallele 
zu  0J\  so  stellt  diese  schon  l,  vor;  zieht  mau  aus  O,  einen  belie- 
bigen Stral,  so  schneidet  derselbe  auf  und  l'  zwei  zupeordDeto 
Punkte  a,  und  a'  aus  und  es  ist  die  Cote  von  a  auf  Grund  des  oulcr 
I.  Gesagten  leicht  zu  ermitteln. 

Fassen  wir  a^,  Fig.  4.,  als  Projection  der  beiden  spaaMi^ 
Pnnkte  a(-J-a)  und  a(— rr),  ebenso  b^  als  Projection  der  Pnnkte  IffA 
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und  A  auf,  so  decken  sich  in  a^,(=L,)  die  Projectionen  Ton 
?ier  Genden,  nftmlich: 

«(+«),  H+ß)-  .  .1,, 

«(-«),  .  .«I, 

a(+«),  . 

welche  paarwoiso  (/,  mit  und  A,  mit  /,)  symmetrisch  zur  Bildcbone 
liegen.  Nach  den  vorausgeschickten  netrachtuii^en  sind  die  Central- 
projectiouen  ^/A/Zg'/,/  dieser  vier  Geraden  die  vier  Aehnlichkeitsaxeu 
der  drei  Kreise  O^(Uad.d),  rt,(H.«),  ^'^(K.^').  Der  äussere  Aohnlich- 
kcitspunkt  ff^o  ^^^r  Kreise  und  b,  gibt  den  Durcbstosspuakt  von 
Ii  und  ^  der  ionero  r/34  den  Durcbstosspankt  von  ^  und  ^4  mit  der 
Bildebene. 

In  den  beiden  Geradenpaaren  /j,  l.,  und  A.,  /.,  haben  wir  zwei 
gegen  die  Bildebene  symmctri'^che  (Tcbilde,  wie  sie  unter  I.  besprochen 
«urdeu.  Mithin  wird  nach  dem  dort  Gesagten  je  1er  durch  O,  ge- 
führte Stral  in  diesem  Punkte  und  iu  den  Schnittpunkten  mit  L'^-Ji' 
einerseits  und  //^'A/  andererseits  harmonische  Punkte  ergeben.  In 
jodi  ni  solchen  Strale  liegen  also  zwei  Sy>teme  harmonischer  Punkte, 
welche  ein  Paar  zut^eordneter  Punkte  gemein  haben.  Dass  liierin  die 
harmonischen  Kigenschaften  d<>s  vollständigen  Vierseits,  welches  hier 
von  den  Geraden  gebildet  wird,  mit  inbegriffen  sind,  lehrt 

'  in  Blick  auf  die  Zeichnung.  Selbstverständlich  gilt  letztere  Betrach- 
tang nicht  allein  für  Stralen  ans  O^,  sondern  anch  für  jene  aus  a, 
niid  6,,  da  man  auch  diese  Punkte  ab  Augpnnkte  (mit  den  Aug- 
distanzon  a  bezw.  ß)  auffassen  kann. 

Der  durch  zu  parallel  geführte  Stral  k  gibt  in  seinen 
Schnittpunkten  mit  fi'L'f/l.i'  die  Fluchtiinnkto  f^'r/f/fi  den  be- 
treffenden Geraden.  Da  wieder  die  Schnittimnkte  von  k  mit  h'  und 
//,  d.  i. /s'  und/i'  von  und  dem  Schnittjiunkt  X.L,  liarmouisch 
;.'ctrcnnt  werden  und  da  letztgenannter  Punkt  unendlich  weit  liegt,  so 
hetiudet  sich  in  der  Mitte  zwischen  /V  und  /,',  ein  bekanntes 
Resultat,  welches  nichts  weiter  besagt,  als  dass  gegen  die  Bildebene 
symmetrisch  gelegene  Gerade  ihre  Fluchtpunkte  gleich  weit  vom  Aug- 
punkt entfernt  haben.  Aebulich  lässt  es  sich  von  f^'  und  /4  zeigen. 

III.  Eine  Ebene  sei  gegeben  durch  ihre  Trace  auf  der  Bildebene 
und  einen  ihrer  Punkte.  Ist  die  Trace  *S.  Fig.  5.,  und  ein  Punkt  a 
durch  Orthogonalprojection  und  Cote  u  gegeben,  so  llisst  sich  die 
Cote  eines  jeden  andern  durch  seine  Orthogonalprojection  angenom- 
ijienon  Punktes  der  Ebene,  somit  auch  seine  Ccntralprojection  er- 
nüttclu. 
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Czubtr:  AbUUung  der  Centraiproftetiom 


Es  stelle  die  Orthogonalprojcction  einer  durch  den  Piinkt  a  in 
der  Ebene  gezogenen  Geraden  dar,  dann  ist  der  Schnittpunkt  d  von  l 
mit  S  bereits  ihr  Durchstosspunkt  mit  der  Bildebene  und  die  Ver- 
binduDgsgerado  l'  von  d  mit  a'  die  Perspective  von  /.  Hierin  ist 
zugleich  die  Lösung  der  letzt  angedeuteten  Aufgabe  enthalten.  Führt 
man  einen  Parallelenstral  zu  1^  aus  O^,  so  trifft  er  /'  im  Flucbt- 
ponkte  /'  von  /.  Denkt  man  sich  a  als  Mittelpunkt  eines  ia  der 
Ebene  liegenden  Stralenbflschels,  so  hat  jeder  dnzelne  Stnl  aeaet 

Fluchtpunkt,  wegen  der  Constanz  des  Verhältnisses        =  ^[^^  j 

liegen  aber  alle  diese  Punkte  auf  einer  zu  S  parallelen  Geraden 
der  Fluchttrace  der  Ebene,  welche  als  Perspective  der  nnendlid 
fernen  Punkte  der  Ebene  (der  unendlich  fernen  Geraden  derselben} 
an&nfaasen  ist  —  Der  Parallelenstral  zu  V  aus  O,  trifft  l,  in  jenem 
Punkte  g„  dessen  zugehörige  Centralprojection  in's  Unendlidie  ftH 

a  d       a,a'  a 

Bemerkt  mau  wieder,  dass  das  Ycrhältniss 


Staat  Ueibty  so  folgt,  dass  anch  die  Punkte  g,  aller  Stnden  des  ob« 
berObrten  Bflschels  auf  einer  zn  S  parallelen  Geraden  G^^  der  6s- 
gentraee  der  Ebene,  liegen.  Ein  Blick  anf  die  Zeichnong  lehrt  st- 
gleich,  dass  F'  von  ß  ebensoweit  absteht  wie  von  O,,  jmwd 
die  Alwt&nde  in  entgegengesetzter  Richtung  gelegen.  —  Es  bstaf 
keiner  besonderen  Erklftmng,  wie  bei  gegebenem  S  und  F*  oder  S 
und  (nebst  0,  und  d)  die  Ck>ten  und  Centralprojectionen  bdiebi|r 
durch  Orthogonalprojcction  gegebener  Paukte  der  Ebene  besäarit 
werden. 

Sind  drei  Punkte  a/«),  c^iy)  gegeben,  so  bestimmen  die- 

selben eine  Ebene,  deren  Bildtraco  eine  der  Aehnlicbkeitssxen  der 
drei  Kreise  a^b^c,  ist,  je  nach  den  Vorzeichen  von  a,  /7,  j.  Liat 
man  diese  unbestimmt,  so  rcprftsentiren  die  vier  AehnlichkeitaBOU 
genannter  Kreise  die  Tracen  von  acht  Ebenen,  welche  in  vierssr 
Bildebene  qrmmetrische  Psare  zerMen.  Zu  jedem  solches  Pmis 
gehören  zwei  gegen  den  Angpunkt  symmetrische  Fluchttrscen  wd 
zwei  zur  betreffenden  Büdtrace  symmetrische  Gegentracea. 

IV.  Durch  seine  Orthogonalprojcction,  die  Büdtrace  seiner  Ebeae 
und  einen  cotirtcn  Punkt  der  letzteren  ist  ein  ebenes  Gebilde  be- 
stimmt; die  Perspective  desselben  ist  dann  leicht  zu  construiren.  Ist 
«,  Fig.  G.,  die  Spur  .der  Ebene,  und  mit  der  (positiven)  Cote  « 
gegeben,  dann  ist  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  0,  imd 
die  Centralprojection  von  a.  Um  nun  die  Perspective  eines  auden 
Punktes  b  aus  dem  ebenen  System  zu  fiuden,  ziehe  man  zunächst 
den  Stral  O/^,  welcher  dieselbe  enthalten  wird,  vveitei-s  die  Gaade 
bgü^  welche  im  Schnittpunkte  d  mit  •  den  Durchstosspunkt  da 
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raden  ha  liefert,  deren  Centralprojcction  durch  Verbindung  von  d  mit 
n'  folgt:  WO  diese  den  Stral  0,0^  trifft,  ist  das  gesuchte  ä'.  In  glei- 
cher Weise  ist  mit  allen  andern  Punkten  zu  verfahren.  Man  erkennt 
sofort,  da  SS  die  Urtliogonalprojcction  und  die  Perspective 
coUineare  und  collincar  liegende  Gebilde  sind.  Die  Vcr- 
hinduugsgeraden  von  je  zwei  zugeordneten  Punkten  (a^  und  a',  6,  und 
b'}  gehen  durch  einen  festen  Punkt  O^,  das  CoUincationscentniin, 
and  je  zwei  zogohörige  Gerado  (a,ö^  und  aV/)  Bchneiden  sich  in 
Paukten  einer  festen  Geraden  «,  der  CoUineationsaxe. 

Insbesondere  sei  das  zu  projicirende  Gebilde  ein  Kegelschnitt, 
von  welchem  die  Orthogonalprojection  Ä' ,  Fig.  7.,  die  Trace  S  seiner 
Ebene,  die  Orthogonalprojection  «,  nebst  Cote  «  eines  Punktes  a  der 
letzteren  gegeben  ist  Man  könnte  durch  das  vorhin  angegebene  Ver- 
fahren beliebig  viele  Punkte  der  Centralprojection  K'  ermitteln.  Die 
folgende  Betrachtang  wird  zur  Auffindung  der  Axen  Ton 
K'  fuhren»;. 

Verschafft  man  sich  mit  Hilfe  von  a  die  Gegentrace  G,,  denkt 
sich  von  den  Punkten  derselben  an  Tangeutoii]iaare  geführt,  so 
gehen  deren  Berühruiigssehnen  durch  den  Pol  von  (>\  in  lUzug 
auf  A',.  In  der  Perspective  wird  jedes  solche  Taugentfnpaar  juirallel, 
seine  Berührungssehne  niitliiii  zu  einem  Durchmessei-,  die  Perspective 
(>'  von  o,  also  zum  Mitteli>unkt  von  A".  Ist  ./-^  ein  Punkt  von 
so  gibt  der  Stral  O^x^  die  Pichtuiig  der  in  Persjjectivo  gesetzten  Tan- 
genten xfu  und  j-n  au  A',  der  Stral  die  Richtung  der  Perspective 
ihrer  Berührungssohne  wn,  d.  h.  die  Stralen  ü,x,  und  Oj^  stellen 
die  Richtangen  zweier  conjugirter  Diameter  von  A"  vor.  Da  nun 
nnd  %f  zwei  conjugirto  Punkte  der  Involution  sind,  welche  der  Gera- 
den Gf  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K'  zukommt,  Ox^  und  0,^^ 
zwei  conjugirte  Stralen  der  diese  ans  0,  i»rojicirendon  Straieninvoln. 
tion,  so  Iftsst  sich  folgender  Satz  aussprechen: 

Je  zwei  zugeordnete  Stralen  der  Straleninvolution,  welche 
die  in  G\  befindliche  Puuktiuvolution  aus  projicirt,  geben 
die  Richtungen  für  ein  Paar  conjugirter  Diameter  von  A''; 
insbesondere  liefern  die  Axen  jener  Straleniavolution  die 
Axenrichtuug  von  K'. 

Die  Azenennittelnng  von  K'  ftUt  daher  mit  der  Constmction  der 
Axen  des  Stralensystems  bei  zusammen. 


*)  VeigL  Dr.  Gott  A.  V.  Peaebk«,  directa  AzenbestimmnDg  der  p«r* 
■pectiviachtn  BUd«r  des  Kreiset.  Zeitecfar.  des  teterr.  logesienr^  uod  A^U* 
tekteo-Tereiiie.   1874.  XIV. 
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Wir  nnterschoiden  folgende  Falle: 

1)  Die  Puiiktinvoluti on  in  sei  el liptisch ,  dana 
auch  A"  eiuc  Ellipse.  Um  ihre  Axcu  zu  finden,  verscliaiTe  mia 
sich  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte  in  Cr  ,  Fig.  7.,  und  x,.  y. 
und  t|,,  beschreibe  über  j-j,  und  y))^  als  Durchmesser  Kieisc,  üi 
schneiden  sich  diese  in  zwei  Punkten  P  und  Q.  Der  darcb  Pj  U  oni 
O,  gelegte  Kreis  trifft  in  zwei  Paukten  A'^  und  1',  welche  mh 
O,  verbunden  die  Ilicbtangen  der  Axen  von  A''  geben.  ^Vas  die 
Längen  derselben  anlangt,  so  ergeben  sich  dieselben  leicht,  wenn  mia  j 
durch  o,  Sehnen  zieht,  welche  nach  A*^  und  verlaufen;  die  PtT- 
spectiTen  der  lundponkte  dieser  Sehnen  geben  die  Scheit^  tob  K\ 

2)  Das  Punktsystem  in  G,  sei  hyperbolisch,  dantiik 
auch  K'  eine  Hyperbel.  Die  in  den  Asymptotenpnnkten  nadr.« 
Fig.  8.,  an  geführten  Tangenten  geben  in  der  PorspectiTe  die 
Asymptoten  von  K\  ihr  Schnit^nnkt  o^,  sogleich  Pol  Ton  is 
Bezug  auf  K, ,  den  Mittelpunkt  Die  Axenconstmction  redudrt  sA 
■wieder  auf  die  Ermittelung  der  rechtwinklig  zugeordneten  Stnlen  der 
Involution  in  O^,  Avelcho  das  Punktsystem  in  O,  projicirt  Wcas 
man  über  u^t\  als  Durchmesser  einen  Kreis  besclircibt,  so  bat  um* 
um  jene  Stralcn  zu  finden,  denjenigen  Orthogonalkreis  der  oIk-d  er- 
wähnten Kreise  zu  verzeichnen,  der  durch       ^vhcnd  sein  Crntrrjii  i 

hat    Beachtet  man  aber,  da^s  die  Strak-u  und  0,(\  diirfh 

jedes  andere  Paar  conjugirter  Stralcn,  also  auch  durch  die  gi^uclitpu  | 
OfX,  und  harmonisch  getrennt  werden,  nur  dass  letztere  einea  j 

rechten  Winkel  einschliessen ,  so  erkennt  man,  dass  die  von  ihaeii 
eingeschlossenen  Winkel  vou  (>^A\  und  0,l\  halbirt  werden.  l>ainit 
ist  die  Con!«;truction  der  Punkte  A'^  und  sehr  erleichtert  Voa 
einem  derselben  gehen  reelle,  von  dem  andern  imaginäre  Taugeuten 
an  A'^;  die  durch  den  ersten  von  beiden  durch  O,  geführte  Sehte 
(zugleich  Berührungssehne  der  vom  letzten  gezogenen  TsngealBl) 
führt  zur  Längenbestimmung  der  reellen  Axe. 

3)  Ist  endlich  dio  Punktreihe  in  parabolisch,  dM 
ist  auch  dio  Perspective  von  K  eine  Parabel.  Dicssmal  hii  Mi 
behufs  Axenconstruction  durch»  den  Mittelpunkt  J/^  der  parsboUsehü 
Involution,  Fig.  9.,  und  den  Punkt  einen  Kreis  zu  führen,  wekbv 
sein  Centnun  in  G,  hat;  dieser  schneidet  letztere  Gerade  soaser  Ii 
Jlf,  noch  in  oinem  Punkte  r,,  von  welchem  an  ausser  0,  asA 
dne  zweite  Tangente  Y^A,  gebt.  Es  gibt  dann  die  Perspective  rm 
A  den  Scheitel,  der  Stral  O^M,  die  Kichuu)^  der  Axe,  jener  0^)\  dit 
Richtung  der  Scheiteltangeute  der  Parabel.  Wiid  z.  I>.  noch  €iit 
weitere  beliebige  Taugente  au  A'  geführt  und  in  Perspective  ge- 
setzt, was  leicht  durch  ihre  Schuitt])uukte  mit  V^A,  uud  MA,  od* 
eiuen  dieser  Sclinitti)uukte  und  den  Schnittpunkt  mit  geschehe^ 
kann,  so  kann  auch  der  Brennpunkt  (F)  leicht  ermittelt  wenien. 


j 
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XVI. 

Vergleichung  zweier  Annahmen 
über  die  moralische  Bedeutung  von  Geldsummen. 

Von 

Emanuel  Czuber. 


So  lange  man  bei  einer  Geldsumme  auf  die  Verhältnisse  der 
Person,  welche  in  den  Besitz  derselben  gelangen  oder  sie  verlieren 
soll,  keine  Rücksicht  nimmt,  zieht  man  die  Summe  mit  ihrem  abso- 
luten Betrage  in  Rechnung  und  spricht  von  einem  objectiven  oder 
physischen  Werte  derselben.  Es  hat  aber  ohne  Zweifel  ein  und 
derselbe  G('ld1)etrag  für  verschiedene  Personen  je  nach  den  Umstän- 
don,  unter  denen  sie  sich  betindcn,  verschiedene  Bedeutung,  und 
nimmt  man  hierauf  Rücksicht,  so  kann  von  einem  subjectivoii 
oder  moralischen  Werte  der  Geldsumme  gesprochen  werden.  Es 
erscheint  auf  den  ersten  Blick  unmöglich,  für  diesen  bei  den  mannig- 
fachen, der  Rechnaug  meist  unzngftBgliehca  Interessen  ein  auf  alle 
Fälle  passendes  Mass  aufzustellen;  lässt  man  jedoch  alle  andern 
Rücksichten  bei  Seite  und  beachtet  bIo8  das  hierbei  sehr  in's  Gewicht 
fallende  physische  Vermögen  der  Person,  welche  der  Gewinn  oder 
Verlast  betrifft,  ?o  wird  sich  eine  AsDahme  Uber  die  moralische  Be- 
dentnog  desselben  treffen  hissen.  Diese  Annahme  mass  zwei  durch 
den  gemeinen  Verstand  gestellten  Forderungen  genflgen:  die  mora- 
lische Bedeutung  einer  Summe  musssich  kleiner  ergehen, 
wenn  sie  Gewinn  als  wenn  sie  Verlust  bedeutet,  und  um 
10  kleiner  ausfallen,  je  hoher  der  Betrag  dos  physischen 
Vermögens  der  Person  ist 

Eine  der  eiufiirhsteii  Annahmen,  welche  dies  leistet,  besteht  darin, 
dass  man  die  moralische  Bedeutung  einer  Vermögens- 
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ftnderoDg  proportional  setzt  dem  Yerbftltnisse  avs  ikrea 
absoluten  Betrage  nnd  dem  dnrcb  sie  geftndertsi  tr- 
sprOnglieben  Vermögen. 

Ist  B  der  Betrag  der  Yermögcnsändorung,  K  das  nrsprünglick 
Vermögen,  so  verwandelt  sich  dasselbe  in  K-\-B  oder  K—D,  je- 
nacbdem  B  einen  Gewinn  oder  Yeiinst  bedeutet;  nach  obiger  Jb- 
nabme  wird  nun  die  moralische  Bedeatnng  des  ersleren  der  Gitas 


B 

n_        K  _y 
K+B^        B-^  l-\-v 


die  moralisGbo  Bedentong  des  letsteren  der  Grösse 


II) 


B 
K 


B  1— V 
^  K 


proportioDal  angcnonimon;  darin  bedeutet  jetzt  v  das  Vf rliiiltuis? 
zwischen  Vermögousäiideruug  uud  ursprünglichem  VeniujgeD.  iur 
einen  sehr  kleinen  Wert  von  v,  also  eine  sehr  geringe  VermögeDS- 
ftoderung  dB  kann  mau  mit  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  des 
dB 

VerbSltnisses  ~g 

dB 

1)  n  -  2i  -      -  ir 

setson. 

Teilweise  abweiebend  bierron  seist  Oettiager*)  mit  Lscrux^ 
(nach  Bnffon's  Hypotbese)  die  moraliscbe  Bedeutung  des  Gewionei 

dagegen  die  eines  Veriustes  ein£Mb 

Der  Gleicbnngen  I)  und  II)  bat  sich  zuerst  Fries*^)  bedieat 


•)  Oetünger,  W«hr8clieinh*chkelt8reclinfing,  png.  2S». 

•*)  Lacroix,  Troitc  clcmcntaire  du  calcul  de«  probabilitc» ,  pag«  '^** 
(Dentscbo  UeWsctzung  von  Ungcr,  png.  144.) 

J.  F.  Fries,  Veriuch  einer  Kritik  d.  Frinc.  d.  Wahrech.-R.  IMä» 

pag.  116. 
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Die  Bcrnoulli'schc  Annahme  über  die  Beurteilung  der  mo- 
ralisihen  Bedeutung  einer  Geldsumme,  welclier  sich  auch  I*aplaco*) 
und  nach  ihm  andere  Mathematiker  angeschlossen  haben,  setzt  eine 
unendlich  kleine  Vermögensänderung  voraus  und  auf  diese  wird  die 
Gleichung  1)  angewendet;  ihre  moralische  Bedeutung  uäm- 
lieh  wird,  gleichgiltig  ob  sie  Gewinn  oder  Verlust  be- 
deutet, dem  Verhältnisse  aus  ihrem  absoluten  Betrage 
und  dem  ursprünglichen  Vermögen  proportional  ange- 
uonimeu.  Eine  Vermögensänderung  von  endlichem  Betrage  wird 
als  Summe  solcher  unendlich  kleiner  Beträge  angesehen  und  Ibra 
moralische  Bcdeatuig  durch  Somminuig  der  moralischen  Bedeatongon 
dieser  erhalten. 

Bezeichnet  demnach  A'  das  ursprüngliche  Vermögen  einer  Person 
und  ist  dasselbe  auf  dem  eben  angegebenen  Wege  zu  dem  Betrage 
A'-|-x  angewachsen,  so  hat  dos  nächste  lucrcmeut  tlx  die  Bedeutaug 

und  eioe  YergrOssmng  im  Gesanmitbetrage  B  die  Wichti(^t 

B 


hat  sich  dagegen  das  Stammvcrmögcn  bis  zum  Betrage  K—x  ver- 

dx 

Biadert,  so  hat  der  nächste  Yeilnst  da  die  Bedentang  nnd 

der  ganze  Verlust  B  die  moralische  Bedeutung 


n 


«  P  dx  K—B 

K=i—*-i  

0 

Bd  Oettinger*^)  ist  die  Ableitong  dieses  zweiten  Ansdrockes 

jK'^B 

oAklar.  (Man  vergleiche  daselbst  Gl.  4  mit  a)  £r  findet 


wonach  die  moraliaehe  Bedentong  eines  Yerlnstes  negativ  irire. 
Uebiigens  ist  dies  anch  bei  Lacroix^)  der  FalL 


Unsere  Ableitnng  lAsst  sich  mit  der  von  Laplace,  welcher  nicht 
direct  die  moralische  Bedentong  einer  Yermögensftndernng,  sondern 
$e  einer  physischen  Somme  überhaupt  betrachtet,  in  Einklang  bringen. 


*)  Laplace,  Th<?oric  nnol.  des  probabilitcs  und  Essai  philoi.  d.  prol». 
**)  Oettinger,  Die  WahrscheiolichketUrcchuung.    1852,  pag.  233. 
Locroix,  1.  €.,  p«g.  lao. 
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Bedeutet  nftmlich  —  um  bei  unserer  Bozeichnang  n  bldbei  - 
X  das  anfänglicbo  Vermögeu  einer  Person,  so  ist  nach  Lapkee  desa 
moralische  Bedeutung 

wobei  eine  für  die  in  Betracht  stiebende  Person  gütige  ood  A  eiie 
willkttrliche  Coustante  bedeutet,  welche  letztere  sich  aus  eiDcm  Paare 
xasammcngeböriger  Werte  von  y  und  K  berechnen  liesse.  Hat  sieb 
onn  das  Vermögen  der  Person  nm  B  vermehrt,  so  ist  aich  seilte 
DionUiscbo  Bedeutung  nm  einen  gewissen  Betrag  r,'  gestiegeo  ni 
dieser  stellt  offenbar  die  moralische  Bedeutung  des  GewimiM  B  vor, 
es  ist  wieder 

zieht  mau  von  dieser  Gleichung  die  vorhergeheude  ab,  so  findet  man 

Ist  dagegen  das  Vermögeu  um  H  gesunken,  so  bat  seiue  moralische 
Bedeutung  einen  Betrag  T^'  oingebOsst,  so  dasa  sie  jetzt  nur  mk 

beträgt,  und  es  ist  T^'  die  Bedeutung  des  Verlustes;  zieht  maa 
Gleicbnng  von  der  ersten  ab,  so  findet  man 

0m,  f  •  >  X^  B 

r,' — w-gr- 

nnd  es  stimmen  I  V  mit     und  Tf  bis  anf  die  Cosstiate  I 

flberein,  dio  wir  nnterdrackt  haben,  weil  sie  ans  den  splter  tite> 
stellenden  Relationen  ohnebin  verschwindet 

Wir  wollen  snnftchst  die  drei  durch  die  Gleicbnngspaare  D  n)t 
V)  ir),  III)  IV)  ausgesprochenen  Arten  der  Messung  der  moraliscbcn 
Bedeutung  einer  YermOgensftnderung  vergleichen  und  wählen  hkm 
den  Weg  der  geometrischen  Darstellnng. 

1)  Darstellung  von  l',  und  y,.  Trägt  man  v  nach  ciaff 
willkürlich  gewählten  Einheit  als  Ahscissc  (j-)  uud  I  j,  resp.  /i  ai» 
Ordinate  (^)  auf,  so  hat  mau  die  Gleichungen 

0  m 

oder 

(l+«)y«ar,       (1  — i>)jf  — as 

zu  constmiren;  indem  man  bei  der  ersten  mit  Beibehaltung  der  Aiea* 
richtungen  den  Ursprung  nach  dem  Paukte  4-^)9 
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Figur,  bei  der  zweiten  nach  dem  runkte  0^{-{-l,  —1)  verlegt,  er- 
halt mau  die  auf  diese  neueu  Cüordiuutc^usysteine  -X^OiV^  resp.  AjO^lj 
bezogenen  Gleichungen 

asy  =-  1,      ay  —  1, 

welche  gleichzeitige  Hyperbeln  yoratelleD,  die  die  betreffenden  Coor- 
dinatenaxen  za  Asymptoten  haben;  von  diesen  Hyperbeln  kommen 
für  QDseren  Fall  nur  die  in  den  ersten  Quadranten  JCOT  des  Hanpt- 
coordinatensystems  fiillenden  Zweige  nnd  zur  Ooltnng,  welche 
durch  den  Ursprung  O  gehen  und  daselbst  eine  unter  45®  geucigto 
gemeinschaftliche  Tangente  O  besitzen. 

Nach  dieser  Darstellnng  wächst  die  moralische  Bedeutung  einer 
VcrmOgensvergrösserung  mit  dem  absoluten  Betrage  derselben  Ton  0 
bis  1 ;  crstcren  Wert  nimmt  sie  an,  wenn  Jene  Vergrdsserung  gleich 
Null  ist,  letzteren  Wert  erlangt  sie,  wenn  die  Vermehrung  dem  ur- 
^flnglichen  Vermögen  gegeuflber  unendlich  gross  ist  Der  mora- 
lische Wert  einer  Vermögensabnahmo  wftchst  gleichfalls  mit  ihrem 
physischen  Betrage,  ist  Null,  wenn  dieser  Betrag  Kuli,  nnd  wird  un- 
endlich gross,  wenn  die  Verminderung  dem  ganzen  Vermögen  gleich 
kommt. 

2)  Darstellung  der  Gleichungen  V)  und  W). 

Die  Gleichung  V)  wird  durch  dieselbe  Hyperbel  Z.j  repräseutirt, 
welche  der  Gleichung  I)  entspricht,  die  Gleichung  II')  dagegen  durch 
die  im  Ursprünge  O  an  jene  Uypcrbel  geführte  Tangente  G. 

Dieser  AnlG&ssnng  gemftss  hat  jeder  Verlust,  selbst  wenn  er  über 
das  Vermögen  der  betreffenden  Person  hinausgeht,  eine  endliche  und 
reelle  moralische  Bedeutung;  und  doch  mnss  man  annehmen  —  nnd 
auch  Oettinger  tat  es  (1.  c  pag.  223)  —  dass  eine  Person  nicht  mehr 
wagt  nnd  also  auch  nicht  mehr  Yerlicren  kann,  als  ihr  Vermögen 
betrftgt.  Aus  diesem  Grunde  schon  halten  wir  die  durch  das  Glei- 
chnugspaar  I')  II')  angegebene  Art  der  Benrtdlung  des  moralischen 
Wertes  für  unrichtig. 

3)  Darstellung  der  Gleichungen  IE)  und  lY)  oder 

|f  =  /(l  +  a:),       y  =  -/(l-x). 

Verlegt  man  in  der  ersten  den  Ursprung  mit  Belassnng  der  Axen- 
•ichtongen  in  den  Ponkt  0^(—lt  0),  in  der  zweiten  nach  dem  Punkte 
'^«C+lf  0)  und  verwechselt  in  letzterer  flberdies  die  negativen  Hälften 
ler  Coordinatenazon  mit  den  positiven,  so  lauten  die  auf  die  neuen 
Systeme  ^Y^ah  ^i^^  -^i^*^*  transforrairten  Gleichungen  4 
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und  stellen  logarithmische  Linien  vor,  von  denen  wieder  nur  die  in 
den  Quadranten  XOY  fallenden  Teile  und  zur  Geltunjj  Icora- 
men;  beide  gehen  wieder  durch  den  Ursprung'  des  Ilauptcoor'üuatea- 
systems  A'OF,  haben  daselbst  eine  den  Coordinatenwinkel  halhinude 
gemeinsame  Tangente  G\  die  zweite  bat  überdies  die  ilir  zugcbäitf» 
Ordiuftten&xe      zur  Asymptote. 

Die  moralische  Bedeatang  einer  YennOgensänderüng  wächst  nid 
dieser  Annahme  ebenfalls  mit  der  Grösse  derselben,  wird  jedoch,  in 

Unterschied  zu  den  früheren  zwei  Fällen,  für  einen  unendlich  grosse» 
Gewinn  ebenfalls  unendlich  gross;  die  moralische  Bedeutung  des  gan- 
zen Vermögcusverlustes  erscheint  w  ieiler  unendlich  gross  wie  im  eisteo 
Falle.  Ueberhaupt  zeigt  die  erste  Annahme  mit  der  dritten  eine  grosso 
Uebercinstimmuug;  nur  wächst  nach  der  ersten  die  Ikdeutung  des 
Verlustes,  nach  der  zweiten  jene  des  Gewinnes  rascher.  Das  fulLcutie 
wird  zeigen,  dass  die  Rechnung,  auf  diese  beiden  Aunaluneu  gestützt, 
dem  Wescu  nach  übereinstimmeude  Resultate  liefert 

Unterschied  zwischen  der  moralischen  BedenUig 
eines  Yerlnstes  nnd  der  eines  dem  absoluten  Werte  nach 
gleichen  Gewinnes.  Weil  hier  Ihr  Gewinn  und  Verlast  ¥  dsi> 
seilte  ist,  hat  man 

nnd  wenn  der  Quotient  unter  der  nötigen  Yonuissetmng  w  <C  ^ 
eine  Beihe  Ttfwandelt  wird, 

4)  Tj— Fi-2»«(l  +  v^+v*-f-...}. 

Nach  der  anderen  Annahme  ist 

8')  2i-  F,  — 1(1— V)— m+v)  — y«) 

oder  durch  Reihenentwickclung  unter  der  nämlichien  Bedingung  wie 

vorhin 

4')  2-,-K,-»«(l  +  |*+s'  +  ...)! 

der  erwähnte  Unterschied  ist  demnach  der  ersten  Annahme  zufolge 
grosser  nnd  zwar  in  nm  so  höheren  Hasse,  je  bedeutender  9 

Ein  mit  einem  gegebenen  Verlust  moralisch  äquiva- 
lenter Gewinn  und  umgekehrt.  Es  sei  v  das  Verhältniss  des 
gegebenen  Verlustes  nnd  x  jenes  des  unbekanntcu  Gewinnes  znm  air 
iänglichea  Vermögen,  so  ist  arj  aus  der  Gleichung 
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za  berechnen  und  man  findet 

Bithm  ac|     V,  wie  voranszosehen  war. 

Ebenso  findet  man  den  einem  gegebenen  Gewinn  v  ftqnivnlenten 
Verlust  |i  ans  der  Gleichung 


welche 

6)  {- 


l+2v 

ergibt;  es  ist  also  v. 

Hiernach  erscheint  der  Yerlnst  von  einem  Zehnteü  des  Ver- 
mögens i^eichbedentond  mit  dem  Gewinn  von  einem  Achtel  desselben 
ud  andererseits  der  Gewinn  von  einem  Zehnteü  äquivalent  mit  dem 
Yerinste  von  einem  Zwölftel. 

Nach  der  anderen  Annahme  hat  man  znr  Lösung  derselben  Auf- 
gabe die  Gleichungen 

and 

-l(l-W-/(l  +  v), 

«eiche 

V 


5') 
ond 

6')  fe- 


1— V 

V 

Hier  sind  die  Diffierenzen  nicht  so  bedeutend;  der  Verlust 
Ton  einem  Zehnteil  und  der  Gewinn  von  einem  Neuntel  einerseits, 
der  Gewinn  von  einem  Zehnteil  und  der  Verlust  von  dnem  Eilftel 
andererseits  sind  moralisch  ftquivalent 

Moralischer  Wert  Ungewisser  Summen.  Wenn  auf  die 
Verhältnisse  der  Person,  welche  eine  von  einem  Ungewissen  Ereig- 
nisse abhängige  Geldsumme  gewinnen  oder  verlieren  soll,  keine  Rück- 
sicht genommen  wird,  so  bringt  mau  an  Stelle  des  physischen  Wertes 
der  Sunmie  ihr  Product  mit  der  Wahrscheinlichkeit  des  sie  bodin- 
geadea  Ereignisses  in  Bechnung  und  nennt  dieses  die  mathema- 
tische Erwartung  (Hoffnung  oder  Furcht,  Jenachdem  die  Summe 
gewonnen  oder  verloren  werden  soll)  der  Person. 

"Wenn  aber  das  Vermögen,  in  dessen  Besitz  sich  die  Person  vor 
utm  Gewinn  oder  Verlust  befindet,  beachtet  werden  soll,  dann  wird 
Ttuun.  IS 
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man  in  jenem  Prodacte  den  phynschen  Wert  der  frigikhai  Gd^ 
somme  dnrcb  den  moralischen  ersetzen  nnd  es  sodann  die  «on* 
lisehe  Erwartung  nennen;  ans  dem  Betrage  dieser  kanaiMv 
die  entsprechende  physische  (yeldsnmme  berechnet  werden.  Emrtil 
z.  R  jemand  den  Gewinn  einer  Somme  v  (sein  Yermdgen  sh  fiikft 
angenommen)  mit  der  Wahrscheinlichkeit  so  ist  der  matheontiicb 
Wert  seiner  Erwartung 

£=s  vir, 

der  moralische  dagegen 
7) 


.tf ; 


wird  die  diosor  Erwartung  ontsi»rLxljendc  physische  (lclii?uinmf  biü 
Xi  bezeichnet,  so  hat  man  zu  ihrer  Bestimmung  die  Gleichung 


VW 


woraus 

8) 


1+x,  1+v 


VW 


l+vd-^w) 


folgt,  ein  Betrag,  der  kleinrr  ist  als  die  mathcniatischo  Erwartuii. 
Nach  dieser  Formel  entspricht  der  moralischen  P>wartuug.  wrnn  || 
dem  halben  Vermögen  gleichkommende  Summe  mit  dvr  Wahrschein- 
lichkeit ^  gewounea  werden  soll,     =  0*2  des  \  ermügens  ah  plg- 
sische  Summe. 

Nach  der  zweiten  Art  ist  unter  den  gleichen  Yerfaftltniaiei  i> 
moralische  Hoibong 

und  die  correspondirende  physische  Summe  wird  aas  der  Oteictaf 

l(l+x^^lil+vr 

gefnnden,  welche 

8')  af^  — {l+v)«*  — 1 

ergibt;  auf  das  vorige  Beispiel  angeweudet,  gibt  diese  FoiBd| 
ar,  =  0  22474. 

Eine  fthnliche  Rechnung  ist  anzulegen,  wenn  die  ogeM^j 
Summe  Verlust  bedeutet  Wenn  dann  {i  die  der  moraUschea! 
im  einen ,  1,  im  anderen  Falle  entsprechende  physische  Smm 
deutet,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 


.10 


-<a-f.)=-«'Ui-v) 
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27Ö 


der  erste  Wert 
der  zweite 

n  U  

Für  V     }  und  tr  =  |  ergibt  die  Rechuuug 

d'»  0-33833 
—  0-29289. 

Für  V  =  1  geben  beide  Formeln  ohne  Bttcksieht  anf  die  Ordsse  von 
w  den  Wert  1,  wonach  also  dem  mit  noch  so  geringer  Wahr- 
Bcheinlichkeit  bevorstehenden  Verluste  des  ganzen  Yer- 
raOgens  als  physischer  Betrag  wieder  das  ganze  Yer- 
mögen  gegenübersteht. 

Hat  eine  Person  den  Gewinn,  resp.  Verlust  mehrerer  Summen 
»',i'2V3  ...  mit  den  Wahrscheinlichkeiten  w^w^w^  ...  zu  erwarten,  wo- 
bei voraus«?esotzt  wird,  dass  »«"i  +  "'2+^3+ . . .  =  1  ist,  so  tiudet  man 
']en  Gesammtbetrag  ihrer  moralischen  Hoffnung,  wenn  man  die  alge- 
braische Summe  der  einzelnen  Erwartungen  bildet,  wobei  die  auf 
(rcwinn  bezaglidien  positiv,  die  die  Verluste  betreffenden  negativ  in 
lUchnung  gezogen  werden.  FOr  die  Summe  vr  hat  man  also  den 
Betrag 

einzustellen,  wenn  sie  Gewinn,  und 

Vt 


l-Vr 


wenn  sie  Verlust  bedeutet^  daher  aUgemein  ^  j^:^      wenn  man  den 

(iruudsatz  befolgt,  dass  v,-  für  einen  Gewinn  positiv,  für  einen  Verlust 
negativ  genommen  wird.  Nach  dieser  Bemerkung  hat  man  also  fUr 
die  moralische  Hofbung  den  Wert 

10)  ^i-r^-»i+r5-  'H-r5-  «^«+-  - 

Nach  der  zweiten  Annahme  wäre  für      sofm  es  Gewinn  bedeutet, 

und 

—  (— trr/(l  —  Vr))    oder    +«C,/(1  — Vr) 

rinzosetzen,  wenn  es  Verlust  vorstellt*,  daher  kann  wieder,  wenn  man 

IS* 
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dem  oben  berOhiten  Grundsätze  folgt,  allgemein  wrlil+v,)  getckiie- 
ben  werden,  nnd  damit  ergibt  sich 

-  tc^lil+vj + ic^a+v^) + «r,/ (1  +  V»)  + ... 

oder 

10')  Äi  -  /|(l+i'i)'«.a+*'>)''».(l+v.)»-.-.}. 

Den  pbysiachen  Betrag  ir^i,  welcher  der  moraUaclien  Hoffraii 
im  ersten  Falle  entspricht,  findet  man  aas  der  Gleichung 

l  +  »'6l       l  +        *       1  +  V,  i  +  V,    ^       •  •  •  ' 

die  Anfiflsnng  ergibt  unter  Berttcksichtigaug  der  Relation  i'-i  +  '^s'r 
«'34-...  1 

bicruach  crscbeiut      als  ein  Mittelwert  der  Beträge  v^,  v^,  y^..^ 


wenn  diesen  die  Quotienten  y-^  '  ^  1  *  >  r  ■  Ale  Gewicht« 
beigelegt  werden. 

Nach  der  anderen  Annahme  folgt  vr,^  ans  der  Gleichmig 

l  (1  +  V6,)  =  i  { (1  +  V,)"' .  (1  +         .  (1  +  V,)«''  .  . .  I , 

welche  daiilr  den  Wert 

11')  i'fit  -  (1 + v,)". .  (1  +  V,)«'. .  (1 +«'»)••  ...-  1 

liefert. 

Anwendungen  der  gewonnenen  Formeln. 

a)  Wagt  jemand  die  Hälfte  seines  Vermögens  und  ist  j  die  Walur^ 
scbcinlicbkeit,  selbe  zu  Terlieren,  und  i  die  Wahrscheinlichkeit,  eine 
gleich  grosse  Summe  zu  gewinnen,  so  ist  der  seiner  moraliscbes 
Hoffiiung  entsprechende  physische  Betrag 


1 

^61 


1+4+ 1-1 
»M  -  (H-i)»a-i)*-i  —  
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die  moraliscbo  Hoffnung  übergeht  hier  iu  die  Furcht,  0'2d  resp.  0134 
seines  Vcrmögcüs  zu  verlieren. 

P)  Betrachtet  man  irgend  ein  Spiel,  bei  wekhom  die  Einsätze 
nach  den  Kegeln  der  ni:\theinatischeu  Hoffnung  geordnet  sind,  welches 
also  mathematisch  gleich  ist,  so  kann  leicht  crwiescu  werden, 
dass  es  für  jeden  der  Mitspielenden  moralisch  nachteilig  ist» 

Gesetzt,  V  sei  der  Einsatz  eines  Spielers  A,  v  dio  Wahrschein- 
lichkeit f&r  ihn,  zu  gewinnen,  also  1— w  jene  für  das  Vorlieren,  so 

ist  ^^^^  der  rechtmftssigc  Einsatz  des  Gegners  Ji  oder  der  Ge- 
winn, welchen  A  zu  erwarten  hat  Die  moralische  üofiiiiiDg  fUr  A 
ist,  der  ersten  Annahme  zufolge, 

v(l— fg) 

 — ,  = 


^  .   v(l— IT)  {«?+v(i-«;)j(l-v/ 

siso  n^tiiy,  flbergebt  daher  in  Fnrcht  nnd  der  dieser  en'sprechende 
physische  Geldbetrag  ist 

—  V 


— M;)+ttr(l  — 

Nacii  der  anderen  Annahme  ergibt  die  Koclmang  dio  moralische 
Hoffnung  im  Betrage 


— (1  -«■)/(i4i-     iL,  ) 'te, 

0  1-1  .« 


ako  gleichfalls  negativ,  weil  der  Wert  des  Integrals  unter  der  Bedin- 
gung V  <^  1  positiv  bleibt  \  der  cntsprechcnne  physische  Geldwert  ist 

-(-(>+^)'»-')-)- 

y)  Wagt  jemand  einen  Betrag  v,  um  im  günstigen  Falle  einen 
gleich  grossen  zu  gewinnen,  und  ist  v\  dio  Wahrscheinlichkeit,  die 
i'ur  das  Gewinnen,  u\  jene,  die  er  für  das  Verlieren  hat,  so  bc- 
tindet  er  sich  moralisch  weder  im  Vor-  noch  im  Kachteile,  wenn 
»'S!  =•  0,  d.  b.  wenn 
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oder 

Vir,  v»r/ 
i  +  v  ^  1  — v' 

hieraus  ergibt  sich  unter  Beachtung  der  Bedingung  ""i+wi'«  1 

Nach  der  andfiren  Annahme,  wenn  ivir  dort  die  Wahreciiäafic^ 
keiten  mit  10^  nnd      bez^chnen,  wird  erfordert,  daas 

werde  und  daraus  berechnet  sich 
12*) 

(V*      V*       v^  \ 
  ^  + y+^  +  T  +  '-J 

die  Eutwickelung  zeigt,  dass  mau  für  genügend  kleine  Werte  von  « 


12") 


setzen  könne. 


Beide  Annahmen  filhren  zn  dem  Eigehniaa,  dass  die  WabradieiK- 
lichkeit  des  Gewinnes  in  Gewissheit  übergehen  müsse,  wenn  &  g»» 
wagte  Summe  das  ganze  Vermögen  ausmacht,  was  mit  einer  frttisr 
gemachten  Bemerkung  im  Einldange  steht 

9)  Bteht  ein  Gewinn  v  mit  der  Wahrscheinlichkeit  w  und  eki 
Verlust  V(  mit  der  Gcgeuwahrscheinlichkmt  w'— 1  — 10  zu  onrartsai 
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80  rcducirt  sich  die  moralische  Erwartimg  der  betreffenden  Person 
auf  die  Mnlle,  wenn 

VW  ViU/ 


l  +  M  l-v,' 

aas  dieser  Relation  kann  bei  gegebenem  v  und  Vj  das  erforderliche 
u>  und  w  berechnet  werden;  man  findet 

tO  —  r  

13) 

W   i  I 

während  also  für  das  Verschwinden  der  mathematischen  Erwartung 

ir  w  v,(l-|-v) 

-7  =  ~  sein  mü88te,  ist  hier     =  -  ' — ' — J.  d.  h.  die  Wahischeiu- 

Ucbkcit  des  Gewinnens  SJtXM  grösser,  jene  des  Verlierens  kleiner  ans 
als  dort 

Die  Gleichung  kann  aucli  da/,ii  verwendet  werden,  bei  get^cbeneu 
Wabrscheinli(  hkeiteu  IJeziehungcu  zwischen  Gewinn  und  Verlust  her- 
zustellen j  dieselben  lauten: 


w 


14) 

VW          vir  1 
y  «  —y-j —       —  ; 

Vi    '  VW 

in  diesen  Ansdrflcken  sind     -  nnd  -r  die  dnrch  die  Paritftt  der 

mathematischen  Erwartungen  geforderten  Beträge  und  mau  erkennt, 
dass  ftir  den  gegen wärtigeu  Fall  der  Gewinn  grösser,  der  Verlust 
kleiner  gefordert  wird  als  dort 

Legt  man  die  andere  Annahme  zu  Gmndo,  so  findet  mau  durch 
Losung  der  Gleichung 

xdiX+v)  =  — — V,) 
in  analoger  Weise  wie  vorhin: 

-/(l-v,) 
'*"'Ul  +  v)-i(l-vJ 

13') 


/(1  +  V)-Z(1-V,)' 
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V  —  (1— —  1 

n  + 

oder 

14") 

i)  Wir  wollen  ferner  das  von  Laplace  angefftbrte  Beispiel  Aber 
den  moraUflchen  Vor-  oder  Nachteil  einer  Assecuranz  nach  beiden 
Annahmen  bebaadeln.  Ein  Kanfinann  bat  fiber  See  Waarea  im  Weit^ 

V  (belogen  anf  sein  Vermögen  als  Einheit)  zn  erwarten,  nnd  die 
Wahrschdnlichkeit,  dasa  ein  Schiff  der  betreffenden  Gattong  glftcküdi 
in  den  Haüen  dnUUift,  sei  der  Erfahrung  gemAss  w.  Asseevriit 
KanÜDDann  nicht,  so  hH  er  eine  yermOgensTergrOssernng  im  Belnge 
y  mit  der  Wahrscheinlichkeit  w  tu  ervarten,  der  Wert  täm 
moralischen  Hoffhnng  ist 

VW  , 

assecnrirt  er  die  Waare,  so  ist  der  rechtmässige  an  die  GesdtaAift 
sn  zahlende  Betrag  v(l  —  w)  und  sein  Vermögen  yeigrOssert  sieh  nit 
Gewissheit  nm  v-^vil^-w)  «-  vw^  der  Wert  seiner  monliMte 
Hoifirang  ist  jetzt 

ViO 
1  + VW* 

also  grösser  als  im  vorigen  Falle,  wie  man  aus  einem  Blick  ssf  Ä 
Ncinier  erkennt;  das  Assecuriren  ist  daher  für  ihn  von  morafischai 
A'ortcil.  Erst  wenn  er  eiucn  Betrag  a,  über  die  rechtmässige  Gebtlir 
v(l  —  «•)  erlegt,  der  seine  Vermögenserhohung  auf  va-  —  lierabbriiigt 
und  aus  der  Gloichung 

Vir  vir  —  Ofj 

zn  berechnen  ist,  hat  er  von  der  Assecnranz  weder  Vor-  noch  Nack^ 
teil;  es  ergibt  sich 

vto 

16)  'i^<i—')i^r^^[:z;;ry 

Ans  obiger  Gleichung  konnte  auch  bei  bekanntem  to  und  «i  das  wi^ 

V  und  aus  diesem  wieder  jenes  Vermögen,  welches  der  Xisotann  be- 
sitzen muss,  damit  er  trotz  der  Ueberzahlung  keinen  Kachtail  «HU^ 
berechnet  werden. 
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Logt  man  dieselbe  Rechnung  nach  der  zweiten  Annahme  an,  so 
findet  mau  als  Wert  der  moraliscbcu  üoi&iung  bei  Unteriassang  des 
Assecnrirciis : 

und  fta  dea  Fall,  daas  der  Kaufmann  asaecnrirt: 


V 


0 


die  Vergleichung  der  Integrale  lässt  sofort  erkennen,  dass  die  mora- 
lische Hoffnung  im  zweiten  Falle  {grösser  ist  als  im  ersten.  Die  er- 
laubte UeberzaJüuug      ergibt  sich  auä  der  Gleicbong 

weldie 

15')  «,=sl+v»— (l+w)" 

liefert  Für  v     and    »  ^  erb&lt  man 

ce,  =s  0000118  oder  00474  der  rechtmässigen  Gebflhr, 

«,  =  0  000061     „   00244  „ 


t)  Laplace  knilpft  hieran  weiter  die  Furage,  ob  es  flUr  den  Kanf- 
mtun  moralisch  vorteilhaft  sei,  die  Waare,  statt  sie  einem  Schiffe 
soniTertraaen,  aof  r  SchÜfo  gldichmSssig  zn  verteilen,  welche  gleiche 
Wahrscheinlicbkeit  w  des  unversehrten  Ankommens  haben. 

Wenn  sich  die  ganze  Waare  auf  einem  Schiffe  befindet,  80  ha» 
ben  wir  für  die  moralische  Hofihong  den  Wert 

Bei  der  erwfthnten  Verteilung  kann  das  Vermögen  des  Kanf- 
Bsnnes  nm 

r— 1        r— 2  1 
y  _y  ...  -V  0 

sich  vermehren,  jonachdem  von  den  Schiffen  alle,  r  — 1,  r  — 2,  .  .  . 
eines  oder  keines  ankömmt,  und  für  diese  £reigmsae  sind 

(l)«''^-^!-«')     (2)«''-^(l--w)*--(^l)w(l--«')'^-^  (1-«^)'^ 

die  Wahrscheinlichkeiten;  die  moralische  Hoffnung  des  Kaufmannes 
ist  daher 


2%2  CMubert  VergUtekting  tweiar  Annahm 


17)     fli-  -^r  __!L^ 


1_|  Tv 


r— 2 


+  —7=2-  +-+( 'i)«'a-»r'-V+*^ 

Zur  Vcrgleichang  von  JT^  und  1^'  fOgen  «ir  der  entern  Gitae 
den  Factor  1  in  Form  der  Beihe 

«'-»+(''7^)""^'(i-«')+('"7^)'^-^i-«)*+- 

211  und  schreiben: 

+(7>.'-»a-«.)«.i^+...+(:i;).c(i-«)'-.4, 

Nun  lautet  das  «te  Glied  aus  U/ 


•9 


(  )m:»-*(1— ^)*.  

1  H  V 

'  r 

Jones  aas  dem  Ansdraeke  fOr 

md  die  Differenz  der  abweichenden  Factorcn  dieser  Glieder  i^t 

r — *  ^  « 

 V  v%r—8)  - 

— zur— (»•—«)  nrr. 


also  immer  positiv;  nur  für  .s  0  vcrscbwiudct  sie.  Demnach  1^ 
da  alle  Glieder  von  11^  grösser  sind  als  die  correspondirendet  itt 
Jf],  auch 

> 

und  die  Verteilung  erscheint  als  moralisch  vorteilhaltsr. 
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Legt  man  die  zweito  Annahme  zu  Grande,  so  ist  ohne  Yerteilong 
der  Waare 

uud  wenn  die  Waare  verteilt  wird,  die  moralische  Hoffnung 
17';  24'  =  u^liX+v)+(^^wr-ia^w)l{l  +  '^v^ 

veriahrt  man  mit      in  derselben  Weise  wie  oben,  so  kann 

geschrieben  werden.  Der  Unterschied  der  abweichenden  Factorcu 
correspondirender  Glieder  ist  jetzt 


0 

V 


0 

ebenfalls  durchwegs  positiv  j  mithin  ist  wie  im  vorigen  Falle 


Die  geführten  Betrachtungen  haben  geseigt,  dassalle  allgemei- 
nen Resultate,  welche  die  EinfiUining  des  Begriffes  der  moralischen 
Bedeutung  einer  Geldsumme  nnd  der  moralischen  Hoffnung  in  die 
Mathematik  geUefert  hat,  anch  ohne  die  Bemonlli'sche  Hypothese  der 
conti nnirlichen  Yermögensändernng  abgeleitet  werden  kön- 
nen; und  diese  allgemeinen  Resultate  sind  es,  welche  Anspruch 
auf  Berechtigung  erheben  dflrfen,  indem  sie  mit  den  Eingebungen  des 
gesimden  MenschenverstandeB  im  Einklänge  stehen,  während  doch  den 


1 
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spociellen  Zahlenergebnissen,  ob  nach  dieser  oder  jener  Annahme 
rechnet,  nur  gcringore  Wichtigkeit,  namcntli(  Ii  für  den  eiuzelncü  Fall, 
zugesprochen  werduu  kann.  Die  nitherc  Vergleichung  zeigt,  dass  di? 
Annahme  der  p  1  ö  t  z  1  i  c  h  e  n  V  e  r m  ü  g  e  u  s  ä  n  d  e  r  u  u  g  —  d io  ü)»nL:'^r]^ 
in  manchen  Fällen,  so  bei  Wetten  und  Spielen,  nicht  ganz  unbegrüadet 
sein  durfte  —  die  Vorhältnisse  strenger  beurteilt,  den  Gewinn  weniger 
wichtig,  dagegen  den  Verlust  bedeatender  erscheinen  Iftsst  als  Ba- 
nonlli'B  Hypothese. 

Zur  Ableitung  der  allgemeinen  Resultate  sind  also  beide  Annah- 
men gleich  dienlich ,  die  erste  hat  den  Vorteil ,  dass  sie  einen  tm- 
facheron  Bechnungsmechanismus  erfordert 
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xvn. 

Proprietes  relatives  des  polyedres  regulierst 
qui  sont  conjugu^  entre  eux. 

Far 

Georges  Doetor. 


1.  Dans  le  TomeLIX,  1876,  deces  Archives,  neos  avoos  fait 
coimaltre  quelques  propri6t^  nooTeUes  des  polyddrea  r^dien  (pages 
fiO  k  58),  qai  repoeent  sar  rintrodaction,  dans  les  calcols,  da  layon 
de  la  sphdi«  tangente  aox  arStes. 

A'  la  tiu  do  iiotre  article  (pages  57  et  58)  nous  a^ons  trouv6 
quo,  si  dcux  polyedres  reguliers  coujugues  sont  inscrits 
dans  la  memo  spherc,  Icurs  volumes  sont  entre  eux  comme 
les  rayons  des  dcux  sphercs,  qui  sont  tangoatea  aux 
aretes  de  nos  deux  polyödres. 

Nous  avons  ete  conduit  a  ce  rdsultat  par  la  comparaison  des 
\aleurs  uuineriques,  quo  nous  avons  obteuucs  pour  ces  volumes  et 
pour  les  rayons  des  deux  sphöres. 

Or  cette  proposition  n'est  qae  la  consöqaence  d'nn  thtertme 
fjMnl  qtd  a'appllqae  aassl  anx  polyMres  i^gnllers  coi^iign^B,  lon- 
qoe  oenx-d  sont  toflis. 

Pour  ^tablir  cc  theor<!!me  et  l  appliqucr  aux  volumes,  nous  con- 
serverons  les  notations  de  Tarticle  cite  et  nous  ferons  osage  de  la 
rneme  fignre,  qae  le  loctenr  est  pri^  de  constroire. 

2.  Th^T^me  f 6n€ra1.  Lorsqae  deux  polyedres  reguliers, 
convexes  ou  etoiles,   sont  conjugu^s  entre  eux,  les 


i 
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cotangcntes  des  dcmi-inclinaisous  mutuclles  des  ftces 
adjacontcs  sont  cntre  eux  commo  les  cosiuus  des  demi- 
angies  au  centre  de  ces  faces. 

CoimidßnmB  im  polyddre  regulier,  doni  les  fiu«8  attet  te  poif* 
gones  de  «  cdt^s  et  de  Tespeco  q ,  et  doBt  les  angleB  aolidet  aiot 
M  &eeB  et  Boient  de  Teepto  p. 

La  demi^iiidinaison  mutaelle  I  des  faoes  w^ßoeo^  di  po^fMit 
Bera  doonto  p«r  la  fonmile 


pn 

C08  — 


(1)  riBl  — 


sin  ^ 
u 


Le  poly^dre  regulier,  conjuguc  du  prtccdent,  sera  tormine  j«r 
des  polygoues  de  m  cotes  et  de  Tespece  p ,  et  jiar  des  angies  solides 
de  M  faces  et  de  l'espt^ce  q.  La  denii-iiuliuaisüu  luutaelie  i'  des 
faces  ac^acentes  de  ce  secoud  polyedre  sera 

qTt 
C08  — 

(2)  sin/'  —  -  ** 


sin  — 


Pniflqa'on  a,  en  g6n6nl, 


ies  formales  (1)  et  (2)  uous  douueut 


Bin*-  COS*— 

cot»/—  — z::  — 1  — 


COB"^  COS*^ 


Sin"*—  sm*  COS* — 


cos^^  cos*-— 
d'oH  on  tire 

C0t»/.C0ß*'^  —  Bm«~  —  COB*^  . 

M  11  Iii 

cot^i  .COS*  ^  sin*  cos*—* 

«  m  II 

Mais  les  aeconds  membreB  de  ceB  ^galit^B  Bont  ^gans,  en  terta  dlh 
relatioa 
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1  —  sm*' — h  cos*  —  =•  sm^  —  +  cos*  —  i 
donc  les  preoiiers  lo  sont  aussi»  et  U  vient 

COt/.COB—  —  cot/'.  Ü0B~-» 

d'oü  Ton  tire  la  proportioa 

Cos- 
el) ^  -  — 

cot/*  7'« 

C03  

m 

qaH  fiOlait  ^tabllr. 

Si  les  polyddres  r^gdien  sont  convexes^  on  onra 

et  par  suite 

COS  — 

cot/'     _  Jr 
cos  — 

m 

3.  Volume  d'un  polyädrc  regulier  convexc  eu  valeur 
des  rayous  des  trois  spbercs.  Soit  a  Tarete  d'un  poly^dre 
regulier  convexc  de  F  faces  ayant  chacune  »  cöt^s  et  •  le  rayon  de 
la  Sphäre  iDscritc.  Nous  avons  troav^  (page  56,  loc  ett) ,  qae  le 
volame  V  da  polyödre  est 

Bepr^seDtons  par  R  le  rayon  de  la  Sphäre  dreonacrite,  par  ^  oeloi 
de  la  Sphäre  tangente  anx  arttes«  nons  aTons  (mdme  page) 

n 

a  -» 2i2cot-cot/, 
ff» 

n 

cos  - 

VI 

a  ■»  2p  cot/, 

cos  - 

n 

oft  m  d<^si(^nc  le  nombre  des  aretcs  issues  de  chaque  sommet  et  /  la 
demi-inciiuaisou  mataelle  des  faces  a^jacentes. 

Le  prodnit  de  ees  deiix  Taleora  de  a  sera 
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cos^ 


m 


00t>£ 


Bin—  COS  — 
m  « 


Mettaat  eette  vatear  de  o*  dans  rexpreation  (III), 
poor  le  Tolnme  U  noaveOe  expraudon 

ooa*£ 

V  —  .  — _     _ .  oot«X 


nou  obtieatai 


(IV) 


ain— sin— 
m  II 


4.  Rapport  dea  volnmea  do  dem  polyödrea  r^gatieri 
eonjafii^a,  qui  aont  inaerita  dana  la  mdme  aphdre.  Loit* 
qne  denx  polyMrea  r^goliera  oonjugu^  aont  ioaerita  dana  la  wkm 
aphte,  on  aait  qa'ila  aont  anaai  droonacrita  i  la  m^meL  Doac  « it 
a  la  mime  Talenr  pottr  lea  denx  polyt^dres,  il  en  aera  de  mlaie  de  r 

et  de  möme  anaai  da  prodoit  ain-aui-*   D'aiUeora  le  pfodait  dt 

M  II 

am  anssi  mdme  valenr  pottr  les  deux  poly^dres:  car  a'U  est  4.6«9I 
pour  rhexa^drc,  il  sera  3.8  =  24  pour  Toctaedre;  de  m^me,  «t 
5.12  —  60  pour  lo  dodoca^dre,  il  sera  3.20  =  60  pour  l'icosaMre. 

Oda  poa6,  aoient  F  et  F'  lea  Tolnmea  de  den  poly^dros  r^* 
liera  coijiigate  qoi  aont  inaerita  dana  la  m^me  aph^  de  layon  ü\ 
r  le  rayon  commnn  de  la  aphöre  inaoite;  q  et  g'  lea  rayona  des  deii 
aphdrea  taagentea  anz  ai^tea;  /  et  I'  lea  demi-indinaiaona  molaelki 
dea  &cea  a^jacentea;  «  et  m  lea  nomhrea  de  cötiB  de  lern«  &m;  F 
et  F'  lea  nombrea  de  cea  fiwea.  Nona  avona,  ^iqprte  (lY), 


coa*— cot*/ 
F=  ^nFRvQ,  » 


sin- sin - 
m  n 


7t 

008*  -  cot*/' 

n  ^ 

ain-ain^ 
«  f» 


DiTiaant  membre  4  membre  et  obaerraat  qne         mF\  U  vieat 


7t 


v 


cos*  -  cot'/ 
Q  m 

coa«-cotV 
II 


Mais  r^galit^  (II)  donne 
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n  n 

cos    cot  /  =  cos    cot  /; 
fit  n  ' 

0OIIC  il  roste 

r  s 


Ainsi,  Lorsqnc  dcux  polyödres  r^gulicrs  sont  coii- 
jngti^s,  s'ils  sc  trouTont  inscritB  dans  anc  mSmc  sphd- 
re,  lenrs  yalenra  seront  entro  enx  commc  les  rayoBS 
des  sphöres  taugontes  aux  ar^tes. 

II  s'ensnit  que  leurs  surfacos  sont  dans  Ic  rndme  rap- 
port. 

Paris,  lo  iiovombrc  1877. 


XVIII. 


N^oiivelle  Methode  poui*  deternüiier  leä  toyers 
des  Gourbes  du  second  degr^. 


Georges  Dostor. 


1.  Dans  cette  m^hode,  on  a  besoin  de  oonnaitre  les  Con- 
^itions  nicessaires  et  snffisantCB  pour  qn'oii  polyndmo 
entier  du  second  degrö  k  denx  Tariables  seit  an  carr6. 

Considerons  d'abord  lo  poJyuumc 
^  ax*-|-  2äj>//  -f~     + -''-^  +     "I"  1 

lequel  Je  terme  constant  est  ^gal  ä  l'uuite.  Pour  quo  cc  poly- 


itaie  soit  un  carrö,  il  fant  et  il  soffit  qve  sa  radne  soit  de  la  forme 

T«il  Uli* 
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NoQS  devous  .clonc  avoir,  qucU  qae  soieut  x  et 
Cette  idontit^  ne  sanrait  avoir  lieo,  qnc  si 

EHminant  les  deux  ind^termln^es  m  et  n  entro  cos  ciuq  ^galitcs,  doos 
obtenous  les  trois  relatious  de  couditiou 

(1)  d»— a  =  0,         c  —  0,  d«— Ä  =-  0. 

Cos  conditioiis  (I)  sunt  donc  iiccpssaircs.  Elles  sout  U'ailknn 
süffisantes:  cur,  si  dies  sout  remiilios,  lü  polynOmo  U)  sem  evidem- 
ment  le  coire  du  triu6me  dx'\-ey-^l, 

Prenous  maintcnant  uu  poi^uömc 

(2)  AtA-^-  2Bxy + + 2Dx + 2Ey  +  F, 
dans  lequel  lo  tenne  constant  F  est  qaclconqno. 

Co  polyuOiuü  poavant  B*6crirc 

on  voit,  d'aprds  (I),  quo  la  partie  eutre  i>areutlje8es  sera  uii  cam, 
si  Ton  a 

oa,  8i 

(II)         Il^^ÄF=  0,   Jb-  —  CF  =  0,   i>£  =  i^/'  =  0. 

Donc,  Ponr  qae  le  polynOme  d«  soeond  degre  (3),  i 
denx  yariables  x  et  y,  aoit  un  carr4,  &  an  factenr  cqb- 
stant  prds,  11  fant  et  11  snffit  qne  ses  coefficionts  salii- 
fassent  am  trois  rolatlons  de  condltion  (II). 

2.  Systeme  des  denx  iqnations,  qai  donneni  l«t 
foyorsdes  courbcs  du  socond  degrd.  Sopposons  quo r^ute 

repr^sentc  nue  coiiiquc  qnclconque.  Transportons  Tonginc  en  an  poäl 
quclconque  du  plan,  dout  les  cooidouuces  soicut  a  et  ß. 

L'^qnation  de  la  covrbe,  rapportie  ä  la  nouTeUe  origine,  am 
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(4)  Ax^+2Bjci,  +  6if«+»/«'+y//j'+/(«,  ß)  -  0. 

Su))posons  (luc  la  nouvcllc  origiae  dos  coordonnto  soit  iiii  foycr. 

Daus  ce  cas  la  distauce  a  cetto  origiue 

d^m  point  qadcoDqae  (x,  y)  de  la  couique  (4)  devra  ^tro  nnc  fonction 
ratiomicllo  et  lin^airo  des  coordonn^s  x  ot  y  de  ce  poiut. 

Or,  si  U0U8  appclous  A  uu  l'acteur  orbitraire,  l'^quatiou  (4)  donuo 

(5)  + 

NoDs  voyoDS  ainsi  qao  la  nouvellc  origiue  sera  un  foyer  de  la 
couiqoe  (3),  si  los  eoordonn^es  aetß  de  cette  origiue  sont  telles  quo 
le  second  membre  de  requatiou  (5)  est,  ä  no  facteur  constant  pr&s, 
nn  carre  parfait  Cette  condition  sera  ^videmment  reinpliey  si  les 
trois  Fclations,  (^ui  correspondeut  &  (Uj,  sont  satisfaites. 

II  £atit  et  il  suffit  donc  qne  Ton  ait 

(0)  lfa'--{A  +  k)/(a,(S)  =  0, 

Cos  trois  üquatious  out  litii  ciitie  les  coefticieiitN  de  l'iMjuation 
(.'))  de  la  coüi<iui'  doiHiro,  eiitre  los  coordüiiiiees  a  et  du  foyer  rap- 
portü  a  la  meine  oriji^iue  tjue  la  conique  (.">)  et  eiitre  le  liu'teur  arbi- 
tniire  Ij  qui  n'eutre  quo  üaus  les  deux  equatious  (0)  et  (7). 

8i  nous  retranchons  (7)  de  (6),  nous  ^liminerons  et  noas  ob- 
tieudrous  requatiou 

Los  deux  e(|ua)ions  qui  deteriiüueut  les  coordouuees  a  ai  ß  des 
foycrs  sout  douc 

(HI)  ifa'fß'-Bf(a,ß)^0, 

UV)       '    i/«'--  i/r- (-1  --    («, ß)  -  ^• 

Cette  möthode,  si  simple  et  si  ^Idganto,  a  4te  expos^o  tont  r6- 
rcmment  dans  les  Nonvcllcs  Aunalos  de  Math^matiques; 
i^"«  S^rie,  tome  XVn,  pagc  26,  par  M.  £.  G.,  ancien  ^tövedn  lycto 
ile  Reims.  L'antcur  sc  boruo  h  r^tablissement  des  deux  ^qnatlon 
[III)  et  (IV).  Kotis  verrons  au  4  quc  l'une  de  ces  dquations  peut 
Hre  remplacto  par  Teciuation  aux  axes  de  la  conique,  equation 
]ui  u*est  qu'unc  consdquencc  da  systi^me  pr^cedont 

19* 
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3.  De Yeloppenient  du  Systeme  dos  L>qaatioii&  asi 
foycrs.   L'equatiou  (3j  uous  donuo 

!/>'(«!  i3)  —  i^a  +  6/3  +  E. 

Si  noos  snbstitnons  ces  exprcsstons  dans  los  ^aations  (ül)  rt 

(IV)  ,  dies  deviendront,  apr^  r^uctions, 

(V)  UC— -ß*)«/J+(Ae—  BD)tt+{CD^BE)ß+DE—JiF  -  0, 

(VI)  (/IC  —  /^«X«^— P«)+2(CD— -ö£)«— 2(-AJS— -ßZ))^ 

+(D«— — (£•— cp)  -  a 

Si  ron  snppoBe  qne  «r  et  /I  ezpriment  des  coordonn^  eomilBt, 
ees  den  ^natiODS  (V)  et  (VI)  repr^senteront  deiix  eoniqnes,  doil 
les  quatre  poIntB  dlnteneetion  seront  les  qnatre  kjen  de  la  oovfcfr 
dn  second  degr^  (d). 

Admettous  quo  la  coniquc  donnec  (3)  soit  unc  courbc  ä  antrc. 
Lc  coeffident  AC—B-  sora  dans  ce  cas  diff^reut  de  z^ro;  par  snitc 
les  deux  coniqncs  (V)  et  (VI)  seront  aussi  k  centro.  Les  coordoD- 
n^s  de  lear  centre  6tant  donn^es  par  le  syst&me  des  deox  eqostiMis 

(.IC—  ll^)ß-\-(AE—BD)  =  0, 
UC—B^)tt+iCD  —  ßE)  =  0, 

on  voit  qne  les  deux  couiquos  (V)  et  (VI)  out  mdme  eentre  qw  Ii 

courbe  donn^e  (3)  du  socoiid  degre. 

II  est  ais^  de  voir  d'aillcnrs  qne  Teriuatlon  (V)  repr^seate  ue 
hyperbole,  dont  les  asymptotes  sont  paralleles  anx  axes  de  coordos- 
n6es;  et  qne  T^qnation  (VI)  est  nno  hyperbolo  ^quilat^re,  doat  les 
axes  sont  parallMos  anx  axes  do'  coordonn^es.  Cea  deux  hyperbotei 
se  conpont  en  qnatre  points,  denx  r^els  et  denx  imaginaircs,  qui  Mit 
pr6cis6ment  les  foyers  de  la  coniqno  donn^e  (3). 

Si  la  coniquc  donne  (3)  est  unc  parabole  Texpression  AC—B- 
sera  nulle,  et  les  6quatious  aux  loyers  sc  rdduirout  aux  deux  suira&tt^ 

(AE'-BD)tt+  iCD  —  BE)ß+DE—BF'=  0, 

qui  sont  da  premier  degr6.  Celles-d  d^terminent  le  foyer  de  la  put* 
bole  (3). 

Puisqne  B^^AC^^O^  on  a  i^»±y2ä  Snppoaons  fie  t 
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soit  positif.  Si  uous  rempla^ous  H  par  VaC,  les  deux  ^quations 
prec^dentes  se  reduirout  d. 

4ui  representout  deiix  droitos  recfaiigulairos,  dont  rintcrsoctiou  scra 
precis6ment  le  foyer  de  uotic  parabolo  (3). 

4.  Multijdions  los  cquations  (III)  et  (IV)  respectivemeut  par 
-1  —  C  et  y>,  et  retraiic'lions  lo  preinier  ju'oduit  du  secoud;  Dous  auroos 
climine  /'(o,ß),  et  Toquation  resultantc  scra 


(VII)  jjf.'»-  (A  -  Qfa'//-  Bf/  ^  0. 

Si,  daus  cetto  equation,  noos  regardons  a  et  ^  commo  les  coordon- 
necs  courautes,  eile  reiircseutera  quo  coniqao  qui  passe  par  les  fojers 
de  la  coorbe  du  sccond  dogr^  (3). 

Mais  i'viU)  i'quatiou  (VII)  est  preciseiiient  requation  aux  axes  do 
la  couiquc  (Ii).  Dodc 

Les  foyers  d'nnc  conrbo  du  second  dcgre  sont  sitti^s 
Sur  les  axes  de  la  coarbe.  « 

5.  Ditormination  de  requation  aux  axes  des  conr- 
bos  da  second  degr^,  rapport^es  k  des  coordouuccä 
rectaogalaires.  II  est  facilo  do  faire  voii-  quo  rcquatiuu 

foumit  les  deux  axes  de  la  couique  (3). 

Soient  cn  effct  m  et  m'  los  coefficicnts  angulaires  de  deax  dia- 
a^ti«8  conjugues  do  la  coniqao  (3).  Le  diamdtro  cunjuguö  i  la  di- 
rection  m  ^tant 

(10)  --0, 

uu 

^+  Bu  -i- 1)  -f  m{Bx  +  Cu + K)  =  0, 

U  vient 

,  A-^-mB 
B^md 

üu  a  douc,  cutrc  m  et  m',  la  rclatiou 
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8i  DOS  denx  diamitreB  coDjugu^  sont  les  axes  de  la  conrtie  (3),  ot 
aara  .  i,  ou  m'^  —  ^,  ce  qui  transfonnc  la  reUtioB  pieo6- 

dentc  dans  reqaatiou  du  second  degre  eu  m, 

(12)  irm«+(il— C)»— jB--0. 

R^solvant  cettc  equation  et  siihstituant  daus  (10)  Ics  valeurs  ob- 
U'uues  pour  i»,  ou  obtiendra  Ics  cijuatious  des  deux  axcä  de  imiIic 
coniqao  (3). 

Si  Ton  avait  ^liinini  directement  m  entre  (10)  et  (12),  on  aimit 
obtena  r^qoatioii  du  aeoond  dcgre ,  qui  donne  los  denx  axes  de  la 
coniquc.  Cette  Equation  est  precisement  T^nation  (VIII). 

Pour  r^ndre  r^qoation  (VIII),  on  posera 

ello  devieut 

— (^  —  C)0 — B  —  0, 
et  donno   

A'-C±  y4i?*—  (A^C)^ 
*~  2B 

on 

Ax  +  By  +  D     A-'C±  y4J»«— (-d— 


(IX) 


Oa  a  aiusi  deux  ^qnationa  du  premier  degre  cn  x  et  y.  En  ac- 
conplant  chacnne  do  ces  deux  ^qnations  avec  rnne  ou  rantre  des 
iquations  du  second  dogr6  (III)  et  (IV),  on  d^terminera  als^ment  Im 
foyers  de  la  coniqne  (3). 

6.  Determination  de  T^quation  anx  axes  des  conrbes 
dn  second  dogrö,  rapport^cs  &  des  coordonn^es  obliqies. 
Si  les  axes  de  coordonn^es  oomprennent  entre  onx  an  ang^e  9,  ks 
coeffidents  angniaires  m  et  m'  des  denx  axes  de  la  coniqne  (8)  satis- 
font  k  la  fois  anx  denx  relations 

(13)  A+JHm+m')+Cmm'  =-  0, 

(14)  1 +COS  Bim  4-  m')  +  m  m'  =  0, 

doDt  la  prcniiiVo  cxprime  quo  les  deux  axes  do  la  courbe  sont  des 
diamt^tros  coujugues,  et  la  secoude  quo  ces  deux  diain<^trcs  sout  reitai- 
gulaircä. 

Si  lo  second  de  nos  axes  est  repräsente  par  reqnation 

(li>)  fs+m'/;  =  U, 
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nons  poorrons  dliminer  d*abord  m'  entre  Ics  dquations  (13),  (14)  ot 
(15)«  CO  qni  noQS  fournit  les  denx  ^qoatioiis 

m(/x—  cos  e/y')  =  fti — cos  Ö/,', 

fjiril  suftit  de  diviscr  mcmbre  a  meinbrc  pour  avoir  rcquation  aux 
axes 

cos  6//  cos  e/;* 

oa 

(X)      {B—  C  cos        —  (^l  —  C)       —  (B — A  cos  OW  0. 
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1 


XIX. 

Bewegung  eines  ain  Faden  hangenden  Stabes. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Faden,  d.  i.  eine  gewichüose,  nndohnbare  Gerade,  sei  in 
einen  Eckpunkt  hat  nnd  trage  am  andern  einen  Stab,  d.  L  eine  slain 
Oerade  mit  beliebig  verteilter  Masse.  Der  BefestigQiwnakt  am  Stabe 
sei  beliebig,  nnr  soll  er  nicbt  dessen  Schwerpunkt  sein.  Auf  den  Stab 
wirke  alldn  die  Schwere.  Im  Folgenden  sollen  einige  Fragen  in  Be> 
treff  sefaier  Bewegung  untersocht  werden. 

§.  1.   AUgemeiue  DUTerentialgleiehungeu  der  Bewcgimg. 

Der  üBste  Endpunkt  O  des  Fadens  0£  =  a  sei  An&ng  der  recfafe- 
winkligcn  u-y::,  die  x  Tcrtical  nach  unten  gerichtet,  das  andre  £ode£ 
Anfang  der  Absciasen  u  längs  dem  Stabe,  positiv  nach  dem  Sdiwer> 
pnnkt  F  hin.  Ist  Bm  ein  Element  der  Masse  m  Im  Punkte  i»,  so 
möge  sein 

f  yBm  B  hin\  f  tt^dm  =  hem 
die  Integrale  aber  den  ganzen  Stab  ausgedehnt. 

Für  (iio  Folge  wird  die  Bcmcrkuug  notwendig  sein,  dass  stets 

ist.    Dies  ci hellt  leicht,  wenn  mau  die  Massenelemciitc  i«,,  m^, 

iu  uucudlicb  uaken  Punkten  U|,  uj,  u^,  ...  conccnttirt  denkt  Dann  ist 
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daher 

w.  z.  b.  w. 

Sind  a-i^i:!  die  Ricbtangsootimis  des  Fadens,  x^iZ^  die  des  Sta- 
bes, so  sind  dio  Coordiuaten  des  Stabelcmonts 

z  —  a5j  uz^ 

Von  den  Bcwognngsgleiehnngen  sind  zwei  Integrale  bekannt,  dio 
Gleichung  der  constanten  Flftchengeschwindigkeitsprojection 

/  iifz'—zy')Bm  ="  Hm 

nnd  dio  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

/(«'«+y'«+«'«)aiii-%/«a»  «  2Km  (1) 

wo  Ucr  Acceut  die  Difi'oreutiation  uach  der  Zeit  ausdiUckt. 

Aus  der  letztern  lassen  sich  leicht  die  4  unabhängigen  Differcn- 
tlalgleichungen  2.  Ordnung  durch  partielle  Differentiation  ableiten,  dio 
ans  den  6  Bewegangsgleicbungen  eines  staireu  Systems  auszusondern 
dne  sehr  nmstftndlicho  Rechnung  erfordern  würde. 

Setzt  man 

f j     cos^  X2  =  cosil 

yj  sin  (p  cos  yp  Vi  ^  siu  X  cos  jit 
^  »  sia9>Bin^  =  siuAsin/i 

80  sind  9»,  t^',  A,  fi  die  4  unabhängig  vartirenden  topischon  Grössen, 
so  dass,  wenn  man  das  Differential  der  Gl.  (1)  in  der  Form 

BK  »  0dq>+  m^f+jlBi+Mdit, 

iiarstcUt,  und  zwar  nach  Anleitung  des  Alcmbert'scbeu  l'riucips 

d.x'*  d.x'^      ^,,dx  ^ 

o(p       ö<p  o^f 

setzt, 

0  =  0]    ^  =  ü;    A=-0\    M  =  0 

üc  4  unabhängigen  Gleichungen  sind,  die  7«  fi  bestimmen.  Man 
indet,  wenn  zur  Abkflrzung  ^— —  d  gesetzt  wird: 


i 
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0^n\n(tp'' —  i^'*9iu(pcos77)  -|-/>(sin(p  siuA4-  »"'^sgpcos/lcos^)!"  (2) 
-|-/y(siiiqpeos  il  —  cosqpsiu  icos<5)X'-—  />a'-\:osqpäiiu  Acosi 
9  8iiid(2r^'co8  A+ f&^sin  k)+g  6ia<p\  * 

o\ «(2<p>'cos q>  +  i^"si —  h[k"co% A  —  (A'^ + siu aJ ^iu(5 
-|-  6  cos  d(2i  V'<^os  A  +  ^"  siu   j  sin  9 

^=  2»f<7(8in(p8iaA-|-cos(pco8ico8d)l'" 

-j- (/(('OS  71  sin  A  —  sin  9  cos  A  cos  6)9'-  —  ai|j'^sin  7)CosAcosd 

4-  c(2  A  V  cos  A + fi"siu  A)  J  siu  A 
80  wie  die  2  Integrale 

/f  s  06  sin  d(9'co8  <p  sin  A — A'siu  9  cos  A)  (3) 
+ a  sin  9(a  sin  7  -|-  6  sin  A  cos        ^  sii^  ^(«^    ^  ~l~  o  sin  9  eos 

2-«'  =  a*((p'*+^'*8in*g))  +  2r//y|(siug)8iuA+c08qpCOsAco8i)9'A' 
+ sin  ^9  Vcos  9  sin  A — A  V^in  cos  A) 

9)sinAc08d}+M^'*+fi'*s{n*A)— ^aco89+^C08l)  (4) 

§.  2.  Permanente  RetaÜou. 

Mau  köiiutt'  zuuiiclist  fragen,  ob  un<l  unter  welchen  BedingungcB 
ihiv  Stal>  (oder  seine  W  rläugening)  ItcsUindig  durch  die  Vcrtioalc  gflia 
kann .  so  dass  dio  EluMio  zwischen  Faden  und  Stab  vcrtical  UÄt 
lu  diesom  Falle  müsste  siu<)i  =  ü  sein.   Dies  gäbe: 

=  «|a(29>'co89+  /»"siny)  ±  A(2AV'co8  A+;i''8inA)|8inv 

M  —  i.lc(2A>'cosA  +  ft"sinA)±a(29>'cos9+/i"sin9>)lsinA-0 

oder,  da  e  nicht       sein  kann: 

2tp' fi' cos  (p-\-^"&\nq>  =  0 
2AycosA+fi''sinA»0 

nnd  uacb  lotcgratiou  cutwcder 

""^  sin'*^  8in=*A 
udcr  iil 
ip  -»  const  j   A  =  coust-i   fi'  =  const.  H 

Die  crsterc  Ldsnng  redncirt  die  topischen  Variahein  aaf  eine,  in  ^ 
zug  auf  welche  dann  die  Gleichungen  *  0  nnd  ^  —  0  ^^1^ 
werden  müssen.  Das  Integral  Hss  const  zeigt  sich  als  hedingof'* 
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erfallt,  kann  aber  keine  der  2  Gleichnngen  ersetzen.  Die  Unler- 
sQchang  erfordert  oino  langwierige  Kcchniing;  da  diese  bloss  ergicbt, 
liass  die  Gleichnngen  nur  ffir  n  ^h  =  c  identisch  werden  würden, 
dass  folglich  die  in  Rede  stehende  Bewegung  unmöglich  ist,  so  lasse 
ich  die  Frage  fallen  und  wende  mich  zur  Lösung  Ffir  diese 
bnncbt  jedoch  nicht  sin^ssO  vorausgesetzt  zu  werden;  ich  stelle 
Tiefanehr  hier  die  Frage  so  auf: 

Unter  welchen  Bedingungen  findet  eine  permanente  Botaüon  um 
die  Yerticale  statt? 

Die  permanente  Kotation  erf<  ril(  rt,  dass  9,  k  und  ö  coustaut 
sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird 

a{(a8in9-|-d8inico8d)fi"4*^fi''8inlsind|sin9  «  0 

Äf -=       sin  A +  «  sin   COS  ^)^»" — «j»'^  sin  7)  sin  6}  sin  A  =  0 
4-  M  =  {(a  sin  <3P  +  i  sin  A  cos  d;-  4-  &  sin^Cc — ö  cos^ö)  j  ^4"  =  ü 

Da  der  Coetticient  von  ft,"  stets  ist,  so  folgt  fi"=^0,  und  die 
Gleicliuugen  geben  übereinstimmend: 

<i(^''siQ98inisind  =  0 

Wenn  also,  wie  wir  annehmen,  f»',  9,  X  nicht  null  sind,  so  muss 
sind  »  0  sein. 

Eine  pennanente  Rotation  kann  also  nur  in  einer  Kotation  der 
Itf'stitndiff  vertii  alen  Kuene  zwischen  Faden  und  Stab  mit  cuustautcr 
Geschwindigkeit  bestehen. 

Die  Gleichung  sind  =  0  lässt  die  2  Fftllo  zu,  wo  d  s=  0  und  wo 
d  »  2R  ist  Ihnen  entsprechend  werden  die  2  allein  noch  zu  erfül- 
lenden Gleichungeu  <P  =  0  und  ^  =  0: 

csinXitosin^  ^ 

woraus: 

f  sin  A  2r«siu«3c»  tj?  A, 
asin9:il6sinA  tgg> 

Die  Grössen  tp^  A,  ^'  sind  demnach  durch  eine  jede  von  ihnen 
bestimmt,  doch  erfordert  die  ezplidte  Darstellung  die  Auflösung  einer 
Gleichung  6.  Grades.  Diese  Yenneiden  wir,  indem  wir  alle  drei  in  p 
ansdrflckoD,  wodurch  allerdings  eine  Untersuchung  des  von  p  zu  durch- 
laufenden Intervalls  nötig  wird. 


(6) 
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Die  Bediuguug  c]>&  sei  erfüllt  durch 

<?=r*(l+A«)  CT) 

Aofleerdem  sei  durch 

o«^(K-|-l)(A-^)  (« 

a  ohne  Bcschränkang  seiner  Werte  auf  h  znrfickgcfillirt;  es  bravdrt 
dann  k  nur  vou  0  Us    variircii.  Zur  Abkürzung  sei 

«-^Aib+1)(A-*)(1»T1) 

dann  wird  nach  (6) 

sin^  s=  ^sinl 

woraus: 
also 


sinU  =»  ^ — ^5  cos'l  —      -    , ,  ) 


Nacli  (5)  ist 


^  acosqp      COSA      =  aC089±^ cos X  (11) 
Jetxt  sind  dio  2  oben  bezeidineten  Falle  zn  trennen. 


I.   d  =  0. 

Hier  divergirt  EF  gc^cn  die  x  Axo.  Das  obere  Zelcbcu  ist  gül- 
tig. Variirt  p  von  0  bis  x ,  so  wechselt  q  zweimal  sein  Vorzeichen, 
erst  bei  />  1,  dann  bei  p  ™  1 im  mittleren  Inter\all  i<t  es 
positiv.  Da  letzteres  bereits  alle  Werte  von  9,  A,  fi'  uuifas&t,  so 
köDueu  wir  festsetzen,  Uass 

l<ii<l+A^  ci>0 

sei.  Dann  werden  siny,  sinA,  cosqp,  cosA  reell  sein,  wouu  'ijj  >  1, 
3      1,  also 

ist,  und  zwar  variiren  gloicbzoitig  ^  und  1  von  0  bia  R,  wenn  f  im 

^  bis  1  variirt.  Da 
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«*(Ä*+l)(Ä-Är)lp-l-lJ 

W  =(A^+1^(Ä-^Ä)  (^1  +'^'  - 

ist,  80  erhellt,  dass  q  nud  pq  beständig  abnehmen,  wenn  p  wächst; 
gleichzeitig  miiss  dann  auch  sin^  bcstäudig  abiichmon;  duhcr  ent- 
spricht jedem  tp  nur  ein  p,  und  es  genügt,  die  äusserstcu  Werte  von 
bestimmt  durch 

|»gs=l(9-0),   <|-1(9  =  R) 

/u  cutwickeln.  Diese  Glcicliungcu  lauten  nach  (9)  (oberes  Zeichen): 

-p)  =  (hk+l)ih-l)(p  —  i)  (grösstes  p) 

kVi'  +  l-p)  =  {?ik+l){h~L'){p—l) 

oder 

Die  erste  hat  nur  eine  positive  Wurzel: 

pmmhk+1  fiar  9  —  0  (12) 

die  andere  giebt: 

hk+1 

P  =  ik+Y^    für   ^^^U  (13) 

Dem  entsprechen  die  Werte; 

ferner  nach  (11)  (oberes  Zeichen): 

—  M-  "*"^  ftr  9  —  0 


=  0   für   9  =  R 


oder 


^   • 


(16) 
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II.   6  «=  2Tu 

Hier  convergirt  EF  gegen  die  x  Axe  und  schneidet  ne.  Dis 
antere  Zeichen  gilt,  daher  ist  q  von  selbst  beständig  positiv.  Es 

also  nimmt  9  ab,  und  wächst  pq  bei  wachsendem  und  in  den  Aat- 
drücken  (10)  wachsen  Zahler  nnd  Nenner  gleichzeitig,  so  dasa  nicht 
zn  ersehen,  ob  die  sin  oder  die  cos  wachsen,  mithin  die  Entwiekelang 
der  Endwerte  nicht  ausreichend  ist 

Die  Bediuguugcu  pii      1,  </  •<  I  gebuu; 

MA*  + 1  +p)  1) (Ä - Ä) ( p  + 1) 

lc{)r'+  1         <  {UU  +  1)  (A  -  /.)  (  ^>  -i-  1) 

oder 

.  {^-^>'->^^>{!^^ 

\{hh+  1)  (A  -/,)  +     >  h^k 

Dio  erste  Bedingung  Iftsst  die  2  Falle  zu : 

—  il(;>  +  l)>  AA^    und   A(i>+1)  >  A 
da  ersterer  unmöglich  ist,  so  folgt  ausschliesslich: 

^  h—k 

Dio  zweite  Bediii^'uug  verlangt,  dass  der  roofticieut  von  positiv, 
dass  also  a  ^  h  sei.   Dies  vorausgesetzt  muss  feruer 

sein. 

Von  diesen  2  uutern  Grenzen  drr  />.  woh  lie  den  Worten  (jr  ^  0 
und  (p  =  11  entsprechen .  kann  nur  die  ^'ri)SS<Te  annähernd  ern  Lclit 
werden,  während  die  kleinere  durcli  ein  endliches  Intervall  abgesni  rrt 
ist.  Von  der  grösseren  an  variirt  p  bis  x ,  und  hiermit  gU'ii-hzeit'f 
A  bzhw.  von  0  oder  R  bis  11.  wiihrcud  fp  bzbw.  von  0  oder  K  bis  a 
einem  Werte  (p^^  bestimmt  durch 

k 

variirt 
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Vergleicht  mau  die  uuteru  Grenzen  (17)  (Ib),  so  ergiebt  sicli: 

llieruach  wird;)  durch  (17)  oder  (18)  begrenzt,  jenacbdem  l:<^  oder 
>iA  ist  Diese  2  FalUc  sind  zu  treuneu. 

1)  fc<iA. 

Die  Bedingung  a  >^     das  ist 

ist  ohne  Weiteres  erfüllt;  (p  varürt  von  0  bis  «Po,  l  von  0  bis  R. 
Der  Wert  ipq  wird  Jedoch  schon  erreicht  und  aberschritten,  ehe  p^ao 
wird. 

Stellt  mao  nftmlich  den  Ausdruck  (10)  in  der  Form 

dar,  so  ist  die  Grösse 

ftr  g)=0,  das  ist  fttr  das  kleinste  — 1,  dagegen  wird  für  ;)  =  oo 
der  Zahler  =.oc;  folglich  muss,  für  irgcud  ein/)  P  verschwinden 
uud  für  hinreichend  grosse  p  positiv  werden.  Es  folgt  dann,  dass 

sin^  »  üatp^  fta  p^p^  nnd  fOr  |i »  oo 

nnd 

sin  9  >>  sin     ^         irgend  ein     ^  Pi 

hieraus  wieder,  dass  sin^  für  irgeud  einen  Wert  2*  -  p»'^  Po  ©i^ 
Maximuni  bat. 

Die  Gleichungen,  welche  p^,  p^,  p^  bestimmen,  sind  vom  3.  Grade; 
nimUch  Jede  Wurzel  der  Gleidinng 

Ayi2p+2+Ä*)-  (^i-l)  {p+\y  =  0  (20) 

innerhalb  ilor  Grenzen  der  7)  ist  ein  Weit  vou  7), ,  die  grüsste  unter 
ihnen  ist  ==  i>o-   Ferner  ergiebt  die  Ditferentiation  von  (10): 

...  2pBp.Q 

______ 

wo 
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Q  =    ( p + 1)»-  {p+l+ h^-)  [p  + 1  +  hHp^'  -p  +  D]  (21) 

gesetzt  ist.  Au  der  uutern  Grenze  p  =  j — 1  wird,  wie  auch  seWai- 
verat&ndlicli,  da  sinV  von  0  an  nicht  abnehmen  kann, 

Q  -  hHhb+ 1)  (A-  2Z)  "i^-  >  0 

f&r    »  OD  hingegen  <1 0. 

Hat  uun  die  Gleichung  ^  0  nur  1  roello  Wur/ol ,  so  ist  difsc 
«=/jg,  sie  ist  ?'ü  =7^1?  iK'stimmt  den  absolut  ;jrnsstcii  Wert 
Vüu  <p.   I)as  gleiche  tiudet  statt,  wenn  vou  Ii  reeileii  Wurzelu  nur 

eine  >^-"l  ^ 

Ausser  diesem  Falle  bleibt  mir  mögUch,  dasa  3  reelle  Waneti 
^  — 1  cxistiren.  Dann  hat  <p  2woi  Maxima  tpt^  and  ein  Miii- 
mnm  ^4,  entsprechend  p^^  7)3  nud      so  dass 

1  <1'3  <2'4  </>a;    9'«>9o»   Vs>y4i  <3r«>y4 
ist.   Es  eutsteheu  uuu  folgeudo  Frageu. 

1)  Ist  ^4  >>  oder  <  yo  '«* 

Für  94  >>  (p^,  würde  j>o  =  /»i  <!  Gl.  (20)  wOrdc  i 

imaginäre  Wnrzeln  haben,  angezeigt  durch  das  Minimum  <f^.  Vit 
Frage  wird  daher  am  leichtesten  aus  Gl.  (20)  entschieden. 

2)  Ist  ^3  >>  oder  <^  V  Oder,  welchen  absolut  grössten  WiMt 
erreicht  9? 

Wenn  ip^  <;  tp^^  so  hat  die  Gl.  (20)  3  reelle  Wurzeln,  p^^  ji,',  ji^ 
so  dass 

— I  <  J^i  <Pä  <Pi<2U  <Pi}  <r« 

wird. 

Die  obigen  2  Fragen  entscheiden  sich  verscliieden  für  verscliie- 
dene  //,  A.  Die  Grenzen  werden  durch  hohe  Gleichungen  be>tiiiiini 
die  die  allgemeine  I  ntersuchung  schwierig  machen.  Ks  mag  *iabcf 
der  Gegenstand  der  Specialrechuuug  tür  uamorisch  gegebene  k^k 
überlassen  bleiben. 

Um  noch  f«'      bestimmen,  so  bat  man: 
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daber  nach  Ql.  (11) 


rt/t^  cos  (p 


^    Ära  C0B9 


(22) 


du  ist  fUr  ^sO: 


VoB  da  an  wftcbst  ft'  bestftndig  mit  soweit  ^  kein Mazinram  fiber- 
wiiraitet,  nnd  kann  auch  darftber  hinana  nie  seinen  Anfingawert  wie- 
der eneiclien.  Daher  ist  dieser  der  absolut  Ueinate,  bei  dem  eine 
pmanente  Bewcguug  mögUch  Ist 


Die  Bedingung  a>h  beaehrinkt  die  obere  Ghrenze  nodi  weiter; 
denn  nach  ibr  ist 


Diese  oboro  Grenze  ist  <^h\  denn  Vi-J-Ä*  ist  <2+ä*;  daher 
werden  die  Grenzen: 


Jetit  bnt  man: 

^   JiV^   A(^-^— l)  +  2il-  

WÄhrend  p  \on  hier  an  bis  ao  wächst,  variirt  9  von  R  bis  90,  und 
i  Ton  R  bia  R. 

Im  Anfang  kann  ip  nar  abnehmen;  da  für  liinreichend  grosse 
endliche  |>  die  Grösse  P  (s.  Ol.  (19))  positiv,  also  9>fpo  ist,  so 
kann  9  anch  am  Ende  seines  Interridls  nur  abnehmen,  folglich  kann 
es  av  entweder  bestSndig  abnehmen  oder  erst  ein  lünimum,  dann 
ein  Maximum  haben.  Das  Minimum  ist  dann  >'0,  das  Maximum 
<R;  erateres,  wml  der  dnzige  Wert  you  ÜBr  welchen  pq'^l 
TmxuL  so 


2)  iA<ik<A. 


(Äjt+1)(A— 7^)  — /.•>0  oder 
(2Äib+2— Ä^}*<4+Ä*  daher 


ä<q\(1/4+A*-2+A*; 


i'*       <ö(V4  +  A*-2  +  A0 
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^f^i  </>5  ist;  letsims,  wefl  die  Gldcliiing  q^l  Uaeir  ii^ist, 
daher  allein  durch  p  =  Pi  erfikUt  wird. 

Demnach  ist  nur  za  ontennchen ,  ob  9  ein  Miniwin  hat,  od 
ob  dasselbe  >>  oder  <C  9^  ist  Nor  im  letateo  Falle  wtrde  ^  wM 
der  kleinste  Wert  von  9  sein. 

Da  l  anfänglich  abnimmt,  zuletzt  wächst,  so  kann  es  nur  estwe^ 
1  Minimum  oder  2  Minima  und  1  Maj^imum  habeu. 

Fflr  Ii'  gilt  noch  der  Ansdrock  (22);  es  ist  anftaglicfc  mi a- 
letst  » OD,  ist  also  in  Betreff  der  Ifaiinui  in  gleichem  FiHe  vi  l 


3)  k'^ih. 
In  diesem  Grenzfidle  wird 

daher 

daher 

ginU  =  ^':i±.V-il  +  ,^,);  eosU^,,*"^^  'aV^I 
Dies  differentürt  giebt: 

Demnach  nimmt  ))c$tändig  q>  ab,  und  wächst  l  bei  wackscadtiB/ 
Die  Anfangswerte  sind 

7)  =  1;   2  =  1;   sin V  =  8in*i  =  i  2qpjki  ^ 
die  Endwerte  ^ 

Fflr  p  s=  1  inid  nach  (22) 

»^-K^"^*  

fOr  |»»0D  wird  fA'=aD, 
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Differentiirt  man  GL  (22),  so  kommt: 

^  , ^  hVg.pS  ^  

2(2  4-  A=^)y  a{p + cos  VV  (!>  + 1  +  Ä*)C08  9 

WO 

5-(4+A*)  (p  - 1)3+(16  +  7A^)  [(;> -  - 1] -Ä*(7 (30) 

Hieraus  ersieht  man,  dass  fi'  im  Anüang  bis  zu  einem  Minimam  ab- 
Bimmt,  dann  bestftadig  wachst 

§.  3.  bUbiUat  4er  Tertiealen  Lai:e. 

Seien  9,  1  nnendUch  klein,  q>\  X\  6*  anftaglich  nall,  seien  also 
Faden  und  Stab  nnendUeh  wenig  ans  der  Tertiealen  Lage  geruckt, 
ohne  einen  andern  Anstosa  als  den  einer  Rotation  ;  dann  werden  die 
4  Bewegungsglcichungen  nach  ^eglassung  aller  uueudlich  kleiueu 
Termo  höherer  Ordnung: 

?  =  0  =  a(9)"-9i*;'*)  +  KA"— A(4'«)cosö  +  Z.A^i"8ina+^9> 
0  -  «(9»"— 9^'«)co8a+*(l+**)(A"— V*)  — 

M 

=  0  -=  a(9"— 99'-)sinJ  +  a9)t|;"coad+Kl+ÄW' 


worana: 

jfcosd 


cos  <J 


(31) 


Sind  X'  nicht  absolut  null,  soiulem  unendlich  klein,  so  treten  nur 
<pi^"+29>',  Afi"+2AV'  an  die  Stelle  der  linken  Seiten  der  2  letzten 
Gieichnngon  Die  2  ersten,  welche  dabei  nnver&ndert  bleiben,  kann 
man  ebendeshalb  solange  fortgelten  lassen,  als  9,  il,  <p\  X  unendlicbe 
kleine  Grenzen  nicht  aberschreiten.  In  denselben  Gl.  (31)  sind  ferner 
f^'*«  als  Conatante  zu  betrachten,  weil  ihre  Variation  den 
Wert  der  rechten  Seite  nor  in  2.  Ordnung  beeinflusst  Ans  gleichem 
Grande  ist  die  Dtfferenz  tty'—f*'  «-*  d'  zu  vemacbUMgen,  also  ^'s^*' 
n  setzen. 

ao» 
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Integrirt  man  die  ia  diesem  Sinne  irgend  eine  zeHlang  duendn 
Gl.  (31),  80  siud  die  Integrale  von  der  Form: 

Nach  Einsetning  ergeben  sich  zor  Beatimmong  der  a  die  2  CHeichoagei: 


woraus  nach  Elimination  von  Jii 


1 


9' 


Setzt  man 

2ib8ind  i/a 

80  ergiebt  die  Auflösung: 

^  2Aik+l-^--±a+^-)cosig 
^       2bh(hk+l)  (A— ib) 

Da 

•       1  A(l — ifc^)  ~  2fc^)  ^  4-  4^•(/.A'  4- 1)  (A — k)  coa^a 

so  Ist  19  stets  reell;  fol^cii  ünd  von  den  4  Wimeln  er  entwedw  S 
positiT  und  2  negativ  oder  1  positiv  und  1  negativ  reell  oder  keiae 
reell.  In  den  ersten  beiden  Fällen  haben  97  und  X  Tenne,  wdchf 
beständig  wachsen,  im  letzten  sind  alle  Tenne  periodisch,  so  dass 
und  Jl,  wenn  sie  anfUnglich  unendlich  klein  waren ,  es  beständig  blei- 
ben. Der  letzte  Fall  ist  es  also,  in  welchem  die  verticale  Lage  sta- 
bil ist. 

Demnach  lautet  Air  gegebenes  H  die  Bedingong  der  SttMlitit: 

2{h  -  k)k  +  ( 1  -f  -  A-^)  ( 1  ~  cos  n) 

Da  aber  d  wiUkflriich  ist,  so  findet  die  Stabilität  erst  statt,  wen  le 
Bedingung  f&r  alle  17»  das  ist  fllr    »  0,  entsprechend  sind  0 
fällt  ist,  wo  sie  lautet: 

Nach  §.  2.  war  die  Bedingung  ])erraau6Uter  Dotation  um  die  Vati- 
cale  fttr  9  >>  0  bei  divergirendem  Stabe 
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bei  convcrgireudom  Stabe 


Daher  beginnt  bei  divergirendem  Stabe  die  Mögliibkeit  permanenter 
Kutation  genau  da,  wo  die  Stabilität  der  verticaleu  Lage  aufhört.  Bei 
couvergircudem  Stabe  hingegen  bleibt  das  Intervall 


•»<»-») 


KD 


übrig,  wo  weder  die  verticale  Lage  stabil  ist ,  noch  eine  permanente 
Rotation  statttinden  kann.  Es  ist  also  nur  denkbar,  dass  wenn  der 
Stab  bei  vermehrter  Rotation  tlber  die  Grenze  (33)  hinaus  aus  der 
verticalen  Lage  in  eine  convergeute  übergeht,  dies  durch  Vermitteiimg 
einer  windschiefen  Lage,  wo  ö  nicht  null  ist,  geschieht. 

Die  Anfangswerte  von  (p,  6  scheinen  hiernach  dem  Zufall  über- 
lassen. Dass,  wie  es,  wenigstens  für  «^ä,  der  Erfahrung  gemäss 
ist,  der  hinreichend  schnell  rotircnde  verticale  Stab  nie  in  die  diver- 
gente Lage  ausweicht,  sondern  nach  äusserst  kurzer  Zeit  in  conver- 
gcuter  Lage,  anscheinend  jiermanent,  rotirt,  wird  durch  die  vorsto- 
bende,  bloss  statische  Untersuchung  nicht  erklärt  und  Usst  sich  offenbar 
auf  statischem  Wego  nicht  erklären. 
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XX. 

Die  geschlossene  Form  der  periodischen 

Kettenbräche. 

Von 

Herrn  K.  E.  Hoffmann, 

GyaiwsiallehrM  in  Zweibrücken. 


.  Im  66t6ii  TeU  (Abhaodl.  XXXni.)  dieser  Zeitschrift  iuk  Hör 
Günther  die  Darstelimig  eines  zweigliederig  periodischen  Xetteolnck* 
in  geschlossener  Form  dadurch  gegeben,  dass  er  densdbeo  tof  «ms 
einÜMh  periodischen  rednchrte,  dessen  geschlossene  Form  tareiti  be- 
kannt war. 

Im  Folgenden  soll  nun  gezeigt  worden,  dass  sich  jeder  pcriodisck 
Kettenhmch  auf  einen  einfach  periodischen  znrOddUiren  und  inlig^ 
in  geschlossener  Form  angeben  l&sst 

Ehe  wir  an  die  Lösung  dieser  Aufgabe  gehen ,  wollen  wir  «Jd 
einige  der  wichtigsten  liigcnschaften  der  sogenannten  Kettenbrock- 
dcterminantc  angeben.  Bezeichnet  mau  die  Determiuanto 

%  10  

—1      1^   1      0  .  . 
0  —1  


 -1 

mit  />i,,i,  wobei  also  die  ludiccs  von  I)  den  ersten  und  letzten  Ib^^i 
der  Glieder  der  Diagoualreihc  angeben,  so  ist  bekanntlich  der  Kettet- 
bruch: 
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Durch  Entwickelung  der  Determinante  nach  Elementen  der  ersten  und 
letzten  Reihe  ergeben  sich  zunächst  die  Recursionsformeln : 

ferner  diordi  Zerlegung  der  Determinante  in  Prodncte  von  partUden 
Determinanten  #ten  nnd  (n—«)ten' Grades: 

ferner  mittelst  wiederholter  Anwendung  der  1) 

daa  bekannte  Gesetz,  welchem  die  Z&hler  nnd  Nenner  der  N&hemngs- 
werte  einee  Kettenbraches  genOgen. 

Endlich  wollen  wir  noch  angeben,  welchen  Wert  A.n  annimmt, 
wenn  sftmmtliche  Elemente  der  Diagonalreihe  einander  gleich  (—  ») 
werden;  wir  setzen  in  diesem  Falle  die  Determinante  —  Dh  nnd  er- 
halten ans  1) 

setzt  man  nun  Dn  =s     so  folgt  nach  Division  mit 

und  daraus:   

 2  • 

bezeichnet  man  die  beiden  Wnrzeln  der  Gleichung  mit  Xi  nnd  a^, 
wobei  die  Quadratwurzel  in  das  positive  Zeichen  haben  soll,  so  ist 
die  vollständige  Lösung: 

Die  Constanten  ci  und  bestimmen  sich  aus  den  Bedingungen 
Do  SS  1 ;  Dl  »  «;  man  findet: 

folglich: 
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'--y-^.[(^r'-(==^r}-' 

Dies  Tonosgesetzt,  gehen  wir  mra  snr  Lömmg  der  AaUpbe,  äam 
Kettoslinicb  von  r  Perioden  {z^z^  ...  zn)  auf  einen  ehflMh  perioi^ 
sehen  sn  redndren. 

Mmi  eriifllt  m  2) 

beieichnet  man  niin  mit  Z,  imd  Nr  resp.  ZKUer  vnd  Kenner  iei 
Kettenbnichee  von  r  Perioden  nnd  setst  men  in  dieser  Formel 

^jT-^  an  die  Stollo  von  xn,  bo  erh&lt  man  linlts  ^\  folgü^: 


Zr__  

oder  nach  2): 

Da  diese  Brüche  irreductibcl  sind ,  kann  man  ihre  Zfthler  nnd  ihre 
l^enner  einander  gleichsetsen  nnd  erhftlt  so: 

7)  Zt^Nr-\Th,n'\'Zr~\Dl,n-\  Und 

8)  Nt  =  ^r''lDi,n+Zr^lDl,n^l ; 

ans  7)  nnd  8)  ergeben  sich  dann  nnter  BerUdaiehtignng  von  4) 
leichter  Umfonnnng  die  Becorsionsformeln: 

9)  Zr^l''Zr(Dl^+£>i^l)+(—l)*''^Zr^l  UOd 

10)  JVr+I  -  JVr(i?I.«+%«-l)+(— «»-»ierwl 

d.  h.  für  Zähler  tmd  Nenner  dieselbe  Formel  i  zugleich  ersieht 


•)  Es  ist  dies  genau  dasselbe  Verfahren ,  durch  welches  Nachreiucr  {Bt- 
sichuDgcn  zwischen  Dcteruiinnnten  und  Kcttcnbrüchcn ,  München  1871)  die 
Anzahl  der  Qliedcr  def  Nsnners  eines  rcgelm&SüigeD  Kettenbraches  hcstimal 
bat;  •itst  Bftn  niiBlich  2==  t,  fo  ertiUt  man  Akr  diese  AmaM 


V 


Tb  - [{—2-)   -[-T--)  J 


• 


Digiiizea  by  Google 


B^ffmänu:  Die  getehloiaem  Form  dtr 


XtUuArilAt»  313 


dass  Zr  und  Nr  nach  demselbea  BOdnngsgesetK  wie  Zlhter  und  Nenner 

eines  Eettcubraches  entstehen;  dies  ergibt  mit  Berftckdchtigung  von 

=  Di^n  und      =•  Di,H 


Nr      DlM  + 


-I 


(-1) 


ii-l 


(-1)— » 


+ 


Dieser  Kettenbrucb  i&t  aber  vom  zwi'itcn  Glied  an  einfach  periodisch 
uud  lässt  sieb  daher  sofort  in  geschlossener  Form  angeben.  Bezeichnet 
liian  nämlich  die  Determinante 


(-.1)«-!      {Di,u  +  D2,„) 
0  (— 


mit  Atf  80  erhält  man 

Zr 
Nr 


0 
1 


oder,  indem  man  in  ganz  analoger  Wdse  wie  oben  Dn  in  5)  anch 
Ar  berechnet: 


12) 


Zr 

Nr 


_nH-iV___   2  / 


r 


-( 


2 


and  dies  ist  der  gesuchte  Ausdruck. 


Die  Formolu  7)  und  8)  lassen  sich  auch  mit  Hilfe  der  3)  ab- 
leiten; schreibt  mau  nämlich  Zähler  uud  Nenner  des  periodischen 
Kcttenbruches  in  Determinantenform,  so  kann  man  sotzon: 
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13)  ZfDi^nr   und  Nr^Dij^; 

Zerlogt  man  nun  />>.„r  und  /)!.»,»  in  Producte  von  partialen  Dettr- 
minaoten  »ton  und  n(r — l)ten  Grades,  so  findet  man  nach  3) 

Ih.ur  =  ■Ö2,H£>„  +  i,„r  +  -D2.n-l/>M+2,iir 

oder,  da  sn^i  —  «k  f «  —  it  etc.  folglich  Dn+i^  —  A^r-tj  —  Ä-i 
und  A^«.Mr  —  Ih,fiir-i)  —  -Zr-i  ist, 

«  Do  ,.iVr_i + und 

Nr  =  i>l.i^yr-l+ A^-I-Z;p-l. 

Auch  die  12)  lasst  sich  mittels  der  3)  oder  7)  und  8)  angeben,  iudem 
man  recurrirend  Zr  uud  AV  durch  vorausgehende  Z  und  iV  aasdrdckL 
Man  findet  der  Reihe  nach: 

Nr  —  DunNr^l+Ih.n^lZr-l 

—  Z)i.m(Z>1.mAV   2+Di,«-lZr_2)+Dl.„-l(/>i.M.V._24-Z>2.H  l^r-ij 

oder,  indem  man  Xh^-il^.«  ans  4)  berechnet  nnd  die  obeo  defrdrte 
Determinante  Ar  einftthrt: 

nnd  in  derselben  Weise  weiter; 

Nr  -  D— U,W-s+Di.— iit,2;-4 

nnd  allgemein: 

—  (i^.i.i<.4-(— i)"-*^t-i)Ar-.-i+/)i.»-i^-.-i, 

wie  sich  durch  eiuc  voUstündige  Induction  leicht  nachweisen  liSEt; 
schliesslich  erhält  man  (für  t »  r — 2)  unter  Berficksicbtigang  te 
Werte  N^  =  Di,n  nnd     —  1^,« 

14)  «  Dl^Ar-l  +  (- D— »-dr-2. 

Genau  in  derselben  Weise  entwickelt  man: 
nnd  fOr  «sr— 2 
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15)  JZ;.— 

Ih,HAT-\  D2,n 


*  ^r— 1 

wofMs  sieh  dann  wie  oben  die  12)  ergibt 

Bezeichnet  man  nun  wieder  wie  oben  die  beiden  Wurzeln  der 
Gieiduiiig  »*— (i>i,i»+-Pa.ii-i)« 4- (— rc«p.mitflriundar„  sodass 


Zr  Dt 


iit,  80  hat  man 

r-l 


«1/ 

wobei  ^  ein  echter  Brach  ist;  für  r  —  oo  wird  dann  lim  »  0; 
iolglich  redncirt  sich  obiger  Brach  auf  ^»  so  dass 

Z?2^     


2 


oder,  indem  man  den  Nonner  rational  macht  nnd  dabei  4)  berack- 
tiehtigt: 

woraus  ersichtlich,  dass  der  unendliche  pehodische  Kettenbruch  eine 
Wurzel  der  quadratischen  Gleichung: 

darstellt 
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Di»  Fmid  12)  geetattet  noch  «iie  Umformung  in  dem  Falle» 
dasB  n  eine  gerade  Zahl  ist;  da  oamlich  in  diesem  Falle  ( — -1 
wird,  lÄsst  sich  der  Aasdmck  unter  dem  Wurzelzeichen  als  Differenz 
zweier  Quadrate  in  ein  Product  zerlegen;  beachtet  man  Jumi  die 
Identität 

Dl  ,>+ Jha^i  ±  V(2h,»+ J^i)»  -4 

2 

BO  folgt,  wenn  man  snr  AbkOrsmig 

2 

und  

'  '  2  "  ^*  seiii, 


und  dies  ist  die  Form,  mittelst  der  man  die  obenerwähnte  Gtlnther- 
Bcho  Formel  far  den  zweigliederig  periodischen  Kettenbmch  erhält 
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XXI. 

Sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes. 

Ton 

Herrn  Angust  Scholtz, 

Frofeator  in  Bada-Fett. 


1.  Sechs  Punkte:  123456,  deren  homogene  Cooidinaten 
xiyiM^i  »  1,  2,  8^  4,  6,  6)  sind,  liegen  auf  demselben  Kegetochnitte, 
wenn  die  Detenninnnte 

a^i*  yi*   «1*  VxH  Vi  'tVx 
sBi*  y,* 

a^3*   y»*   «8*  VtH 

^4'     2/4^     «4*     ViH     «42^4  ^«^4y4 

a^6*  ys*  «ö*  yft*6  »6^6  aWft 
V  ye'  %'  y«%  ^ 

verschwindet.  Diese  seclis  Punkte  bilden  ein  Sechseck,  in  welchem 
nach  dem  Pascarschen  Satze  die  drei  Paaro  gegenüberliegender  Seiten 
sich  iu  drei  Punkten  schneiden,  welche  in  gerader  Linie  liegen.  Es 
iät  bekannt,  dass  man  aus  den  sechs  Punkten  sechzig  verschiedene 
Secheckc  bilden  kann  und  für  jeiU  s  gilt  der  genannte  Satz.  Irgend 
einea  dieser  Sechecke  möge  ikiviup  und  die  drei  Paare  seiner  gegen- 
überliegenden Seiten  ik  und  mn,  Im  und  ;)*,  np  und  kl  sein.  Dio 
homogenen  Coordinaten  dieser  Geraden  bezeichnen  wir  mit  litt/iit^i; 

^wHfJmutm»  n.  S.  W.,    Woboi   f ,1  =         — f/kZi^    tja  =  ZiTk  —  ZiXi ^    ^iJk  = 

riyi  —  Thihy  n.  s.  w.  Die  Durchschnittsponkto  der  gegenüberliegenden 
Seiten  Jiaben  die  Coordinaten 
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Witt  — «lüfiv«  Mh— bti^p,  (mpm^bnf-p- 

Nach  dem  Paseal's^en  Satie  mun  die  DeCemmitiit« 
▼endurinden. 

Weiterhin  wissen  wir,  dass  für  ihlmup  als  sechs  Punkte  li«- 
selben  Kegelschnittes  das  Strahlenbüschel  lY,  im,  i«,  ip  projectiv  ist 
mit  dem  Strahlen bUschel  X*/,  km^  kn,  Ly.  Bezeichnen  wir  die  Betis- 
minantcn 


Vi 

9 

M 

rt 

yi 

«1 

nad 

yt 

m 

rm 

9Nn 

9m 

9m 

fm 

*m 

mit  (i7m)  and  (o/m),  so  können  die  Strahlen  des  Boscheto  in  i,  bertf- 
Kch  in  ib  dwrdr  di»  fliäihniiBnn  . 


(oiV)  =  0 
(oAl)s:0 

ipll)  —         T.(<M1«)  =äO 

^  (miim) 


.  («m)  -  0  besiehnngsweiae  (oW)- . (ofai)  =»ö 

ansgodrflckt  werden.  Die  Prajectivittt  der  genamitea  SHaWirtlrtrf 
ist  alsdann  durch 

(mm)  *  (>np)      (j:nm)  (ibt|>) 

oder  indem  wir 

Dik  «  (t/m)  (>»f>)  (%)  (ibi»0  —  (t^)  (mm)  (irZa») 

setieo,  durch  die  Gl^chung 
ausgedruckt. 

Das  Yersehwinden  der  Determinante  unter  1)  und  2),  sowie  ^ 
Ausdmcfces       ist  sonach  die  analytische  Bedingung  Ar 
geomeCrisehe  Tatsache:  dass  die  Punkte  123466  auf 
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Kegclsdudtte  liegen.  Man  darf  daher  erwarten,  dass  cwiachen  dieaen 
algebraischen  Gebilden  ein  gewisser  Zasammeohang  existirt  IKe  Avf- 
gäbe  dieser  Zeilen  ist,  diesen  Zusammenhang  nachzuweisen.  Wir 
werden  finden,  dass 

Hier  bedeutet  S  die  Determinante  1),  ^Mmnp  die  Determinante  2) 
und  t  die  poidtive  oder  negative  Einheit,  jenachdem  die  Anzahl  der 
Inversionen  in  iklmnp  angerade  oder  gerade  ist  Der  Beweis  für 
das  Stattfinden  der  Gleichung  3)  ist  zugleich  ein  Beweis  des  Pascal- 
sehen  Satzes  and  zwar  in  der  Steiner'schen  Allgemeinheit ,  sowie  ein 
Beweis  des  Satzes  betreffend  die  Projectivitftt  der  Strahlenbttschel« 
welehe  entstehen,  wenn  man  iigend  zwei  Punkte  eines  Kegelschnittes 
mit  denselben  vier  Pnnktep  des  Kegelschnittes  verbindet  Denn  die 
Gleiehang  3)  macht  ersichtlich,  dass  das  Yerschwinden  von  8  auch 
das  Yersdiwinden  von  Jmm»§  nnd  2^  nach  sich  deht.  Dem  Be- 
wdse  schicken  wir  einige  Determinaaten-Relationen  voraus. 

2.   £s  sei 

2xpsi  2zai  2mifi 

291X1  2»|]fi 

2jfNSi»  2ihan  2xnfH 

y/^M+y»!«/  mn-^^swei  snyn-^Tutji 

IfnlH-^-yOn    »t^i-{-Sirn  «fi^rf+X^y» 

1fm  +  pi»i  KffBt+MtWi  mijfl+xtlfi 


XtXn 
XuX{ 

xm 


MM 


80 


wir,  dass 


Zu  dem  Ende  multiplieircn  wir  die  Elcmeute  der  ersten  Zeile  in  r 
mit  die  der  zweiten  nüt  ^„i,  die  der  dritten  mit  |,/,  den  den  Ele- 
menten X,,  XI,  xn  zugehörigen  Minoren  der  Determinante  {iln)  und 
uldiren  hierauf  zu  deu  Elomonten  der  ersteu  Zeile  die  mit  ^,7,  resp. 
^y,  multiplicirteu  Elemente  der  fünften  und  sechsten  Zeile,  in  den 
Klemcutt'ii  der  zweiten  Zeile  die  mit  ^/,,,  resp.  |,7  multiplicirteu  Ele- 
mente der  sechsten  und  vierten  Zeile,  schliesslich  zu  den  Elementen 
der  dritten  Zeile  die  mit  ^n,  ,  resp.  Ii»  multiplicirten  Elemente  der 
rierten  und  fünften  Zeile.  ,  Wir  gelangen  dadurch  zur  Gleichung 


hn.lnilil.r 


xi.{iln)  0 
sti.{Hn)  0 
xn.{ün)  0 

w  ym 


0 

0 
0 


0 

0 
0 


Ziiiln) 

«N.(*ffl) 


ytiün) 
yi{iln) 
yniHn) 


mMm  yiSN+yn«!  Mtx^-^tUXi  »tyn+^iHfl 
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Auf  dieser  Gteiebimg  folgt: 


SN 

Da  mm 

iBt,  eo  baben  wir  den  ai^kOildigteii  Satz 

Es  seien  ferner  i}<ni7Nii}ii  und  {^»{Wiif  die  ttbrigen  BOnrnren  Ten  (fcX 
80  beeteilt  naeh  4) 


W  S^iNÜN 

In^  V  3n«>U 
{«•         ^  2ir<i* 


^Mi^/  t^iui;i/+i?i'{;»<*  ^:mi|w4-I:.^?«i  lMi»i.i+^«"'^'*' 

l./U      Win  tiV^»     1?.7&«  +  »?'h5:./  ?.1^H-|-i^'"l'^     Iii »i/« 

ifn^N/  Ifßmni^  MW  |li»l}Mtf+4M«1H" 


6«  iff» 

1.1  na 


6) 


nnd  da 


|/n    IJIw  &N 

Ui  n»i 

tfl 


80  baben  wir 


wo  i?  die  Determinante  der  linken  Seite  in  der  Gleichung  5)  bedeuU't 
Die  Gleichoog  6)  ist  eine  der  angemeldeten  D6tenmnanten-HeUtioiie&. 

Die  zweite  Belation  iit  in  der  Glelcbnng 

Ufi    v^fi  W 

ifß'  w  t^f 

1/7'    VW  trf 


ausgesprochen,  von  deren  Ricbtiglseit  man  sieb  überzeugt,  wem  wm 

das  Prodact  von 
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bildet  QDii  davon  cUs  Prodact  von 
um 

sabtrahirt  und  5ich  erinnert,  dass 

ist  in  der  Gieicboog  7)  z.  B.  a  =     so  haben  wir 

1^  £«;f 

(C|^/AC^«)=    l**^'     »i-i'     t«-^  6) 

lal  dagegen  m  dmdba  Gkkfcug  7)i.B./l  =  j^.  soistdSe  Deler- 
nmuuite  rechter  Hand  in  das  Prodact  zweier  Determinante  zerleg- 
bar. N&mlich: 


irr 

trf 

1 


rß'Uf  Wß 

ß  '      'ß  n^^ 


ißrr) 

lu  der  zweien  Determinante  «erden  za  dea  EloMaten  der 
Colon ne  die  mit  jr^  bezägiich  zß  maltiplicirten  EleaMvte  der  iweUea 
and  dritten  Cdonae  addiit  aad  bertdokktigt  dsM 

hr-'f+nTf-wß+irr'^  —  (Ar)- 


Da  nun 


\  Hm'ß     Uß  '  ' 

erhalten  wir  den  8ati: 

(«fr)(«  Ar )- WX-'Ar)  =  tf««i(A7'j 

3)  Mit  Hülfe  Aer  Girtfhaaya  6),  €}  aad  9)  UM  flcfc  der  Satz 

3)  aof  folgende  Art  beweisen.  £s  ist 

MUIL 
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Sekoltzi  Seck*  Amjbte  ema  Ktgdtdmiu^u  ' 


€.8 


*^ 


^»•*   y«^    «n*   ynfht,    SnXn  Xf^n 


Xm^  y»^  tfmfhii  X^^m 


V  «p*  V  y#«i»  H'p 


yi*  «k*  y»«»  «ja» 


wenn  «  + 1,  oder  «  =  —  1,  jenachdcm  iu  ?7m  npk  die  Amlil  der 
Inversionen  gerade  oder  ungerade  ist.  Die  linke  Seite  der  letztpi 
Gleichang  moUipIicircn  wir  mit  (/'/«)",  die  rechte  Seite  mit  der  Deto- 
minante  iZ,  welche  Grössen  nach  6)  gleich  sind.  Das  Prodoct  iit 


oder 


0 

0 

(min)* 

1 

0 

(Än)«  0 

(mni)* 

(pni)* 

0 

0 

(pä)* 

0 

0 

0 

(mni)  (mü) 

0 

0 

0 

(mü)  (min) 

(pü)(pln) 

0 

0 

0 

{min)  {mtU)  ipln)  ipni) 

(jbiiO(iUO 

1 

(»7n)- 

(inü)  (min) 

(jril)  (pln) 

101 

{tnln)(mni) 

(pln)  ijnu) 

{kin)  ihu) 

oder  auch 

(;>/;/)  (A/u)      (pnt)iUn)      {pln){m)  j 

{mü){pni)  (mmipO) 
Anf  Grund  von  8)  finden  folgende  Gleichungen  Statt: 


m 


(Jeni)  (nUn) 


hin     IJiH  ^/«t 

fcf 

12U  tk< 

{Ul)  = 

|/n    l^/ii  I 

int  1}«  ift 

{mn  fjmn  tmn 


£a  fi» 

fii/j  ^«p 

&  1?»  tu 


inf  IJmj»  tiv 
^if     IUI  ^ 


*ifi       lint       tti  1 

Smn    ^m»  im 
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i        Vfi  ta 

{kil)  itnni)  =  ijii  l^,k 

^mn   1|nM  imn 


1}/n  tin 
hm   1}lM  bm 


^iJi     tjui  ltni 
ilm  film 

^i»       tfi  ; 


£a    va  ta 


Substituirt  man  rlioso  Doteniiiiiauteii  in  die  auf  der  rechten  Seite  der 
(fleichung  11)  stehende  Determiuaute,  so  erkennt  mau  diese  letztere 
als  das  Product  von 


I». 


TOD  denen  die  erste  (t^n)',  die  zweite  ^aimiip  gleich  ist  Demnach 
folgt  aas  11) 

B,S=^Jiklmup  3) 

Nach  dem  Obigen  bedeutet  t  die  positive  oder  negative  Einheit, 
jruacluU  iii  die  Anzald  der  Inversionen  in  ilninpl-  gerade  oder  unge- 
rade ist.  Um  den  Wert  von  f  von  der  in  der  (Jleichnng  *i)  ausge- 
drückteu  I'ermutation  abhängig  zu  machen,  halfen  wir  nur  hinzuwei- 
sen, dass  die  Termutationen  lllmup  und  llnvipl:  versclnedeuen 
Classen  angeboren.  Wir  dtirfen  daher  t  in  der  5»chon  ansgesprocheuen 
Weise  bestimmen,  dass  f  ^^^^  jenacUdcm  die  Zahl 

der  Inversionon  in  iklmnp  uugorado  oder  gerade  ist 

4.  Nun  werden  wir  nadiwciscu,  dass  die  Minoren  der  Recipro- 
cal- Determinante  der  anf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  10)  stehen- 
den Determinante  von  den  Functionen,  deren  Verschwinden  die  Pro- 
jectivitiit  der  Straldcnbüsehel  ausdrilckt,  welche  entstehen,  wenn 
irgend  zwei  l'uukte  des  Kegelschnittes  mit  denselben  vier  Punkten 
desselben  veri)unden  werden,  nur  durch  gewisse  Factoren  sich  unter- 
scheiden. Ks  sei  J  die  Determinante  rechter  Seite  von  10),  ihre 
Elemente 

(ma)(i«M)-a„  ipa)(pln)^b^ 

21« 
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ihre  Ifinoren 

aud  ^  ihre  Redprocal-Determiiuuite,  dann  ist 
Kach  der  Oleicfamig  9)  ist  nämlich 

(  2>bi)  (kil)  —  ( ;)//)  (Un)   =»  (i7»i)  (/.;)/) 

(Hfi)(fiuZ)— (»2)(in/ii)  »  (t7»)(iR&0 

(Ä,ni')  (m/ri) — (kln)(rnm)  =»  (t/n)(f»Jb<). 

Daher  wird 

.  (aii)(£fi»)(iidU)(iiitiO 

«S  =  {iln){kH){1cpn){pü) 

DDd 


oder 

Nun  ist  bekannt,  dass 
mithin 


Ans  dieser  Gleichnog  and  10)  folgt 

Die  Gleichung  3)  zeigt  zugleich,  dass  die  GebUde 
Dik  iuTariante  Functionen  der  sechs  Reihen  von  Grossen  x^aJii» 
123456)  sind. 
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XXII. 

Aufgabe  über  Coiistruction  eines  Kegelschnitts. 

Von 

Henu  Gustav  Mamke 

in  Leipzig. 


In  dem  Folgenden  habe  ich  verancht,  eine  geometrische  Anfgabo, 
welche  rieh  zwar  in  mehreren  Werken*)  angefahrt  findet,  doch  dort 
keine  weitere  Ansarbeitiing  erfahren  hat,  in  etwas  eingehenderer  Weise 
elementar  synthetischer  zn  behandeln  and  einige  hieraas  folgende  Lehr- 
sätze aber  Kegelschnitte  aafenstellen. 

A.  Aufgabe :  Einen  Kogelschuitt  zu  zeichuou,  welcher  drei  gege- 
bene Oeraden  berührt  und  einen  gegebenen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat 

B.  Wie  iiiulert  sich  der  Charakter  des  Kegelschnitts,  wenn  oiuc 
der  gegcboueu  Tuugeuteii  uiu  eiueu  feste u  Punkt  gedreht  wird? 

C.  Wie  bewegt  sich  bei  dieser  Drehung  das  Gentram  des  Kegel- 
schnitts? 

A.  Autlosuni;:  Mau  fülle  von  dem  gegebeneu  Punkte  (/♦')  aus 
Seukrechte  auf  die  Tangentou  und  ziehe  durch  die  drei  Fusspuukte 
der?i'l!)f'n  einen  Kreis.  Dieser  Kreis  ist  dann  der  Centraikreis  des 
Kegelscbuitts,  d.  h.  der  dem  Kegelschnitte  conccntrische  Kreis,  welcher 
ihn  in  den  Scheiteln  berülirt.  Das  Centrum  desselben  ist  also  zu- 
gleich Mittelpunkt  des  Regelschnitts.   Der  2.  Brennpunkt  liegt  auf 


*)  Bcsant:  Conic  Scctions  pag.  855.  N-  SS.  (fllr  die  Ellipse). 
Stoiner  (Oeiacr.):  pag.  63.  und  pag.  156. 
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der  Yerbindangslinie  des  enUm  Brennpimktes  mit  dem  Centm,  n 
•demselbeii  Abstände  van  letztem,  als  der  erste.  Der  DnrehaeMBt 
des  CentraUoreises  ist  die  grosse  Axe  des  Kegelschnitts. 

B.  Die  Art  des  Kegelsclmitts  wird  durch  die  Lage  des  seetbc- 
neu  Punktes  zum  Ceutralkrcis  bedingt,  und  zwar  hi  dtTselbo  eine 
Ellipse,  wenn  der  gegebene  Punkt  innerhalb  des  Ceutralkreises.  eine 
Hyperbel,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  desselben  liegt,  und  eine  Pa- 
rabel ,  wenn  der  Kreis  zur  Geraden  wird.  Will  man  daher  die  Aeu- 
derung  der  Art  des  Kegelschnitts  bei  der  Drehung  der  einen  Tan- 
gente uutersuchcu,  so  braucht  man  nur  die  Lage  des  Pimktes/'2am 
CentraUcreise  za  betrachten. 

lu  Fig.  1.  seien  AB,  BC  und  AC  die  gegebenen  Tangenten  and 
F  der  gegebene  Punkt.  Mau  falle  also  von  /'  aus  auf  die  Taugoiiten 
Senkrechte;  die  Fusspunkte  dieser  seien  f  ",  I'  und  U'.  Wird  uüd 
die  Tangente  HC  um  den  Punkt  /)  gedreht,  so  ändert  hierbei  aach 
V  seine  Lage,  und  da  Wkl.  DVF  R  ist,  so  bewegt  sich  l' auf  der 
Perii)hcrie  des  Kreises  um  l)F\  dii;  beiden  andern  1- usspuuktc  r  und 
W  bleiben  fest  liegen.  Ver])indot  man  /)  mit  A,  dem  Schuittpuakto 
der  beiden  festen  Tangenten,  und  schneidet  AD  den  Kreis  um  fiV 
noch  in  (f\  so  ist  l'FWCA  ein  Sehnenfünfeck  mit  AF  als  Durch- 
messer-, ausserdem  ziehe  inau  noch  UW^  so  dass  CS  den  i^reis  am 
DF  in  E  und  H  schneidet 

Die  Tangente  DB  beginne  ihre  Drehung  als  Durchmesser  da 
Kreises  um  DF  nnd  zwar  so,  dass  sich  V  in  der  Richtnng  des  vom- 
halb  des  Kreises  am  AP  befindlichen  Bogens  FO  bewegt.  In  der 
Anfangslage  liegt  K  in  folglich  geht  der  Kreis  nm  UVWMtF, 
was  bei  keinem  Kegelschnitte  der  Fall  sein  kann.  Bewegt  siA 
nnn  V  anf  dem  Bogen  FE^  so  bleibt  es  mit  F  noch  anf  dendbes 
Seite  von  VW^  da  V  aber  ans  dem  Kreise  nm  AF  heranstritt,  so 
wird  jetat  WU.  VVW<^  VFW,  Wird  also  nm  UVW  der  Kreis  g^ 
zogen ,  so  schliesst  dieser  den  Punkt  F  ein.  Der  Kegelschnitt  ist 
also,  so  lange  V  anf  dem  Bogcu  FE  liegt,  eine  Ellipse.  ImuA  T 
nach  E,  so  wird  Wkl.  UVW-^dfi  oder  L  irr«.  2/?.  Das  Cestemi 
des  Kreises  um  UWV  liegt  aber  dann  im  Unendlichen.  Der  Kegd- 
schnitt  ist  in  diesem  Falle  eine  Parabel  mit  /'  als  lireuupunkt  uüi 
VWV  als  Scheiteltangente. 

Durchläuft  nun  V  den  Bogen  EG^  so  tritt  es  auf  die  andere 
Soito  von  U\\\  bleibt  aber  jetzt  immer  noch  ausserhalb  des  Knnses 
um  AF,  d.  h.  Wkl.  IJVW  ist  jetzt  <  ÜAW,  mithm  auch  Wkl 
l/'rir-}-C;Fir<2Ä.  Wenn  man  also  um  UVW  den  Kreis  tf- 
schreibt,  so  bleibt  F  ausserhalb  desselben.  Der  Kegelschnitt  ist  «Iber 
dann  eine  Hyperbel. 
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Liegt  F  in  6^,  80  gehen  nach  ConBtniction  die  3  Tangenten  durch 
dsen  Punkt;  dann  ist  aher  kein  Kegelschnitt  mOglich. 

r  bewegt  sich  nun  bei  der  Drehung  der  'raugcnteu  weiter  auf 
dem  Bügen  Gif  und  kommt  somit  in  den  Kreis  um  AF  zu  liegen, 
folglich  wird  jetzt  Wkl.  rvw-]-  UFlvy^  2Ii.  Der  Kreis  um  UVW 
schlicsst  also  den  Pankt  F  in  sich  ein;  der  Kegelschnitt  ist  aber  dann 
wieder  eine  £ilip8e. 

Bei  //  tritt  derselbe  Fall  ein,  wie  bei  Wkl.  UVW  ist  =  2/?, 
der  Kigelschuitt  ist  ulbo  wieder  eine  Parabel  und  zwar  dieselbe, 
wie  bei  £. 

Dorchlänft  nnn  V  den  Bogen  HF,  so  tritt  es  wieder  auf  die  an- 
dere Seite  Yon  UW\  da  es  aber  immer  noch  innerhalb  dos  Kreises 
um  AF  liegt,  so  ist  Wkl.  UVW>  UFW;  F  liegt  also  ausserhalb 
des  Kreises  um  UVW.  Der  Kegelschnitt  ist  also  hier  wiederum  eine 
Hyperbel. 

Es  treten  also  bei  der  Drehung  der  Tan^'ente  DCIi  säinnitliche 
Kegdschnitto  auf,  und  zwar  in  geordneter  Keihoufolgo,  uiimlich: 

1.  kein  Kegelschnitt  (bei  F),  5.  kein  Kegelschnitt  (bei  G), 

2.  Ellipse  (von  /'  bis  F),  6.  Ellipse  (von  O  bis  //), 

3.  Parabel  (bei  F),  7.  Parabel  (bei  //), 

4.  Hyperbel  (von  F  bis  (?),  8.  Hyperbel  (von  II  bis  F). 

Nehmen  die  Fusspnukte  U  und  W  andcro  Lagen  zum  Kreis  nm 
DF  ein,  als  in  dem  eben  betrachteten  Falle,  so  treten  die  Kegol- 
sdmitte  in  fthnlioher  Weise  auf,  nur  ist  ihre  Reihenfolge  dann  oft 
anders,  nnd  in  gewissen  Fällen  fehlen  einzelne  Kogelschnitte. 

C.  \Vie  bewegt  sich  bei  dieser  Drehung  das  Centrum  des  Kegcl- 
schuittsV  Um  das  Ccntruni  des  Kt'Liclschnitts  zu  finden,  hat  man 
nach  .1  vom  gegeljcnen  Punkte  aus  Senkret  hte  auf  die  Tangenten  zu 
fiillcu  und  zu  den  Verbindungslinien  der  Fussi)unkte  dieser  Mittcl- 
seukrechte  zu  ziehen ;  der  Schnittpunkt  der  letzteren  ist  der  verlangte 
Mittelpunkt.  Da  nun  aber  bei  der  Drehung  einer  Tangente  die  bei- 
den andern  und  mithin  auch  die  Fusspunktc  der  Seukrechteu  auf 
diese  lest  liegen  bleiben,  so  ist  die  Mittelsenkrcchtc  zur  Verbindungs- 
linie der  letzteren  der  geomctriscliu  Ort  für  das  Centrum  des  Kegel- 
schnitts. Bewegt  sich  nun  V  auf  dem  Kreis  um  DF  (Fig.  1),  so 
werden,  nach  der  Lage  der  Punkte  U  und  W  zu  diesem  Kreise, 
durch  die  Nüttel  senkrechten  zn  UV  und  VW  verschiedene  Kegel- 
schnitte cingehOlit.  Liegt  z.  B.  der  Fnsspunkt  U  ausserhalb  des 
Kreises  und  W  innerhalb,  so  entstehen  durch  die  Mittelsenkrochten 
zu  UV  und  WV  eine  Hyperbel  nnd  eine  Ellipse.  Diese  beiden  Kegel- 
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schuittc  haben  den  betreffenden  Punkt  U  oder  W  und  da?  Centnira 
des  Kreises  zu  Breoupanktea  uad  den  Badius  ÜDI^)  zur  groiaen  Aie. 

Es  werde  hqh  zunftchst  der  Fall  betrachtet,  dass  die  bddeii  Fm- 

punkte  U  und  W  aasserbalb  des  Kreises  um  DF  liegen.  Es  entsteki 
also  dann  durch  die  Mittelscnkrechten  auf  flV  und  WV  zwei  H)i)er- 

belu.  Nach  der  Lage  der  Mittelsenkrecliteii  aul  UW  zu  eleu  zwei 
Hyperbeln  küuiieu  nun  hier  wieder  3  Fälle  unterschiedeu  werilcu 
Dieselbe  kann  nämlich  1.  zwei,  2.  einer,  und  3.  keiner  Hyperkl- 
tiingente  parallel  sein,  und  zwar  jenachdem  i/lV  oder  die  Verlüngenmg 
hiervon  den  Kreis  um  VF  schneidet,  berührt  oder  ausserhalb  des» 
selben  liegt 

Im  1.  Falle  (Fig.  2.)»  wenn  also  ÜW  den  Kreis  in  £  md  IT 
schneidet,  ist  die  Hittelsenkrechte  za  üW  parallel  denen  m  üEmA 
UH  oder  WE  nnd  WH,  In  beiden  Fallen  liegt  sie  aber  aosseikalb 
der  betreffenden  Tangenten,  sie  kann  also  nnr  je  einen  Ast  der  ISj' 
pcrbehi  schneiden.  Anf  dieser  beiden  Hyperbeln  g^mönsamoi  BAm 
können  nnn  aber  keine  Schnittpunkte  mit  Plyperbdtangentai  lisges, 
mithin  kann  üah  andi  das  Centrum  des  Kegdschnitts  nicht  auf  da<- 
selben  befinden.  Das  Gentmm  dnrchlftolt  also  in  diesem  Falle  die 
ganze  Mittelsenkreehte  zn  UW  mit  Ansnahme  der  Uyperbdselnie, 
nnd  zwar  zweimal,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  wenn  man  die  Bewegung 
der  Tangente  BC  verfolgt. 

2.  (Fig.  3.)  Berflhrt  UW  oder  die  Yerlängernug  6&i  Kids  ob 
DF  in  E,  so  geht  dann  die  Mittelsenkrechte  zu  CTTzwei  Aqymptolei 
parallel;  sie  schneidet  daher  beide  Hyperbeln  nur  in  einem  und  dem» 
selben  Punkt  Bas  Centmm  durchläuft  also  jetzt  zweimal  das 
sdtig  begrenzte  Stflck  der  IGttelsenkrechten  zu  UW^  welches  nua- 
halb  der  Hyperbeln  liegt 

Im  3.  Falle,  wo  also  die  Mittelsenkreehte  zu  UW  keiner  Tly- 
perbcltangcnte  parallel  sein  kann  (Fig.  4.),  durchschneidet  diese  daan 
beide  Acstc  der  Hyperbeln.  Das  Centrum  kann  also  in  dieseoi  Falle 
nur  die  zwischen  den  Hyperbelästen  gelegene  Strecke  der  Mitteleeok- 
rechten  zu  CTIT  zweimal  durchlaufen. 

Die  Schnittpunkte  der  Mittelsenkrechten  zu  mit  einer  der 
Hyperbeln  sind  als  Schnittpunkte  zweier  Mittelsenkrochteu  zu  den 
Verbindungslinien  der  Fusspnnkte  (T,  I',  W)  zugleich  Punkt?^  der 
andern  Hyperbel ;  die  Hyperbeln  schneiden  sich  also  auf  der  Mitttl- 
senkrechten  zu  117*.  Hieraus  geht  der  Leiirsatz  hervor  :  Haben  i'^ci 
Hyperbeln  einen  Brennpunkt  geraciusuni  und  gleiche  grosse  Axcu.  so 
geht  die  Mittelsenkreehte  zur  Verbindungslinie  der  andern  Brens* 
punkte  durch  die  Schnittpunkte  der  Hyperbeln. 
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In  dem  folgcudeu  Falle  seien  die  beideu  fobteu  Puukto  U  und  W 
iiiiioriialb  des  Kreises  um  DF  gelegen  (Fig.  5.). 

Schneidet  UW  den  Krds  wieder  in  E  nnd  /f,  so  liegt  die  Mittd- 
seakreehte  zn  UW  in  dieeem  Falle  zwischen  den  pAraUelen  Mittel- 
Mokrechten  zn  WH  nnd  WE  oder  ÜH  nnd  ÜE,  Letztere  sind  aber 
Tuigenten  zweier  Ellipsen,  welche  das  Cfentmni  des  Kruses  als  ge- 
meinsamen nnd  U  oder  W  als  Je  zweiten  Brennpunkt  nnd  den  Ra- 
dios ÜDF)  zur  grossen  Axe  haben.  Die  liittelsenkrechte  zn  ÜW 
schneidet  also  die  Ellipsen.  Das  Centrum  dnichlänft  wieder  diese 
Hittelsenkredite  zweimal,  mit  Ansnabme  der  Ellipsensehne. 

Der  oben  fUr  Hyperbeln  anfgestoUto  Satz  gilt  also  anch  für  zwei 
£Uip8en,  welche  jene  Bedingungen  erfüllen. 

Tritt  endlich  der  Fall  ein,  dass  sicli  einer  der  Fusspuukte  U  und 
W  innerhalb,  der  andere  ausscrball)  des  Kreises  um  DF  befindet,  so 
lif\2t  dann  die  Mittelsenkrechto  zu  rir  ausserhalb  zweier  iiaralleler 
KUipseu  und  innerhalb  zweier  paralleler  Hypcrbeltangeuten,  sie  kann 
also  weder  die  Ellipse  noch  die  Hyperbel  schneiden.  Das  ("cntrum 
darchl&aft  also  dann  die  ganze  Mittelsenkrecbte  zu  UW  zweimal. 
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JUiscellen, 


xxm. 

Misccllen. 


1. 

Beitrag  snr  TrlgOBOMtrie. 

Gegeben  f^'M  das  Dreieck  ABCy  desson  Seiten  Ali  --^  r.  UC^^ 
CA  «6,  and  die  Winkel  bezeicbneo  wir  mit  dem  griechischen  Buch- 
staben der  Ecke.  Projiciren  wir  nun  je  zwei  Soitea  des  Dnittb 
in  die  dritte  Seite,  so  erhalten  wir: 

/-cosy-f-ccos/ä  =  a 

ecoaa-i-acoay  —  b  0^ 
acosß+bcosa  —  e 

Diese  Gleichungen  geben  uns  Relationen  au,  tKn^  u  dio  Soitcn  nri 
Winkel  eines  beliebigen  Dreiecks  genügen  vmi-sen,  somit  outbiif'ä 
sie  dio  Autiösuug  eines  Dreiecks  aus  drei  DestinimnugsstückeD. 

Ans  den  Gleichnngen  (1)  kOnnen  wir  nänüieh  abldtes:  l)  ^ 
Elimination  der  Seiten,  2)  durch  Elimination  einer  Seite  und  4b 
gegenüberliegenden  Winkels,  3)  durch  Elimination  zweier  WiiW 
neue  Relationen,  welche  nns  in  GIeioluing!«;form  die  allgemeiiKii ^ 
dingungen  darstellen,  denen  die  Seiten  und  Wiukcl  jodi»s  Dra«*fa 
genügen  müssen.    Wir  wollen  nun  diese  Relationen  cutwickelB. 

1)  Die  Elimination  der  Seiten  gibt 

—  1     cüsy  cos/S  j 

cosy  — 1  cos«  [  =  0,  ^ 
cos/}  coset    —1  I 

welche  Gleichung  wir  auch  schreiben  kömicu 
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cos*a-|-co8'/}+eo8V+2^«co8|fcoBy— 1  —  0 

(cos  y  +  cos  o  cos  /3)*  =  (1 — cos^a)  (1 — cos'/S), 

— cosy  =  cosacos^  —  siaosin^ 

cos(ä  —  y)  =  cos(«-f-i3), 

n     a+P+y,  (3) 

Die  OleicbttDg  (2)  gibt  uns  somit  die  allgemeine  Bedingnngigleicluiiig 
zwisehen  den  Winkeln  des  Dreiecks,  nftmlich  dass  ihre  Snmme  zwei 
Recbte  betrflgt 

2)  Die  Elimination  einer  Seite  und  des  gegenaberliegondeu  Win- 
kels z.  B.  Cj     oder  e,  cosy  gibt : 


oder 

somit 

oder 

d.  b. 


cos  a      a  —  Ä 

cos^     b  — a         1  =  0, 

— 1     0    ac08i3-|-6cos«  I 

oder  entwickelt  nacli  don  Elementi'u  der  zweiten  Colouue: 


(4) 


—  a 


COBß  —a 
—  1  acosj^+^cos« 


Cosa  —  * 

—  1  aeosß-i-beoBu 


==0 


oder  dorch  weitere  Ausfübrnng 

«2(1  —  cos»/?)—  ^-(1  —  cüs-a)  ^  0, 


daher 


sina 


nnß' 


Die  Elimination  von  a  und  cosa  wUrdo  ergeben 


somit  ist 


b 

sin/i 


c 

siny' 


a 


sin«  sinjS 


c 

siny 


(5) 


welches  uns  den  bekauntcu  Sinussat/,  liefert,  nämlich  durch  Gleichung 
ausgedrückte  allgenieiuo  Bedingung  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln 
eines  Dreiecks,  dass  der  grösseren  Seito,  ein  grösserer  Winkel  gegen- 
überliegt. 

?>)  Die  Elimiuatiun  zweier  Winkel  z.  P».  «,  ß  oder  cos«,  cos|5 
uihi  eine  Uelation  zwischen  einem  Winkel  und  den  Seiten  des  Drei- 
ecks, uamlicb: 
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oder 


h 
0 


a 
e 

0 


b   n       — e 

e  0    acosf — h 
a  0 


«  + 
6 


0 


0    &  I  cos  y  »  0, 


(7) 


aus  welcher  GleichoDg  wir  cosjr  berechuen  können,  nftmüch: 


cosy  = 


b    a  <t 

0  c  a 
c    {)  b 


b    a  0 
0    c  b 
'  e    0  a 

Eiitspierlioinl  würdcu  wir  die  Ausdrücke  iur  cosa  und  cos^  bckoB- 
mcu.   Da  uuu 


b  a  e 
0    e  a 

,c    0  b 


:  ö    a  0 


=  2ate 


=  c(Ä«+o^— c«},      [0    e  b 

1 6    0  a 

ißt,  80  küimcu  wir  die  Gleichung  (7)  schreiben  mit  Kürzung  TOli  e 

—  CÄ*+a*  -  c')  +  2aücosy  =  0, 

woraus  sich  ergibt 

Entsprechend  würden  wir  bekommen  durch  Elimination  tob  gmA 
cosxi  dann  von  cos}^,  cosß 


Die  Gleichuug  (H)  gibt  uns  den  hckaunUMi  Caru ot'selien  Lchr^iti. 
welcher  uns  in  Glcichunpsforni  die  allgemeine  DiHlint-Ming  /Aviscbcn 
den  Seiten  des  Dreiecks  ausdrückt,  uümiich  dass  die  Summe  zweier 
Seiten  grösser  ist  als  die  dritte  Seite. 

Somit  haben  wir  erkannt,  dass  das  System  (1)  die  drei  allgoiMi- 
ncn  Bedingungen  zwischen  den  Winkeln  und  S'-itcn  eines  Dreieds 
ausdruckt,  dass  wir  somit  aus  drei  gegebenen  Stücken  (wegen  (3) 
muss  wenigstens  eine  Seite  gegeben  sein)  das  Dreieck  aufiOses  d-  i> 
mittelst  (1)  oder  dessen  Ableitung  [(3),  (5),  (8)]  die  flbrige&  did 
Stadce  boreebnen  oder  geometrisch:  ans  drei  BestimmungsstadBeiia 
Breieck  construiren  können. 


Agx-am,  März  1878. 


K.  Zahradnik. 
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2. 

CoReettoBsgewiehte* 

Um  I)oi  feiii^iti  ii  (iewiihtsbostimmungon  die  Waguugsresultatc  auf 
deu  allein  inas^L^t  Ix  iuleii  t'all  der  Wägung  in  ciucm  von  jeder  schwe- 
ren Materie  freien  Kaum  zu  rednciren,  ist  neben  der  Kenntuiss  der 
Ausdehnuugsvcrbältuisso  der  Stoffe,  aus  denen  einerseits  die  zu  wä- 
genden Objecte  und  andrerseits  die  in  Gebrauch  genommenen  Ge- 
wichte bestehen,  die  der  Luftscbwero  erforderlich,  wie  sie  grade  zur 
Zeit  der  Wägung  stattfand.  Das  jeweilige  Gewicht  der  atraosphäri- 
scheii  Luft  in  einem  Baume  lässt  sich  bestimmen  durch  directes  Ab- 
wiegen, dann  aber  auch  mit  grösserer  oder  geringerer  Genauigkeit 
durch  Berechnung  aus  den  Angaben  der  die  Zustände  der  Luft  in 
Bezug  auf  Zusammensetzung,  Temperatur  und  Druck  anzeigenden 
Instrumente.  Ein  drittes  Verfahren,  welches  die  wenigsten  Umstände 
machen  und  dabei  die  sichersten  Resultate  liefern  dflrfte,  ist  das  yon 
lair  in  Vorschlag  gebrachte  der  indirocton  Wägnng  der  Luft 
mit  Hfllfe  der  von  nur  construvten  und  f&r  das  deutsche  Reich  pa- 
teatlrten  Correctionsgewichte. 

Meine,  von  mir  so  benannten  Correctionsgewiehtc  sind  2  Gewichte 
von  gleicher  absoluten  Schwere,  aber  verscbiedeucn,  in  einheitlicher 
Beziehung  zu  einander  stebcuden  Volumen  *).  Ist  die  Volumeudiffe- 
renz  gleich  einem  Liter  und  ihr  Gewicht  im  Inft leeren  Räume  je 
200  g  (die  beim  Pateutamto  eingereichte  Zeichnung  stellte  solche  als 
Beispiel  dar),  so  wird  nach  dem  ardhimedischen  Princip  im  lufterfQlI- 
ten  Räume  der  grossere  Körper  genau  so  viel  leichter  erscheinen,  als 
das  Gewicht  dos  von  ihm  mehr  als  von  dem  kleineren  Körper  aus 
der  Stelle  gedrängten  Liter  Luft  beträgt.  Die  Gewichtsdifferenz  ist 
zugleich  das  augenblid&licho  Luftgewicht,  dessen  Kenntniss  zur  Cor^ 
rectnr  der  Wfigungsresultate  eben  erforderlich  ist. 

Eine  Correetur  ist  bei  leinen  Wugungcn  aber  bekanntlich  des- 
halb uiierliisslich.  wenn  sie  eine,  der  hohen  Emptindlicbkeit  der  zu 
msscusebaftliehen  Fnlt  rsncliungen  benutzten  analytischen  Wagen  ent- 
sprechende Genauigkeit  haben  sollen,  weil  die  Wiigungen  allemal  zum 
/Zwecke  der  Massonbestiniiining  oder  Massenverglciehuug  vorgenommen 
Werden ,  die  Wage  aber  nur  den  Druck  bestimmen  und  vergleichen 
lasBt,  den  ein  Kürper  auf  seine  Unterlage  ausübt  und  der  durch  den 
Auftrieb  der  Luft  je  nach  der  Dichte  dieser  und  der  Grösse  der 
KOrper  mehr  oder  weniger  aufgehoben  wird.  Bei  Stoffen  von  dem- 
selben oder  dem  der  angewandten  Gewichte  nahezu  gleichem  spec. 


*)  PateoUiofpnieh. 
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Gewichte  wird  der  Gewichtarerlust  nnberflcksicfaUgt  Meiben  Um, 
weil  er  zn  jeder  Zeit  auf  beiden  Seiten  der  Wage  derselbe  sein  «vi 
Bestimmt  man  aber  z.  B.  nnter  Anwendung  von  Messinggewite 
die  Masse  eines  Kilogramm  Wasser,  so  wird  der  Febler,  fidb  ■« 
den  Luftanftrieb  ausser  Acht  Iftssty  aber  1  g  betragen  mit  Schm- 
knngen  bis  zn  50  mg  in  nngOnstigen  Füllen,  welche  ihre  ürndie  ii 
dem  wechselnden  Gewicht  der  Lnft  haben.  Letzteres  lässt  odi  n 
Jedem  einzelnen  FaUe  filr  den  Moment  der  Wagung,  abw  woU  n 
bequemsten  und  zuverlässigsten  durch  meine  Gorrectionsgeiriekle 
fbststellen. 

Der  grössere  Körper  meiner  (messingnen)  Correctionsgcwicbte 
mit  1  1  Yolumondifferenz  und  200  g  Gewicht,  welcher  in  Form  am 
umgekehrten,  abgestumpften  Kegels  hohl  anzufertigen  und  des  Tveib- 
selnden  Luftdrucks  wegen,  wie  flberhaapt  zu  vergrösserter  Wider- 
standsfthigkeit  innerlich  gehörig  zu  versteifon  ist,  und  dessen  Mim 
beziehentlich  Höhe,  oberem  und  unterem  Durchmesser  ich  als  IZ^l 
und  9  cm  angenommen  hatte,  findet  bequem  auf  meinen  Wagen  ftr 
900  g  Platz  und  Iftsst  deren  Empfindlichkeit  —  0,000  001  der  nitd»- 
ren  Belastung  —  eine  Bestimmung  des  Luftgewichts  bis  auf  2Md 
Milligramme  zu.  Den  Instrumenten,  die  dio  Spannung,  die  Tenpe- 
ratur,  den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  angeben,  reihen  sich  isete 
Correctionsgewichto  in  Bezug  auf  das  Gewicht  der  Luft  an,  wä 
werden  sie  überall,  wo  die  Konntniss  der  Luftschwere  notwendig  ht:, 
wie  zur  Gorrectur  der  Wägungsiesnltate  die  besten  Dienste  Idsta. 

Dio  Figur  zeigt  die  Correctionsgcwiclitc  in  J  Grösse,  das  hoUc 
Gewicht  zur  Hülfte  im  Durchschuitt  dargestellt  Sie  sind  vou  M«- 
sing,  vergoldet,  je  200  g  schwer,  VoluiiieiidifTerenz  =11  uml  balio 
die  Form  eines  umgekehrten,  abgestumpften  Kegels .  a  ist  der  Hott* 
räum,  welcher  mit  Blei  und  Aluminium  angeftült  wird. 

Alfred  Tht'od.  Heinr.  Verbeek, 
Mechaniker  iu  Lübtuu-JJrc&den. 


3. 

Zur  Sunmirung  der  Reihe 
0  n! 

Diese  Summe  ist  der  Coofficient  tou  <*♦  in  der  Entwickfaug 
nach  Potenzen  von  t.  Es  ist: 


Digiiized  by  GoOglc 


0  «!  ^  0  «I 

0  0  n!  f»! 

Setzt  man  y  —  e*',  so  ist  ifQ^  e  und 
miso 

der  vorstehenden  Gleichung  eigiebt  sich: 
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also 


W/o 


WA 


2« 

=  löe 
=:52e 


Wh 

W/o 
W/o"" 


=  877« 
4140e  etc. 


'0 

Kiel,  den  d.  Decbr.  1877.  Ligowski. 
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4. 

EU«  pwtielle  BUTerattolffletekvif  • 

Ein  leichtes  Ucbungsbeispiel  fUr  Integration  bietet  folgende  ptf- 
tieile  Differentialgleichong: 

ö^ti  hu  du 

Dividirt  man  durch  ^*  so  kommt: 


3  .    ^  vö» 

I 

Dies  iutegrirt  giebt: 


^IOgg^-/(«)^ 


wo  der  letzte  Term  willkürliche  Function  von  «  ist   Hieraus  erUk 

man : 

g  —  ip\x)eSf{u)du 

oder 

und  luu^h  neuer  Integration: 

R.  Hoppe. 
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XXIV. 

Inedita  Coppernicana. 

FotlMltlllir  TOB  V.  Y. 

Von 

Maximilian  Curtze. 


in*   Weitere  astrouomische  Xotizeu. 

1.  In  dem  Quartbande  der  UuiTcrsitätsbibliothek  sia  Upsala  mit 
der  Signatur  „34,  VII.  69^*  ist  enthalten  der  „Almanach  nona  pln- 
„rimia  anuia  ventnria  |  inseruientia  per  loannem  StoefHerinnm  |  Instin- 
^gensem  &  lacobnm  Pflaumen  VI-  8  mensem  accnratissime  anppntata: 

toti  i  ferc  Europc  dcxtro  sydore  impartita."  Auf  Blatt  16^,  col.  2 
stobt  das  Imj)ressum:  „Optra  arteqj  imprcssiöis  Q  miritica  vir!  soler- 
..tissinü  lo  i'  ainiis  Ueger  Auno  salu  |i  tis  Christi  domiiii  1499  ||  Idibus 
..I  Vljniarijs  lio  K-  jj  plicuu^rides  iioue  exploto  Ü  atc],^  absolute  sunt 
..Vlrnc  It  Lector  Valo  i  T.  INI.  S.  •  Derselbe  umfasst  520  Blatt.  ^)  Auf 
(lein  Titolblattc  dieses  Buches  steht  die  Notiz: 

„Liber  Bibliothcce  Varmiensis.'* 

Es  ist  voller  Boiiierkungeu  eines  gewissen  lians  (iarseliaw,  die 
lur  die  Geschichte  des  Domcapitels  von  Erniland  nicht  ohne  Interesse 
sein  dürften      Auf  der  ictztcu  Icercu  beitc  der  ilphemoride  für  das 


1)  Siebe  Hain,  Repertorinm,  No.  15085. 

2)  Einij^c  dieser  Bemerkungen  seien  liier  rcjirodueicrt : 

lö20.  /"ebruat  :  G  c  i  m  u  n  u  s  mens  1)  u'b.  M.  re(•cs^it  ahhinc  versus 
Lübeck  die  6  fcbrunrii  die  Lun:r  j)Ost  meridiem  hora 
qansi  primn.  Gemeint  ist  jedenfalls  Mauritius  Fcrbcr  der  nnch- 
mnlige  Bischof. 

1622,  April:  Nata  est  filia  gcrmani  die  10  manc  hora  circa  qaar- 
tain.  Wabrachcinltch  eine  Tochter  des  später  erwähnten  Ebcrhar- 
dnt  Ferber,  Bruder  det  Bitehoft  und  Vater  des  Domherrn  lohnunes 
Ferber. 

tö22,  Mail  Cantor  Andrena  obiit  anbitanen  motte  die  95  ante 

meridiem  poat  horam  10».   Die  Perion  dca  Cantor  Andreaa 

war  niebt  mOglieh  fettanstellen. 
\S23»  Aprüt  Qermanna  mens  dn'a  Maurieina  eleetni  in  epitcopnm 

die  14  aprilia,  die  martii  ante  meridiem  bora  qnm 

infra  8  et  9. 

'6^,  MMnx  Qermanna  mena  pie  memorie  obiit  die  5.  martii  die 
Veneria  poat  meridiem  infra  boram  7  et  8.  Sbrehardna. 

Tail  I*ZU.  99 


Digitized  by  Google 


888 


Jftbr  1530  stehen  aber  von  GoppernicnB  Hand ,  welche  aick  Ton  dei 
flbrigen  Notizen  deutlich  abhebt,  aneh  mit  unbestritten  oofipeni- 
caniechen  Schriftstacken  im  Ductus  genau  flbereinstimnit,  folgende 
astronomische  Notizen  ans  dem  Jahre  1537. 

„Anno  1537.   SeptembrisS.  Mars  iu  linca  rccta  capi- 
„tis  Gcminorum  sequcus.*^ 

„Eodem  anno  Octobris  10.  fcria  4.  Tonus  et  Satornus 
,,equaliter  distabaut  ab  extrcma  pedc  Leonis,  Venns  pro* 
^  „cedendo,  Saturuus  scqurndo." 

„Octobris  12.  mane  Venus  coniuncta  cum  extrens 
„pedo  Leonis  ad  austrum  per  gradus  0.46/' 

,J^i6XyL  mane  coniunctio  Yeneris  et  Saturni  austra- 
„lior  Venns  15  gradus/' 

10  „Vltinia  octobris  Venus  pru'ccssit  stellam  sextamVir- 
„ginis  per  gradum  1  et  plns  parum  ad  meridiem  tautnm- 
„dem." 

„Nouembris  3.   Mars  antecedens  lincam  rectam  intcr 
,,septimam  et  octavam  Leonis  per  i  gradus,  distans  s 
15  i,Basilisco  per  ij  gradus/^ 

„Novembris  vij  feria  4.  Mars  sequebatur  per  digiti« 
„unum  lineam  rectam  stellarum  seit»  et  octare  Leonis 
„distans  a  Basilisco  por  gradus  ij  et  plus/* 

„Eodem  Venus  pr:ecedcns  per  0.50  lineam  rcettni 

20  ^stellarnm  14  et  15  Virgiuis  die  xij." 

„Scquente  die  13.  mane  Mars  in  liuea  recta  stellis  7 
,)Ct  H  Leonis,  eodem  die  Venus  Bcquous  lincam  rect&m 
„14  et  15  Virgiuis  ü-i." 


I.  Mars  II  (f.  —  Venus  et  Srtlumui  I|  J  et        —  4.  Venus  prseoeJcnila 

Sutnruus  [|  ^  ^rendcndo       —  6.  Venus  coniuncta  ||  ^  (öuictA.  —  7.  Lcoois. 

.ji^.  —  8. conianclio  Vcnerit  et  Satnrni  \\  —  10.  Venus  — 

stclinmil»  —  13.  Mar«  11^.  —  14.  Leonis  j]  J^.  16.  M.irs  ü  —  17. 
Zwischen  stellurum  und  sexta*  hat  die  Hnndschrift  das  Wort  B*»- 
lisci  eingcfflgt.  —  Zwischen  Zeile  18  u.  19  »teilt  in  der  HaBd* 
■  cbrift  durchttrichon  „NovembrU  XII  ^  scqnens  in  linea  recta.  stdte 

7  et  8        waa  spftter  nnter  dem  I S.  anfgofabrt  ist,  daher  paaai 

in  der  folgenden  Zeile  das  Wort  eodem  nicht,  ao  data  am  Salt 
noeh  die  xij  hinangefttgt  itt  — 

153 0,  Mai:  Obiit   Dn's  lohnnnes  Fcrbcr  pic  nicniorie   .inno  St. 

die  17  ninii  die  Martis  poit  mcridicoi.  Jobanaca  FaiAff 
ttarb  au  Köm. 
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»NoTembris  15  fcria  V.  hora  8J  Luua  scqucbatur 
„lOTem  per  gradus 

2.  Diesoiho  nihliothek  enthält  unter  der  Siguatur  „W.  II.  1.  IG'* 
das  schon  von  Prowe  und  Hii)ler  (Twälmto  Buch:  „INSTRVMEXTVM 
„IPKIMI  MOßlLIS,  A'  l^ETRO  APIANO  !' NVNC  PRIMVM  ET 
,,]XVENTVM  ET  IX  LVCEM  ED1TVM||  etc.  1!  NORIMBERGAE 
•  APVD  10.  PETREIVM  ANNO  MD.  xxxint"^)  Dasselbe  trfigt 
auf  dem  Titel  die  Inschrift 

„Liber  BibUotbecie  Yarmiensis.*' 

Am  Fassende  desselben  steht  znglcich  folgende  Dedioatiou  des 
Bheticus  an  Coppomicus. 

„Clarissimo  viro  D.  Doctori  Nicoiao 
„Copernico,  I).  pr.Tcejitori  suo 
„G.  loachimus  Rheticus  it«l.'' 

Die  in  dem  Buche  befindlichen  Notizen  sind  nichts  wie  Prowe 
n  glauben  scheint,  von  Rheticus,  sondern  von  Coppemicns.  Grössten- 
teils sind  die  Bemerkungen  ganz  kurzer  Art,  zuweilen  nur  Hinweisnng 
auf  eine  bestimmte  Stelle  durch  Unterstreichen  einiger  Worte  des 
Textes.  Nur  auf  Blatt  Cg*  steht  am  Fussendo  der  Seite  folgende  län- 
gere Notiz. 

Q,  M. 

©.    2.        y  Latitudo 
D.  2b,  Ö.  K  G.  M. 
^.  27.  39.  /  1.27. S.A. 
V.  13.  4'.».  0.:)G.S.D. 

20.  47.  £  0.41. S.D. 
$.  11.  6.  U  1.14. H.A. 
5.  tu.  14.  y  y.21.M.A. 

Sl  9. 12.  £ 

19.  a.  T.  S.  Venu«  |]  UrsprOnglich  stund  dtes«s  Zeichen 

•  t  darebstriehea  und  anf  dem  Rande  dafflr  Jgesetst.  —  S6.a.v.S. 
Idlwpnoi  II  *•  -  Virginit  1|  —  91.  «.  r.  S.  Maw||  —  stellis||*«  — 
9.  a.  r.  S.  Leonis  |i  — 

3)  Ueber  das  Instromentom  primi  mobilis  Aplan's  lebe  man 
lastner,  Ocschicbte  der  Mathematik  Bd.  I.  8.  578—681.  Spadell 
her  das  ▼orliegtnde  Exemplar  Prowe,  Mittheilnogen  ans  Schwedi- 
ehen  Archiren  ote.  ai3.No.VI.  bei  dem  die  Jahressahl  Alsehlieh  I&83 
mtec,  sowie  HipUr,  Analecta  Warmiansia  &•  S9— 60  Anm.  60  ,  der 
Ht  hier  nur  ahschreibti  was  Prowe  am  aagefikhrten  Orte  mitgeteilt  hat. 

99* 
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Die  fin^cbe  Schrift  entbftlt  wie  mir  Herr  Profeasor  Sr.  Bidhai 
in  Leipzig  gfltig  mitgeteilt  liat,  die  Daten  eines  Horoteopei.  Ei  M 
bis  Jetst  leider  nicht  gelungen ,  die  verschiedenen  Angaben  für  äi 
Jahr  za  vereinigen ,  wie  doch  far  ein  Horoscop  yerlangt  «inL  Ti4> 
leicht  ist  dasselbe  anf  Ckippemicns  selbst  bezüglich,  was  inlia— sit 
genug  wäre  nfther  zn  nntersnchen.  Hier  haben  wir  klar  nndielt  ob  - 
ersten  Male  einen  schriftlichen  Beweis,  dass  Coppemicas  aaeh  die 
Astrologia  iudiciaria  nicht  verschmähet  liat.  Einige  astrologisdKawfir 
cinischo  Notizen  von  seiner  Hand  habe  ich  ja  schon  £raher  ia  dea 
Reliqnijp  Coppernicana^  veröffentlicht. 

Der  xiufang  des  Instrume ntum  primi  mobilis  bildet  1?^- 
kanntlich  eine  Art  Gonionietrie,  bezüglich  Trigouoinetrio.   Hit  r  bat 
sich  Coppernicus  die  einzelnen  auseinandergesetzteu  üpcratiunou  auf 
dem  Rande  zu  schnellerem  Finden  notiert.   So  steht  auf  Bltt.  a,"  mit 
Rot  geschrieben:   „circuli  sinnom.^*   Auf  Ritt,  b^  schreibt  Cop- 
pernicus zn  den  Worten  „Propone  tibi  tabulam  hic  seqnea- 
„tem^^  hinzu  „?rius  posita  est%  nämlich  anf  den  vorhergeheadtt 
Seiten;  ebendaselbst  Zeile  5  verbessert  er  „0  grad.  22  minuf'  am 
Bande  in  „0  grad.  94  minnt''.  Auf  Ritt  c^^  steht  nntereinaadtf 
zn  Zeile  7—8:  „1.  Ex  arcn  sinnm^';  zn  Zeile  15:  „2.  Ex  sins 
^rcnm^f  zn  Zeile  22:      Ex  arcn  sinom  versnm''  nndaaCdaa 
andern  Rande  „Sinns  yersns^S  Zn  ZeOe  26:  „4.  Ex  sinn  rerti 
„arcnm*'.  Za  Zeile  31:  5.  Arcns  propositas  chordc**  kA 
sonst  finden  sich  noch  hie  nnd  da  fthnliche  Bemerknagcn.  In  de»- 
selben  Bnche  ist  anch  zuerst  ediert  die  Astronomia  Gehri  filii 
Alfla.  Dieser  Teil  des  Bandes  ist  pagini^  und  hier  finden  nch  Hi 
Bemerkungen  häufiger.  Besonders  hat  Coppemicas  sieh  alle  ditjm 
gen  SteUen  notiert,  in  welchen  Geber  gegen  Ptolomeus  und  doMa 
Theorie  ank&mpft,  da  sie  ihm  natürlich  ungemein  anmuten  mniilak 
Gleich  unter  dem  Titel,  unter  die  Worte  GEBBI  FIUI  AFLA  sfeett 
die  Notiz: 

„Egregii  calumniatoris  Ptolom»i^ 

Seite  2,  Zeile  26  steht  auf  dem  Rande  „Cur  Ptolomaeas  erra* 
„verif*;  ebenso  sind  auf  Seite  3  die  Worte:  Et  erranit  in  in- 
ventione  ...  capituli  8  tract.  9.  unterstrichen,  auf  dem  Raadt 

ateht  „$  et  Seite  110  zu  den  Worten  „Et  sestimauit  Pta* 
,Jiomens  quod'^  fügt  er  hinzu  „Kcprehendit  Ptolomieum'^}  Srill 
112—113  sind  die  beiden  letzten  Zeilen  nnd  die  erste  iiiirriirililriw 

und  auf  Seite  113  hinzugefügt:  ,,Lüngi tudi nes  longiores  $et? 
„iuxta  P tülonia'um"  und  Seite  117,  Zeile  3:  „Longitudo  loi- 
„gior  iuxta  Gebrum/'  Anf  Seite  1.  Zeile  IS  v.  u.  steht  nuf  de® 
Rande  geschrieben:  „figura  sector.'*  Die  figura  seetor  luidrf 
bekanntlich  bei  den  Arabern  den  Mittelpunkt  der  gesammten  ^»h«t^ 
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gdwB  Attronimiie  resp.  Trigonometrie.  Auf  Seite  2,  Zeile  20—21 
steht  „Do  eentro  »qnantis  trium  snperioram**,  ebenso  Seite 
68,  Zeile  3 — i  v.  a.  Proportiones  trinm  corpornm.  Seite  91 
kt  Copperuicus  die  Worte  „Agrinns  a*nt  consideranit*'  nnter- 

«trichen.   Ebenso  sind  Seite  93  Zeile  5  ü.  6.  v.  u.  die  Worte  „A 

.,sc<iuitiir  cx  illo  iteruni  ...  100.  anuis  pars  vna"  unter- 
strieben. Seite  1U4  stebt  zu  Zeile  13  hinzugefügt:  ,,Cülligit  cx 
„diversitate  aspectus  Vcnerem  et  Mercuriuin  esso  supra 
„Sük'in'"  und  Zeile  26  setzt  er  hinzu  „Talis  dcbet  esse".  Aaf 
Seite  105  sind  Zeile  8—9  und  die  drei  letzten  Zeilen  unterstrichen 
dazu  auf  dem  Hände:  „Mercurius  et  Venus  supra  Solenr' 
Seite  116  Zeile  5  v.  u.  setzt  er  liiuzu  „Motus  di  u  e  rsitatis  Mer- 
„curii'';  Seite  117  Zeile  20  ändert  Copperuicus  16  i)artes  &  10 
am  Rande  in  „26.10",  daneben  stebt  ,,De  tribus  s up er  i ori  b  us'' ; 
endlich  Btcht  Seite  123  Zeile  1  auf  dem  liaude  ,^cccntricitateB 
niriam  superiorum/' 

Angebunden  ist  ,,Vitcllionis  Mathematici  doctissimi 
..JTfpl  oTttixijt  etc.  libri  X.  >»  u  ri  in  borgte,  Petrejus 
..MDXXXV."  «)  Aul  Bltt.  297%  dem  letzten  des  Buches,  steht  oben 
uaf  dem  rechteu  Kaude : 

Radium  rectum  sen  perpondicularem  non  dicnnt  noc 
^rangi  nee  reflecti  nisi  per  eamdem  lineam^S^) 

Uulcr  dem  Impressum  liest  mau  Folgeudes: 

Oarthagine  urbo  Gnomon  rationem  habet  ad 
^quatoris  umbram  eam,  quam  habeut  uudecim  ad  septcra. 
„Plinins.  *')  In  Mauritanea  lequinoctii  die  media,  nmbili- 
.,cns  (juem  gnumonem  vocant  Septem  pedes  longus,  uni- 
„bram  non  amplius  quatuor  pedes  lünguni  reddit.  lu  5 
„«Irabia  et  Persidc  umbilicus  u^quiuoctio  trigiuta  quiu- 


Sw  Pliaiat.  In  MAariianea  ||  Flioiat  io  MMritanea.  — 

4)  Ueb«r  dieses  Werk  sehe  man  die  Abhandlung  des  Verfassers  „Sur 

-l'o  rt  h  ocr  rnp  h  c  du  nom  et  la  patrie  de  Witelo  (Vitellion)  im 
F.'bruar-ilefie  1871  des  Bullettino  Bon  comp agni;  üb«r  die  vorliegende 
Aiugsbc  «pccicll  S.  20 — 21.  des  Separatabzuges. 

5)  Dies  dürfte  eine  Beminisccnz  nas  der  PcrspceiiTA  Oommunts  des 
Johannes  Fekkham  sein,  welche  ihm  bandschrifUich  rar  Dispoeitiun  stand. 
Siehe  später  anter  6. 

6)  Die  ron  Coppcrnicus  cxccrpierte  Stille  des  Flinius  findet  eich  in  der 
Uietorin  Mntnrnlii  lib.  Ii,  €n|>.  LXXIL 
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„que  pedaxn  nmbram  viginti  qaataor  pedes  longanfuit 
nlnfra  de  Bhodo  et  Cypro  insnlis  gnomonis  ceiitiiBVii- 
„cim  nmbram  septvaginta  Septem  nnciaram  faeiiiDl  Et 
„de  Lydia  gnomoni  nniiis  et  viginti  pednm  rcspondeit 
5  „nmbrse  septemdecim  pednm.  YictrnvinB^)  (!)  Gionoi 
„Rom«  novem  partium  nmbram  octo  habet,  Alexasdri» 
„stilns  partes  habens  qninqne  nmbram  mittit  ptrtiia 
„trinm,  Atbenis  qnatnor  nmbram  tres  habet" 

2.  Hinter  gnoinooif  iteht  im  lisep.  noch  ein  durchgeitrichf 
nei  centum. 

Anf  dem  liiutern  Deckel  steht,  sp&ter  durchstrichen,  iolgeode 
mathematische  Notiz: 

„Dimetientem  sphjRra'  iuvcnirc.  Describo  in  «spcr- 
„ficio  eins  duas  circulos  scse  coutangentes  officio  cir- 
„ciui.  Deinde  ex  tribus  lincis,  hoc  est  (|uie  a  polo  ntri- 
„usquo  circuli  et  distautia  polorum  coustitue  triaiiguluni. 
5  „A  teriiiinis  oariiu),  hoc.  est  a  ceutris  circulonim  perpen- 
„di ciliares  ducte  coiicurruut  in  ceutrum  sphtTra*,  a  quo 
„ad  suj)erfici(  iu  cius  est  rccta  liuca  quui  ad  coutactio 
„iilorum  circulurum/^''} 

.  S.  drenlot  (I drrnlai.  >—  9.  Hinter  boc  est  ittad  snerat  nocli  tat  di 
q«  —  Fflr  •  polo  stand  ariprftnglieh  ex  ceatro.  —  4.7trpelsnB 
tnnd  «rsprünglicb  ceatro)? 

Endlich  liegt  in  diesem  Bande  ein  Lesezeichen,  anf  «dche&ikk 
folgende  Betrachtung  des  Coppernicns  ans  seinem  höchsten  Lehm- 
alter  findet;  ich  sage  ans  seinem  höchsten  Lebensalter,  da  das  hag» 
liehe  Bnch,  dem  sie  entstammt,  ihm  frflhestens  im  Jahre  1&43  af^ 
kommen  ist,  nachdem  Rheticas  in  Mmberg  behnfs  HerMUgahe  4er 
Bevolntiones  eingetroffen  war.   Die  Bemerkung  lantet: 


7)  Die  Stelle  aas  Vitrorins  steht  de  Architectnra  Üb.  IX  cap.  vm 
(S.  233  der  Ansgnbc  von  Rose  und  MüUcr-Strübing).  Von  Vitravia«  txui 
Coppcrnifus  eine  der  Attesten  Handscliriften  xu  Gebote ,  der  ron  Kose  mit  L 
bezeichnete  Codex  Leidensis  (Voss)  88.  Derselbe  aus  dem  Harlei»- 
nus  II  abgeschrieben  stammt  aus  deiu  X.  Jahrhundert  und  ^chOrtc  seit  !5!f 
Johannes  Dantiscus ,  der  ihn  von  Sebastianus  Speraniius ,  Bischof  vod  Brix?a 
zum  Geschenk  erhalten  hatte.  Die  Handschrift  trägt,  wie  alle  Bücher  aas  itr 
Frauenburgcr  Bibliothek,  dio  Insehrift:  „Liber  Bibliothec^  Vtrai« 
c  n  s  i  s." 

8)  Die  Noiiz  ist,  wie  schon  bemerkt,  durchstrichen,  jedenfalls  weil  firl» 
Coppcrnicus  von  der  Falschheit  derselben  überzeugt  hatte,  die  sowohl  Är  ^ 
ursprünglichen  Lesarten  als  für  die  spitcrn  Currcctui'cn  evident  ist. 
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„Vita  brevis,  sciisus  obos,  ncgligciitic  torpor,  ot  iuu- 
„tilcs  occuputiüues  iios  paucnla  sciro  jie  rni  it  tunt.  Et 
„aliqu 0 ti  011  s  scita  cxcutet  ab  aiiimo  per  tcmporum  lap- 
,.sum  fraudatrix  scientiie  et  inimica  mcmoriie  prieccps  ob- 
„livio/*  ^)  5 

3.  Der  Foliant  „32.  V.  50"  derselbcu  Bibliotliok  enthält  dio 
Wirke  des  Plinius.  Vcnetiis,  Marinas  Saracenus  1487  *"). 
lu  dicflciu  Baude  steht  auf  dem  crstcu  Iccreu  Blatte  gescbriebeo 

,3um  mei  Casparis  Salionis  Cer  \  iuiontani** 

Auf  Bltt.  2*  stellt  am  Kopfende  geschrieben: 

Liber  Iii bliotbecse  Varmicnsis." 

Derselbe  ist  voller  Bemerkungen  von  Coppernicus  lland,  welche 
von  der  des  ("a>par  Salio  völlig  verschieden  ist  ;  von  letzterer  findet 
sich  überhaupt  nur  die  Notiz  auf  Bltt.  1    im  Buche  vor.    Die  Be- 
merkungen des  C()i)i)(.rnicus  sind  grüsstenteiis  sob'he,   welche  ein 
schnelles  Auffinden  einer  Stelle  erleichtern  sollen ,  indem  er  den  In- 
halt derselben  auf  dem  Bande  durch  ein  Wort  ausdrückt.    So  steht 
lH>i«pielsweise  zu  Buch  XVIII,  Cap.  XXV:  ..Dygestio  Syderum  in 
„uoetes  et  dies'' auf  dem  Bande  ,,Ortus  et  occasus  duo  modi", 
so  zu  demselben  Capitel  auf  der  andern  Seite  „Fidicula*  occasus", 
so  zu  Cap.  XXXI  desselben  Buches  ,,S])ica  Virgiuis/'    Im  Uber 
XXXIII,  Cap.  VIII.  schreibt  er  auf  deu  Baud  „Alexander  Mag- 
„nus",  später  „Periclem'*  n<)(  Ii  weiter  unten  ,,xa]fo  xtivog**^ 
nnd  ähuliche  Notizen  überall  im  Buche  verstreut   Auf  Bltt.  aii^'  hat 
er  am  Fussende  folgende  Stelle  aus  Cicero  sich  angemerkt^  die  Stelle, 
welche  er  von  diesem  in  seiner  Widmang  an  Papst  Paul  III  erwähnt: 

y^pnd  Cicorouem  libro  secnndo  accademicaram  qaie- 
nStionam  Kicetns  Syracnsins,  nt  ait  Thoophrastns,  eis- 
«,liim,  Solem,  Lnnam,  Stellas,  snpora  deniqno  omnia  stare 
„censet,  neqne  prster  terram  rem  nllam  in  mundo  mo- 
„vcri.  Quse  cum  circa  axom  se  summa  coloritate  con-  5 
,,Tertat  et  torqneat  oadem  effici  omnia,  qu»  si  stantc 
.,terra  cielnm  movoretur,  atqne  hoc  etiam  Platonem  in 


»>  Diese  Notis  dürfte  eine  Reminisecns  m  Thonas  Ton  Aqain  eeis,  der, 
wie  wAt  'Bxn  Prof.  Hipler  intttelite,  einen  ähnlichen  Amepmcb  enibilt. 
lo)  Hain,  Bepertorivn  bibliogr.  lüo.  18096. 
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„Timfleo  dicere  qiiidam  arbitrantor  sed  paulo  obiet- 

1.  Vor  in  Timieo  steht  durchstrichen  dicere.  — 

4.  Bis  jetzt  ist  vou  einer  licübacbtiing  ciues  CometCD  durch 
Coppcrnicus  nichts  bekannt  geworden;  diese  Uinimelskörpcr  findeü 
sich  kaum  andeutniigsweise  iu  den  Kevolutiones  erwähnt  '^).  Um  so 
intercssauter  ist  ciuo  Stelle  aus  einem  ziemlich  seltenen  Bache,  dk 
ich  hier  in  extenso  mitteilen  werde,  um  daran  einige  Bemerkungen 
za  knüpfen.  Das  Werk  bat  den  Titel:  „DE  REPLVBLICA,  VITA, 
,^0*  I  ribuB,  gestis,  fama,  religione,  sanctitate:  i  Imperatoris,  C»- 
^saris,  Angusti,  Qniuti,  Caroli,  Maximi,  Monarcbae,  1  libri  septem  { 
„etc.  II  scripti,  autbore  Golielmo  Zenocaro  ä  ScanTreiibaiigo  etc.  cto ' 
„6ANDAVI,  I  Eicndobat  Gislenus  Maiiiliiis  Tipographas,  |  Arno  Do- 
„minl«  1559.'*  and  besteht  aus  2  Bltt  and  904  Seiten  ia  folio.  b 
diesem  Bande  findet  sich  von  Seite  193,  Zeile  21  bis  SdtslSI,  Zeile 
24  Folgendes: 

„Tertius  (Jomota.^^ 

„Tertias  Gometa  apparnit  mense  Innio,  die  deciai 

„octava  anno  vitie  Caesaris  trigcsimo  tertio.  Ac  esie 
„uoBcebatur  in  tertio  gradu,  quarto  miuuto  geminertB." 

5  „Et  bic  Gometa  conträ  signorum  ordinem:  et  enm  qii 
,,dioitur  in  ccelo  Solis  apparere  motns,  progredieas:  te 
„ob  vicinitatem  Poll  aretici  annqnam  occidere,  aat  o<* 
„cambere  visns  est  Polo  enim  ita  fait  propiaqais,  «t 
„Horisontem  contingero  noquiret  Gomet»  semitt  Ui- 

lOtigiiBimo  ab  eclyptica  circa  Arietis  principinm  ferebt- 
„tar,  atqno  illic  sexaginta  gradibas  integris  abeelypUet 
„destitit:  qni  locns  vcnter  Draconis  tum  erat  Aesifeeii- 
„dam  signoram  ordinem  motns  faisset:  initiam  Gasen 
,,capat:  et  Gaprieorni  initiam  cauda  Draconis  essedebi- 

15  „erat" 

magna  inter  Yratislayiensem  Coperaicaa:  ti 
,Jngolstadiensem  Appianam,  et  Hyeronimom  Scalam,  et 


11)  Die  Stelle  steht  l>ei  Cicero,  t^uaestiüncs  Acadcinicic  pri«- 
rc»,  Iii).  II,  cnp.  39.  Der  Wortlaut  stimtut  bis  nul"  den  NaiDon  Nirctos  ■« 
dem  hier  vun  Coppernicui  citicrten  übcrciu.  Die  neueren  Texte  b«bc&  iü 
Nicetu.s  (las  liiebtigc  Ilikctas  substituiert. 

12)  Die  einzijfe  Stelle  ist  De  revolulionibof  Lib.  I,  VlU 
22,  Zeile  21—24  der  ö&cuUrausgabe). 
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„Cardaiiiim  Medio laueusem,  et  Gemmam  Frysium  fuit 
„decertatio:  quod  contra  signorum  ordincm  a  Geminis 
..(ubi  initio  apparuit  Cometa)  non  iu  Caiicrum  progrcs- 
..sus:  scd  in  Taurum,  et  versus  Arietem  Cometa  sit  ro- 
,,gres8us:  quem  tarnen  (si  qucmquam  alium)  sccundum  5 
„signorum  ordiuem  moncri  oportebat:  rcmotiorum  scili- 
.,cet  a  terra  quam  alius  faisset:  iougissime  euim  a  Sole 
nftberat'^ 

„Neque  poteraut  lia'c  convoiiire  cum  rtolcmapi  tra- 
„ditionibus   centcsimo  centiloquii  aphorismo  definicn-1^ 
„ti8:  Cometas  undecim  signis  a  Sole   distarc,  cum  bic 
„Cometa  iu  Geminis,  et  Taaro  Sol  iu  Leone  fuisso  lioc 
„tempore  sit  demoustratus.*^ 

^st  igitur  alius  luuaris  spliseree  raptus,  quam  opi- 
nSati  Bant  mortales,  ac  si  rotam  illius  cselum,  atqae  tor- 
nTas,  impetn  ardentis  oculi  sui,  coilnstrantis,  et  rotantis 
,.figuli  considerassent:  Deo  bsec  non  hominibus  per- 
i^ostranda  fnisse  censniBsent  Habet  autem  tcllus  Bimi- 
»militndinem  qnandam  cum  prlmo  mobili/^ 

„Nunquam  magis  CsesarlB  animns  ad  boUnm  Tnreis  20 
»inferendnm  faerat  inflammataB,  quam  hoc  anno,  ac 
nPropterea  omnem  movebat  lapidem,  nt  foedero  in  Italia 
^enoTato,  Enropa  tnta  obbc  posBct,  et  qnieta  a  bellis 
»ciTilibns.  Sed  cum  res  CiBsariB  in  Africa  anno  trigesimo 
„qninto  «tatis  Bne:  et  biennio  ante  in  Grteeia  foßliciter  ^ 
«gesttt:  BimileB  eventas  in  Asia,  et  Syria  portendere 
„Tidebantnr:  esse  ab  hoc  landatiBsimo  Tictoriarnm  sna- 
,/vni  enrsu,  (eiecto  per  hoatcs  Carole  Sabando  e  Saban- 
ndi»  80»,  Allobrognmqne  dominatn)  revocatus  est*^ 

,,Tam  antem  graviter,  et  acerbe  illnm  Caesar  caBom  SO 
.ftuHt,  nt  nisi  restitnto  illo  in  pristinam  dignitatem, 
„pacem  chriBtianornm  Begvm  desperaret" 

Nach  dem  eben  mitgeteilten  Passus  ist  es  sicher,  dass  Coppcr- 
üicus  den  Cometen  des  Jahres  1533  beobachtet  hat-,  er  soll  über  die 
Erkläraug  des  Phienomens  mit  Ai)ian,  Gemma  Frisius,  Hieronymus 
Scala  und  Cardau  iu  Streit  gekommen  sein.  Dass  Apian  und  Gomma 
Frisius  den  Cometen  beobachtet  haben,  war  bekannt;  aus  den  Be- 
obacbtoAgen  Apian's,  die  leider  nar  vom  18—25.  Juni  sich  erstrecken, 
bat  Olbers  versncht,  die  Elemente  desselben  sn  berechnen,  ohne  je- 
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doch  ein  blnreicheDd  sicheres  Resultat  zu  crlaugen  i^).  Die  Bco^ 
tongen  des  Coppernicos  scheiuen  anwiederbringlich  verloreo,  diejeni- 
goB  Cardan's  und  Scala's  daiftcn  Yoranssichtlich  sich  wieder  Mi 

lassen  und  dabei  vielleicht  eine  weitere  Spur  der  Beobachtnogeu  oder 
Bctrac'htnnpou  dos  Copperuicus.  Am  21.  Juni  stand  der  Cumit  so. 
dass  er  das  Scliwert  bildete,  welches  Perscus  iu  der  rechten  \\m\  lijlt. 
Dass  Copperniciis  das  Argumeut  gegeu  die  ptoloiDifische  Aosuht, 
welches  unser  Verfasser  anführt,  gern  sich  zu  eigen  gemacht  haben 
wird,  ist  wohl  anzunehmen.  Ausser  zu  Gemnia  Fi  isius  warcu  Be- 
ziehungen des  Coppornicus  zu  irgend  einem  andern  der  genauntCD 
Beobachter  bisher  nicht  bekannt;  ob  Zenocarus  als  Autorität  !,tBfigt. 
ciuo  solche  für  gesichert  anzunehmen ,  mag  ich  nicht  entscheiJt.'n. 
Jedenfalls  sollte  die  vorliegende  Stelle  dazu  veranlassen,  dass  solche 
Forscher,  denen  die  Werke  der  betreffenden  Autoren  zugänglich  siud. 
in  Bezug  auf  derartige  Verbindungen  weitere  Uutcrsuchuugcü  ver- 
anstalteten. Selbst  ein  absolut  negatives  Resultat  wäre  bei  dieser 
Frage  von  Eutzen. 

Dass  Copperuicus  hier  Wratislavieusis  genannt  wird,  dftrfte 
auf  einer  einfat^hcn  Verwechselung  beruhen,  obgleich  es  feststeht,  nid 
zwar  durch  zwei  gesonderte  Documeiite,  (eins  in  Upsala,  edirt  dsrA 
llipler'^),  eins  in  Ferrara,  edirt  durch  FSrst  Boncompagoi^'),  dass 
Coppcrnicus  auch  den  Titel  eines  Scholasticus  ecelesiftSsB- 
ctte  Crucis  Vratislavieusis  führte,  (lieililufig  gesagt,  war  das 
upsalcuscr  Document  der  eigentlithr  /weck  der  in  Auftrage  des 
Fürsten  Boueompagui  von  mir  unternommenen  Kcibc.) 

5.  Die  Domhihtiothek  zu  Frauenbnrg  besitzt  cincB  FoKoM 


13)  Die  vim  Olbors  berccliiu tcn  Elemente  des;  Coinctcu  siiul  folp^ndc: 
DurchgunK  durch  da«  rcrihol:  Juni  U,  20'  46"  l'«ii*cr  Zeit. 
Länge  des  rcrihcle:  217°  40';  Länge  des  n  u  f  b  t  ei  gc  n  d  c  n  Knoten: 
290»  19';  Neigung  und  Lauf:  14'  l)\  KIcinito  l<;DtferDaB£: 
0,3268604. 

14)  Siehe  Oben  Seite  110—111. 

15)  So  ist  neuerdings  eine  für  Coppcrnicus  wichtige  Fmgc,  die  üWr  »cn;^ 
Aufcnthnh  in  Padua,  durch  die  giündliclnn  Forschuiiscu  des  Piff.  Anioni'' 
Favuro  (Hullctino  Boneoropagni  1877)  cbcnf;»!!»  nogaiiv  bi'antwfrtrt 
worden.  Dieses  negative  Hcsultnt  ist  iQr  die  frage  nach  der  Natioiuht^  *^ 
Coppcrnicus  von  wesentlichster  Bedeutung. 

16)  Uiplcr»  Kopornikus  und  Luther  S.  45,  Aam.  97. 

17)  Tripliee  omiiggio  alU  Santita  d i  Papa,  Pio  IX  aeUao 
Gtiihilcu  epitcopale  eto.  Roma,  Tipografia  dclla  Face  IST? 
8.  291.  (Intorno  nd  nn  docnmvnto  ioedito  rolatiTO  a  Hircal* 
Copcrnico.   Nota  di  B.  Bonconipagiii.) 
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mit  der  Signatar  ^VIL  Ba.  7946'^  Dmelbe  mnftstt  folgende 
Dnieke  respective  Handschriften: 

1.  Tabulae  Ecclypsium  Magistri  Georgii  Pcarbachii 
Tabula'  Primi  mobilis  lohannis  de  Monte  regio  etc. 
Vionne  Austri»  löl4>^).  Das  erste  Blatt  fehlt 

2.  Tabala?  lohannis  Blan chiui  Handscbrift  von  57  Bltt 
Am  Ende:  „Tabule  lohannis  blantir.i  (!)  per  nie  Martinuin  De  Grod- 
„zyszko  Artium  baccalaureo  in  srala  oranium  arcium  CracoNiensi 
„summa  cum  diligeutia  diebus  caiiicularibus  Anuo  partus  virginei 
„1523." 

3.  „lohannis  Arehiepiscopi  Cantuariensis  perspectina  commnnis 
„per  P.  L.  Ganricnm  Ne^tolitanum  Emendata.'*  Am  Ende:  „Opas 
„perspectlae  lohannis  Archi^iscopi  Ctotnarieusis  finem  snmpslt  feria 
„sexta  infra  solines  octauas  Gircnmcisionis  Dominid  hora  prima 
„noctis  per  me  Martinum  do  Grodzyszko^'  etc.  etc.  „Anuo  virgiuci 
„partus  1522.** 

In  diesem  Bande  sind  viele  Notate  von  der  Hand  des  Martinas 
de  Grodzyszko,  nur  anf  der  Rückseite  des  vordem  Deckels  steht  von 
einer  von  dieser  verschiedenen  Hand,  und  zwar  der  des  Coppemicns, 
die  Ablnldang  einer  Mondfinsteniiss  mit  folgender  Ueberschrift: 


18)  Dnrcb  Herrn  DomTioir  Dr.  Woelky  auf  den  Band  nnfinerluani  g«* 
nncbt,  wOntcbte  ich  denselben  Ilagero  Zeit  eineeben  sn  dttrfen.  Durch  du 
Wohlwollen  dca  Donluipiteb  wnrde  mir  dietee  gütigst  gestattet,  was  ich  hier 
ergabenat  dankend  aneritenne.  Der  Band  besteht  1.  ans  S  Vorblittem,  be* 
scicbnct  A,  B.  —  2.  ans  69  mit  Tinte  beseicbneten  und  XIX  gexeicbneten 
Blatt  sowie  Sa  beseichncten  Seiten j  welch«  die  Tabnlae  ecclipsium  etc. 
enthalten.  — 3.  aas  einem  leeren  Blatte;  —  4.  aus  75  mit  Tinte  bezciebnetea 
Blattern.  Die  Ictstern  handschrifüiches  enthaltend.  —  Der  Band  ist  im  Jahre 
1523  gebunden  worden. 

19)  Eine  gcnane  Beschreibung  des  Baches  sehe  man  bei  Kistner,  G«» 
schichte  der  Mathematik  II,  ftS6-535. 

SO)  Johannes  Bianchini  war  nm  1458  Lehrer  der  Astronomie  an  Ferrara. 

Seine  Tabularam  Canones  erschienen  zu  Venedig  1459,  ebendaselbst  15S6 
und  Batilc.T  1553.  Sic  bilden  eine  Ucbernibeitang  der  alphonsinisdien  Tafsln 
mui  Bo/ehl  des  Kaisers  Friedrich  lU  aasgeXflbrt. 

91)  Bs  ist  dies  die  Optik  des  Johannes  Pekkham  ron  Cantcrbniy  in  der 
cumoientierten  Ausgabe  des  Lncas  Gaoricns,  die  man  sofort  an  dem  letaten 
Satse  und  seinem  Beweise  erkennen  kann.  Sie  war  nngemein  rerbreitet  und 
wvrdo  fast  nn  allen  Universitäten  den  Vorlesangcn  sa  Grande  gelegt.  Wenn 
ea  in  einem  Vorlesungsvcrseicboiss  heisst»  es  solle  gelesen  werden  Ferspectiva 
eommanis,  so  ist  stets  die  vorliegende  gemeint. 
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„H»c  effigaracio  eclipsis  Lanaris  adaptatir  Abio 
„Christi  1525  currente  qnarta  die  Jnlii.  Apparebit  iiper 
Jlferidiano  Gracovionsi  21  gradn  Capricorai  Hon  9, 
„miDiitiB48  priDcipinm, Medium  vero  horalO,  HiBitis4S, 
„finia  vero  hora  11,  misoto  42.  Dnracio  vero  eivterit 
„nna  hora,  minnta  51,  secunda  56/' 

Darunter  die  Figur  auf  Taf.  YIU.,  dieselbe  ist  bei  mir  ctwi  oi 
die  Hälfte  verkleinert 

In  diesem  Bande  sind  noch  ciuigo  solcher  Abbildungen.  Die- 
selben nnterecheiden  sich  aber  unmittelbar  von  dieser  durch  schlecb- 
tero  Ansfkihrang  nnd  vor  allen  durch  fidsche  Orthogn^hie.  So  leknibeB 
sie  lAmmtUch  statt  Occidens,  Octidens,  Origens  statt  Orieii 
u.  Aehnliches.  Kau  könnte  auch  die  mit  sehr  kleiner  Schrift  n 
Perspectiva  des  Johannes  Pekkham  gemachten  Anmerkungsii  Stff 
Hand  auf  Coppemicus  surftckitlhreny  doch  sdicint  uns  hier  derDsdis 
der  Schrift  nicht  völlig  dem  des  Coppemicus  zu  entsprecbeo,  obvsU 
die  oben  (Seite  341)  aus  Vitellio  angemerkte  Randnote  des  Coppo^ 
nicns  aus  der  Perspective  des  Pekkham  geschöpft  zu  sein  sehdat 

6.  Wenn  auch  nicht  Coppernicus  selbst  gehörig,  so  doch  fBr  ita 
von  hohem  Interesse  ist  der  Band  „Q  q.  III.  2.  96.*^  der  WMA 
zu  Upsala.  Derselbe  enthält,  wie  sehon  Prowe     und  naeh  iliB  Mip 

Icr  mitteilen,  das  Exemplar  der  Revolationes  des  Coppcnneai, 
welches  Rheticus  dem  Domherrn  Gejrj;  Donner  zum  Geschenk  gc- 

maclit  hatte.  Dasselbe  kam  aus  dessen  Nachlass  an  die  Jcsoitea  ii 
liiauusberg,  denn  auf  dem  Titel  steht  geschrieben: 

„CoUogij  Brunsbergensis  Societatis  Jesu'* 

Ursprünglich  sollte  es  jedenfalls  der  Dombibliothok  augehören.  W'mz- 
stens  steht  auf  der  Rftckseite  des  letzten  Blattes,  weldies  die  Ernte 
enthält: 

„Liber  Y.  Gaplf  Eccli^  WarmienV 
Kudlidi  auf  dem  hintern  Deckel: 

,,Bihliothoca  Upsaliensis.*^ 
Am  Fassende  des  Titelblattes  steht  von  Rheticus  geschrieben: 


22)  Prowe,  Mitlciliingcn  S.  14—15. 

23)  Iliplor,  Aoftlecta  WArmiensia,  S.  57.  Anm.  46. 
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„Reoerendo  D.  Georgio 
„donder  Oanonico  Varmiensi 

„ainico  suo  loachimus  Rheticus  rt.  rf. 

Donner  hat,  was  Prowe  entgangen  ist,  auf  dem  Titel  die  Worte 
ORBIMVI  COELESTIVM  mit  roter  Tinte  durchstrichen,  sowie  die 
osiaudersclie  Vorrede  ,,Do  Hypothesibus  huius  oiteris"  und  den 
Brief  des  Cardinal  Schöubcrg.    Jedenfalls  weil  er  diese  Sachen  ent- 
weder als  nicht  zu  der  Ausgabe  zugehörig  angesehen  wissen  wollte, 
oder  weil  sie  nicht  von  Coppernicus  herrtlhrten.    Es  liegt  darin  eine 
Bestätigung  der  Angabe,  dass  Coppernicus  sein  Werk  mit  De  Ke- 
▼olotionibus  zu  betiteln  die  Absicht  hatte,  aud  die  Worte  orbi- 
am  coelestium  ihm  von  anderer  Seite  hinein  corrigicrt  sind.  Die 
Stelle  ,,8icat  Lysidis  ad  üypparchum  epistola'*  hat  Donner 
unterstrichen  und  am  Bande  ist  durch  ein  Kreuz  darauf  aufmerksam 
gemacht.  Wir  wissen  Jetzt,  dass  der  ursprüngliche  Text  der  Bevolu- 
tionen  diesen  Brief  vollständig  enthielt     was  Jedenfalls  Donner  ge- 
nau bekannt  var.  Das  Cap.  VHI**)  des  ersten  Buches  MSoUtio 
Mdictarnm  rationnm,  et  eornm  insnffientia*'  ist  durch  eine 
an  den  Kand  gemalte  Hand  ausgezeichnet,  ebenso  der  Passus  des- 
selben Gapitels  „sed  non  modiea  quoque  pars  a€ris,  et  qus- 
„cumqne  eodem  modo  terr«  cognationem  habent?^)  In 
Cap.  Vnn  sind  die  Worte  „Equidem  existimo,  gravitatem 
„non  alind  esse,  quam  appeteatiam  qnandam  naturalem*^) 
mit  Bleistift  unterstrichen.  Endlich  ist  Bltt  29«  Zeile  10^-28  von 
dem  Worte  Ptolemieus  an  bis  scrup  28^)  mit  Bleistift  am  Rande 
angestrichen.   Das  Exemplar  ist  eins  von  den  mit  dem  Errata-Blatte 
versehenen. 

7.  Ich  will  hier  noch  ein  Buch  erwähnen  das  Astronomischen 
Inhaltes  ist  und  aus  l'rauonburg  stammt,  wie  die  Kinzeichnung  Liber 
Bibliothecie  Varmieusis  bezeugt.  Es  enthält  das  „Kalendarium 
magistri  loannis  |i  de  monteregio  viri  pcritissimi  o.  0.  u.  J.  In  der 
Bibüothek  hat  es  die  Nummer  „13  3.  VIII.  3.  217."  Es  ist  voller 
Bemerkungen,  die  aber  zum  grösston  Teil  mit  Vertauschung  der  Buch- 
stabflii  geschrieben  sind,  so  dass  sie  ohne  grosse  Mtlhe  nicht  zu  ent- 
züEem  sein  dürften.  €k>ppernicu8  kann  der  Band  nicht  gehOrt  haben, 


S4)  Prowe  a.  a.  0.  hat  fUaeblieh  Donner  ffir  donder  geleeen. 
16)  Siehe  die  SieenlaraQtgftbe  8.  85—36  Anm. 

26)  S.  21  u.  fT.  der  Sfpcului ausgrabe. 

27)  S.  22.  Zeile  16—17  ebemlatclbst. 

28)  8.  84.  Zeile  8&— 86  der  Siecularaiugabe. 

S9)  Bbeadeielbel  Boch  II,  Gtp.  II,  8.  76.  Zeile  18  bis  som  Ende  dee 
Cepitela. 
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denn  der  Betitier  war  zwar  1600  mit  Coppemiciis  in  Boa,  ik  die 
Notiz  sn  der  dort  ancli  von  letstere«  beobacbtelen  Moadioitenln 
zeigt,  aber  aaeh  1538  in  dieser  Stadt,  wo  er  wieder  die  Beobachting 
einer  MoDdfiusterniss  anführt.  Da  ans  einigen  Bemerkungen  sicli  er- 
giebt,  dass  der  Besitzer  verheiratet  oder  nach  röinisclicr  AoffassuDg 
Concabinarius  war,  aber  gleich/uitig  Domlurr,  da  feruer  Alexander 
Sculteti  um  154^)  sicher  in  Rom  war,  so  dürfte  wohl  dieser  intime 
Freund  des  Coppemicus  der  Besitzer  des  Buches  gewesen  seiu.  In 
dem  Buche  liegt  ein  in  Form  ciues  Billet-doux  zusammengcfaltoifr 
Zettel ,  welcher  in  einer  bekannten  von  vier  zu  je  zwei  jtaralldi'D 
(n  radcü,  die  sich  rechtwinklig  durchkreuzen,  liergenommeiieo  CMer- 
schrift  gesclirieben  Folgendes  enthält: 

„Aue  Maria  gracia  plena,  domims 
„tecnm.  Benodieta  tn  es  mnlieruni 

„et  benedictus  fructus  uentris 
„tui  Ihesus  Cristus  araeu. 
„0  Maria  mater  pia  iiiater  miseri 
„cordio  ora  pro  nobis  Maria 

„Hin rieh  Gaste" 

R.  P. 

Ob  dahinter  niclit  docli  ein  Uebesbrief  Bteckt? 


IT.  MMhemtiaehe  Notiien. 

1.  An  erster  Stelle  mögen  hier  zwei  Gutachten  stehen,  ^velihe 
Coppemicus  auf  Requisition  des  Domcapitels,  wie  es  scheint,  gefertigt 
hat').  Im  Jahre  1581  wurden  von  Seiten  des  Bischofs  und  des  ta- 
pitels  neue  Bestimmungen  für  liandwerker  etc.  entworfen  und  don'b 
den  Druck  veröffentlicht  Diese  gedruckten  Verordnungen  findtn  sich 
nun  in  eiucin  Sammelbande  der  Universitätsbibliothek  zo  Upsak  obuc 
jede  Signatur,  dem  wir  später  noch  einige  Kotizen  zn  entnebmeB  ^ 


1)  In  dfm  Spieilegiiinii  Gopernictniim  Hiplert  ttebt  in  den  BoccilaGap»- 
ttieana  unter  Nr.  68  vm  Jahre  1581  die  MoCis  »N*  Goppernie 
eapiinli  in  AUenitein*«,  was  mCgIicher  Weise,  da  es  sirh  Mer  lurti 
um  alleniteiner  Angelcgenheiien  bendelt,  mit  nnierer  Tnunciie  im  Äw««** 
hange  itehi. 
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ben  werden  UnmittellMur  biater  diesen  and  offenbar  xn  ihnen  ge* 
hörig  stehen  folgende  swoi  znoammengchörigc  Piecen,  die  Ton  einer 
und  derselben,  aber  nicht  Coppernicus  Hand  bezeichnet  sind  mit 

„Authorc  d.  Kic**.  Goppernic  Cauco''  Warmieif^^ 

und 

„Panis  coqnendi  ratio 
„Boctoris  Nicolai  Coppernic" 

Ks  scheint,  als  oh  d'iv  erste  Piecc  den  Herren  vom  C'apitel  nicht  vor- 
stüiullicli  genug  gewesen  sei,  und  er  doshalb  zu  näherer  Erläuterung 
die  zweite  hinzugefügt  habe.  Während  das  erste  Stück  Reinschrift 
/u  sein  sclieint,  ist  das  zweite  sicherlich  nur  ein  schnell  hiugeworfeues 
mit  den  schwierigsten  Abkürzungen  geschriebenes  Coucept,  dessen 
lieiuschrift  verloren  gegangen  ist. 

I»  I.  Batio  panaria  Allensteinensia  seenndnm  precia  1 

frumentorum  tritici  et  siligiuis. 

Ex  modio  uno  ntriusquo  frumeuti  facta  cxaminationc  düigeuti  et 
metrota  dcdactu  proveuiunt  pauum  librie  67  fere.  Cum  vero  soleaut 


4.  libmlltK 

3)  Der  betreffende  Codex  ist  ein  Band  in  4*^.  von  in  Sommn  117  Bltt., 
welche  nicht  in  alter  Zeit  gibumltn  sind,  sondern  einen  neueren  Einband  tra« 
gen.    Der  mir,  als  ich  die  Handschrift  zxi  Gesicht  bekam,  fiusscrsl  knapp  zu- 
gctnrsscncn  Zeit  lialhor,  war  es  mir  unmöglich  eine  ausführli«  hc  Nachricht  über 
fcämratliclic  in  derselben  enthaltene  Stucke  zu  machen;  ich  will  hier  aber  wenig- 
stens einige  erwähnen,  damit  die  Wichtigkeit  derselben  besser  hervortritt.  Hie 
Ildscbr.  beginnt  mit  einem  Briefe  des  Kardinal  M.  Ant.  Amulius  an  den  Kar- 
dinal (IIusiiif>)  von  Krmland  d.  d.  Rönne  V,  Idns  Novcmbris  [1563],  es  folgt 
ein  Brief  des  Papstes  Paul  IV.  an  Amulius  d.  d.  15.  Juni  IMU.  dann  ein 
Brief  des  Amulius  au  (icu  Papst  d.  d.  Uornjc  VI.  Idus  Sept.  M.D.LXV.  An 
vierter  Stelle  ist  eine  Erklärung  in  deutscher  Sprache  der  Fr&laten  und  Dom- 
herren sowie  des  gesammtcn  CapiteU  zn  Ernilund  in  Betreff  der  von  Achatias 
von  der  Trcnk  binterlnsscnen  KrbBchnft  d,  d.  Franenbnrg  8.  Janaar  1566« 
daran  reiht  sich  eine  aweite  BrkUrung  Ähnlichen  Inhalt«  aber  ohne  Datnm. 
Dann  kommen  die  beiden  Stficke  Aber  die  Tagfahrt  su  Heilsberg  am  SS.  Sept. 
lftS6  and  die  I*andeiordnong  von  1M8,  'flber  welche  noeh  spftter  an  beriehlen 
ift,  dienen  reiht  sich  an  eine  Tranaactio  peoutiarls  de  fngitiTia  rne- 
tieia  inter  Manrielnm  EiTm  et  Cap^lm  Warmiensem  faeta  Anno 
15S0  Cl  Seite).  Mach  lingerem  Zwiaehenranm  folgt  dann  die  Ratio  pana- 
rin  «od  wieder  naeh  einigem  Zwiaehenranm  die  Abhandlung  de  pania  prl- 
mnriJ  losebroth  rationct  und  dann  noch  eine  grosse  Zahl  weiterer  Saehen 
ins  Ilüslu»  Zeit.    S&mmtliche  oben  nachgewiesene  Saehen,  mit  Ausnahme  der 
Laodeeordnang  waren  Herrn  FtoL  Hipler  au  Braaoaberg  anf  meino  dcafaUsige 
Anfrage  nnbekannt. 


Digitized  by  Google 


862 


frnineiitft  «ate  pistnnun  a  loUo  et  siiaaiis  purgari,  qio  pnk  entt 
niUdior  et  parier,  placnit  adhnc  «uun  lilmun  demere  pfo  p«|i^ 
montii  hointmodi,  vt  remaneant  paiiiini  libne  66  ad  mhuaivB  ei 
dSo  ono.  Ezpensi  pneterea  cemmimes  sntit  /3  6  ^  4,  nempe  puiidi 

5  coBSiietam  precinm  ß  4,  pro  vectnra  ß  \,  pro  sale  et  fiMibas  f  1, 
pro  Gribratione  ^  4  At  qnoiilam  farfures  et  purgamenta  exposu 
panificii  compensaro  enfiBciuut,  dumroodo  pro  modio  eemi  firfarn 
yeniant  iminntabiHter  ß  6:  rosidet  idcirco  eadcm  sempcr  ratio  precü 
frumcnti  ad  panem  provontuin,  ut  verbi  gratia,  quando  fremcBtiUB 

10  cmitur  pro  ß  33,  a])poiulout  G  paues  obolarcs  libras  2,  quando  vero 
procium  fuerit  ß  22,  ai)peudere  debcbuut  6  panos  libras  3.  et  sie  do 
cu^teris,  prout  io  sabiecto  Caaouc  iocipicato  a  U  et  aucto  per  3. 


PredvDi 

frumcnti 
ia  modio 

Sex  übolaruni 
pauum  pondus 

Solidj_ 

Scpl. 

9  \ 
12  ' 

7 

5 

16 

24 

15 
18 

4 

3 

32 

21 

24 

; 

86 

27 

2 
2 

n 

83 
86 

~2  ~ 
1 

0 
40 

16 


20 


25 


Prcciam 
frunienti 
in  modio 

Solidi 


Sex  obolarum 
pauuiu  poudus 


39 
42 


45 
'i8 


51 
54 


57 
60 


63 
66 


i 


22? 
18 


105 


U.  De  panis  primarii  (ofefoot^  coonieti 

investiganda  ratione. 

Primo  appendatar  modius  siligiiiis  pnr»  et  hnii»  anal  et 
80  deretnr,  qoot  libras  siliginis  capiat  modius  uans. 

Item  si  latitudo  et  profunditas  cuiuslibet  modii  in  Heilsbenr. 
Allenstoin  ot  ubililiot  capiatiir,  i)oterit  unius  ad  altcrnm  comi»an- 
tionc  facta  satis  cxarte  porcipi,  (juanta  sit  differentia  ipsonimmodi^ 
nun,  quominus  primom  etiam  ad  hoc  sufüciat 


I.  nntc  II  nnti.  —  S.  librom  || 'S.  —  3.  huiaimodi  |j  hu^.  —  libni||S>** 
19.  19^11 19|.  —  87.  coDineti  I)  oiaetia.  —  80.  libra«|)i^ 
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Et  quia  fariuvi,  qnip  fit  ex  modio  siliginis  tuntuin  ferc  pcndat, 
qnantura  suura  frumeutum,  rtM'ipo  igitur  fariiia»  huiusmodi  quantum 
vis  ad  pondus,  quae  par  hursaiii  tarinariain  cribretiir  modo  conuonionti 
et  fnrfurcs  qui  romanserunt  appendaiitur,  (luorum  poiidus  quantum 
facrit  roli(iuum  farina»  discretie  ctiam  indicabit.  Kt  si  quempiam  uon  5 
pigoat,  licebit  iterum  utnimqno  tautummodo  cxaniiiiari,  si  ambo  prius 
fmux  discretiH  pondus  restituaiit.  Hoc  idoo  Hat,  ut  discamus,  quan- 
tum coQsueverit  ex  modio  siligiuis  furl'uraui  secerui. 

Quo  deprehciisü  recipe  larina'  uti  crihratie  (^uautumvis  ad  pon- 
dus, tiant  iude  panes  lofcbrotl),  nec  reiert  multum,  sint  vcl  j)anos  10 
magni  vel  parvi,  dunnnodo  rursus  panis  indo  ex  tariua  proveuieus 
ap^euilautur  üotctiu(iue,  ^uot  coiligat  libras  lojebvutlj. 

Ita  fiat  in  Heilsbeig,  in  Allenstdn  et  aliubi,  si  placet,  et  qne 
leperta  fnerint  et  exenntia  comportentnr  et  comparentnr.   Ex  bis 
tnim  absqne  scrnpulo  ad  verum  iüBtnmqae  panis  precinm  et  pondos  15 
fenrenitar. 

Circa  triticum  ctiam  ratio  adbibcatur,  quie  de  siligino  snperins 
Ost  oxposita.  lu  quibus  omnibus  exacta  fiat  trutinatio  non  cum  ou9» 
Mflag,  ut  solcnt  mercatorcs,  qnoniam  non  mercatnram  sed  certnm 
modnm  inquirimns.  20 

2.  recipe  Ii  9^.  —  11.  dummodo  ||  Du«.  —  13.  UbrM  Iof(6rOt^  ]|     S0|. — 
15.  precinm  et  pondus  |)  pri/  et  pondui. 


Die  zweite  Darlegung  ist  offenbar  dazu  gemacbt  um  den  ersten 
Satz  der  ersten  zu  erlautem:  „Ex  modio  uno  ntriusqne  frn-' 
menti  facta  examinatione  diligenti  et  metreta  dedueta 
pr^TOBiuBt  panam  libr»  67  fere.*^  Copperniens  zeigt  eben,  in 
welcher  Weise  er  die  spedellcn  Angaben  seines  Gutachtens  gefunden 
bat  Die  Unterscheidung  von  siligo  und  triticum  dOrfto  wohl  die 
von  weissem  und  buntem  Weizen  sein,  wenigstens  hiess  im  Altertum 
siligo  derjenige  Weizen,  welcher  sich  durch  seine  Weisse  auszeich- 
nete. Die  libra  ist  von  Coppcrnicus  in  48  scru]>uli  geteilt,  wie 
ein  Nachrechnen  seines  Canon  unmittelbar  ergiebt. 

Was  (U:n  Ausdruck  lo)cbvotIj  betrifft,  so  niuss  man  beachten, 
iluss  in  Ostprousseu  noch  vor  Uurzcui  die  IJUcker  in  zwei  Chissen 
/ortielcii,  in  Festbäcker  (gewöhnlich  nach  ostpreussischer  Aus- 
^j>rache  Fastbiieker  genannt)  und  in  Losbäcker.  Die  ersten 
«iurften  nur  Schwarzbrod,  die  andern  nur  Weissbrud  backen.  Lose- 
ltrot Ii  ist  also,  da  es  sich  um  Weizeubrod  handelt,  der  von  Copper- 
niens richtig  gewählte  Ausdruck. 
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Die  Hioweisang,  dass  das  WSgen  genau  geschehen  mflsM,  «cht 
nach  Art  der  Krftmer,  ist  in  doppelter  Weise  interessant;  eimnal  Mift 
sie  nns  Coppermeus  als  genauen  MathematUcer,  dar  exacte  Beobach- 
tungen fflr  unumgän^ch  hält;  andererseits  Iftsst  sie  ilm  als  Denttcki 
erkennen.  Würde  wohl  ein  Pole  sich  des  deutschen  Wertet  nr 
näheren  Erläuterung  hedient  haben? 

2.  Schon  Prowe^)  hat  auf  den  Band  mit  der  Signatur  »W.  III  2 
128.'^  der  Universitätsbibliothek  zu  Upsala  aufmerksam  gcmacbt, 
welcher  von  Klioticus  dem  roppernicn«;  fre^  liciikt  wurfl*-.  DerS'^U« 
enthalt:  I.  KTKAEIJOT    £TOIXEISlN  BIBA.  JE'.,  EKTS.S 
eESlNOc  2TN  :  OTZISlNIi  Eig  tov  ovrov  t  ngdixov,  Hma- 
T(üv  TlQoxXtt  ßißi.  d',  I  Adiccta  praefatiuucula  in  qua  de  discipliuis. 
Matbematicis  nonnihä.  0  (Drkrz.)  3  BASILEAE  APVD  lOAN.  UKR- 
VAGIVM  ANNO  |  M.D.xxxni.  MENSE  SEPTEMBRI  (6  Blatt,  268 
u.  115  S.  fol.)^).  —  n.  DOCTISSIMI  VIRI  ET  MATüE-iiDaä- 
Carum  disdplinarum  enmU :  professoris  ||  lOANNIS  DE  R£- 1 6H) 
MONTE  DE  TRIANGVLI8  OMNI-  0  MODIS  LIBRI  QTINQVE: ; 
etc.  etc.  I  Norimberge  in  sedibus  lo.  Petrci.  |  ANNO  GHBISTI  | 
M.D.XXXUI.  ^)   Das  zweite  Werk  hat  Prowe  ttbersehen,  ebenso  die 
handschrifüichen  Noten,  welche  im  ersten  Werke  durch  Coppenuas 
dem  Commentare  des  Proklos  hinzugefügt  sind.  Oberhalb  des  Dmclar- 
Zeichens  auf  dem  Titel  des  Eukleides  steht  die  Notiz 

„Liber  Biüliotliecui  Varmieusis.'^ 

Am  Fusseude  desselben  ferner  die  Dedication: 

„Clarissimo:  viro  D.  Doctori 
„Nicoiao  Cupernico.  D. 
„prsBceptori  suo.  G.  Joachimus  d.  d.  0 


3)  Prowc  n.  n.  O.  S.  14.  Nr.  VII;  ilic  Bemerkung  es  «ricn  in  dem  Bao  « 
p;u-  keiiir«  huiKiscliriftlichcn  Noten  viirliandcn.  i.st  jeilocli,  wif  wir  gleich  kH« 
werden,  irri^'.  Iliplcr  a.  n.  O.  S.  TjO.  Anni.  79.  wiederholt  l*row*a  Aögtbe 
und  idcntificicrt  dieses  Exemplar  des  Eukleides  mit  dem  in  dem  Visiutk»»* 
receai  v«>iii  22.  ScpL  I59S  aber  dio  Bibliodiek  tm  Fnmenbarg  tttigeftkrtM 
Enelides  in  nigro  corio.  Dat  ist  entschieden  ein  Irrtnm.  Das  fragficke 
Exempler  ist  in  weisses  Leder  gebunden. 

4)  Es  ist  dies  die  erste  griechische  Ausgabe  des  Eukleides;  fftr  ProU* 
war  sie  bis  vor  kurzem  die  einzig  existierende. 

5)  Aneh  dieses  ist  die  erste  Ausgabe  dieser  Schrift  R<>giomontanV,  ei» 
zweite  erschien,  von  Santljcch  besor<rt.  tn  Basel  15G8,  oder  wie  anden*  woll  1 
1561,  Wils,  da  sie  ohne  Jaiircbzalil  erschienen  ist,  schwer  &u  eutscheidca  tta 
dflrfte. 

C}  Pro  WC  hat  fälsehiicb  Copernico  statt  Cuper  nico  dnicken  l&ssea. 
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Zum  EuklttdcB  sind  keine  Bemerkangeo  gemacht,  wohl  aher  zum 
Proklos. 

Seite  12  (ed.  Fr.")  S.  41,  Z.  9—10)  ist  Zeile  2G  an  den  Rand 
gescbriebcn  ^^Krijoißiog  xttl  "Kpcov",  ebendaselbst  Zeile  28  (ed.  Fr. 
S.  11,  Z.  1,^)  ist  das  Wort  „T/,aoto?"  rot  unterstricben  uud  eben- 
falls rot  nochmals  lun  Kande  notiert;  neben  Zeile  31  (ed.  Fr.  Z.  17) 
steht  ebenso  „f?pxt."»/^^?*'-  —  Auf  Seite  19  (ed.  Fr.  S.  Gl,  Z.  17—18) 
sind  die  Worte  ..Af/oufv  ort  nag'  Alyvnxlovg  fifv  ivQua^ai  7t\fmxov 
ij  yetü^irgia'"  unterstrichen;  auf  derselben  Seite  sind  in  der  letzten 
Zeile  (ed.  Fr.  S.  08,  Z.  (>— 7)  die  Worte  „oi;  nokv  dk  rovrcav  vfoi- 
Tfpdff  ioxiv  Evxkeiöfjg"'  unterstrichen  uud  am  Rande  steht  geschrie- 
ben  „Euclides".  —  Seite  29,  Zeüe  31  (ed.  Fr.  S.  105,  Z.  26)  steht  * 
auf  dem  Rande  wiederholt:  „Ff^tvo?  «x  nXsavog  x(V1}tffo^^^  — 
Seite  30,  Zeile  7  v.  u.  (ed.  Fr.  S.  llü,  Z.  10)  schreibt  er  auf  dem 
Rande  y9"I^M  ^v^^ul  —  In  der  Ausgabe  des  Gryna?u8  fehlen  beim 
ProkloB  die  Figuren  vollständig.  Einige  derselben  hat  Coppernicus 
ergänzt,  so  zu  Seite  53  (ed.  Fr.  S.  188)  die  Fig.  2.  u.  3.  (s.  Taf.), 
and  auf  derselben  Seite  weiter  unten  (ed.  Fr.  S.  190  Ffg.l)  die  Fig.  4.  — 
Za  Seite  62  (ed.Fr.  S.  227)  lerucr  die  Fig.  5. Auf  Seite  64,  Zeile  18 
(ed.  Fr.  S.  236,  Z.  18  ff.)  steht  auf  dem  Bande  notiert:  ^mgiitstpog, 
fyßaBo^.  —  Seite  65,  ZeUe  18  v.  u.  (ed.  Fr.  S.  241,  Z.  19)  hat 
Cloppenucas  zu  dem  Worte  Kagnog  auf  dem  Bande  hinzugefügt 
„Ttilitas**.  —  Seite  67  ist  auf  dem  Baude  die  Fig.  6.  hinzugeftkgt 
(ed.  Fr.  S.  249).  Auf  Seite  73  hat  Coppernicus  zu  dem  Namen 
des  Ntnoin^Bfig  (ed.  Fr.  S.  272,  Z.  3  u.  ff.)  auf  dem  Bande  hinzu- 
gefügt: „1}  tdSv  yovluv  to^iy'^  offenbar  im  Zusammenhange  mit  der 
filier  Nikomodes  von  mir  aus  dem.  Enkleides  des  Gampanus  verOflfont- 
Kchten  Notiz  dos  Coppernicus.  —  Zu  Seite  79,  Zeile  12  (ed.  Fr. 
8.  269,  Z.  4  ff.)  steht  auf  dem  Bande  Jtps^iig  yavla'',  —  Seite  80, 
Zeile  25  (ed.  Fr.  S.  301,  Z.  21)  steht  zu  den  Worten  „fv  «  toJv 
yfoj^ifTptxwv"  auf  dem  Rande  .^noglofia  rt".  —  Seite  81,  Zeile  12 
(ed.  Fr.  S.  205,  Z.  4  flf.)  schreibt  er  hinzu:  ..Qua*  repleant  ])la- 
nnm'\  endlich  steht  Seite  IUI»  neben  Zeile  f)  — 8  (ed.  Fr.  S.  420, 
Z.  2  ff.)  auf  dem  Rande:  „Ttagaßoktjy  vjifgßok^i,  fAAen^ag". 

Was  den  zweiten  Teil  des  Bandes,  die  Trigonometrie  des  Regio- 
roontan,  betrifft,  so  illustriert  sie  die  Behauptung  des  Bheticus,  dass 
Ck>ppeniicus  seine  Trigonometrie  olme  Kenntniss  von  der  regiomon- 
fan'achen  zu  haben,  ausgearbeitet  habe.  Erst  Bheticus  hat  von  Nflm- 
herg  aoa  seinem  Lehrer  dieselbe  zugänglich  gemacht,  und  wenn 


7)  E.s  ist  gemeint  die  Ausgabe:  Prodi  Diadochi  in  priiuum  Eu- 
clidis  Elementarum  librum  comnicntarii.  Kx  rccognitione  Go- 
dofredi  Friedlein.   Lipsios,  Tcubner.  1873.  VIII,  &07  S.  S». 

83* 
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Domenico  Berti  in  seinem  Copernico^)  das  G^eatett  «te 
belianptet,  fussend  auf  einigen  Randbemorkirogen  Oalild's  za  der  Tri- 
gonometrie des  Coppemicns,  so  bat  er  ans  ihnen  etwas  barngdcKi. 
was  sie  gar  nicht  beweisen  wollen,  nnd  wozu  ihn  nicht  eaauAik 
Bemerknngen  des  Herrn  £.  Beltrami^)  zn  diesen  Nottsen  ein  Becht 
geben.  Was  nns  Rhoticns  von  den  Studien  des  Coppemicns  mUtrilt, 
hat  sich  bis  jetzt  noch  stets  als  authentisch  gezeigt,  daes  ebesallai 
anf  der  viva  vox  des  Coppemicns  bembt,  nnd  es  ist  scUecbterdnigi 
unerfindlich,  weshalb  nuin  diese  indirect  flberkomntene  Erklftnug  des 
Coppemicns  fftr  unrichtig  annehmen  soll,  die  Erklftmng  eines  Msbbm, 
dessen  Wabrheitsliebo  Aber  jeden  Zweifel  erhaben  ist 

3.    Ich  will  auch  hier  iiucli.  obwohl  sie  uicht  dircct  von  ropver- 
nicus  staiiimou,  einige  llauilschi  ifton  erwähnen,  welche  ich  iu  l'psala 
und  in  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Kopenhagen  aufgefunden  habe 
Die  erste  dürfte  mit  Sicherheit  als  vou  Coppernicus  benutzt  bezeichnet 
werden  können.    Sic  ist  enthalten  iu  einem  Hände  der  UniTersitäls- 
bibliothek  zn  üpsala  mit  der  Signatur  „(^q.  III.  2.  lU.",  der  zuerst 
in  seinen  älteren  Teilen  den  Franciscanem  in  Brauuslien:  gehörte 
nnd  mit  deren  Bibliotbek  166&  an  die  oben  nach  Ennland  berufenen 
Jesuiten  kam'^).   Im  Jahre  1551,  in  welchem  das  erste  Stflck  des 
Bandes  gedrackt  ist,  existierten  die  Frandscaner  in  Bnunsbeig  Ml 
mehr,  und  es  mnss  also  ^t  durch  die  Jesuiten  der  Band,  ao  wie  <r 
jetzt  zusammengesetzt  ist,  gebunden  sein.  I>cr8elbe  enthält  1.  „Bafi- 
menta  Mathematica  Sebastiani  Munsteri,  Basile«  1551/*  Auf  im 
Titel  desselben  steht  „CoUegiJ  Brunsbergen*  Soc.  Jesu.*^- 
2.  Pergamenthandschrift  von  42  Bltt.  umfassend  den  Almansck 
ProphatiJ  Judei  editum  1302.   Die  Schrift  ist  die  des  Bf . 
Jahrhunderts.  Auf  der  Rückseite  des  letzten  Blattes  steht:  „fr» 
minor  I  brOsberg*^       Diese  Handschrift  dürfte  Coppmiicns  be- 
nutzt haben.  Er  erwähnt  des  Prophatius  Judeeus  in  Buch  in,  Ctp.  H 
am  Endo  (S.  162  der  Säcularausgabe)  und  ibid.  Cap.  VI  ungeÄhrii 
der  Mitte  (S.  171  der  Säcularausgabe).    An  beiden  Stellen  wird  »* 
gegeben,  dass  Prophatius  die  Schiefe  der  Ekliptik  zu  22'\32'  gefnnd« 
habe;  genau  diesen  Wert  giebt  die  Handschrift  zu  Upsala  für  die» 


8)  Domenico  Berti«  Copernico  e  le  vicendo  dcll  tiiteaft 
CoperDieano  in  Italia.  Roma  18  76,  8.  48—48. 

8)  Berti,  «.  &.  0.,  S.  388—241. 

10)  Hipler,  Anftlecta  Warmiensin,  S. 

11)  Ucbcr  den  Almniiftch  Prophatii  Jud;vi  sehe  man  Stfia- 
Schneider,  Prophatii  Judsci  Montcpcssolani  (a.  1  3  00),  Pra«» 
miuin  in  Alnianach  adhuc  inoditum  eto.  (Ballettino  Bone^^ 
pat^ni  1876.  October.  8.  895—614.) 
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Constante  an;  ein  ziemlich  conclndenter  Beweis  für  unsere  Annahme. 
—  3.  „Opascolnm  de  sphcra  mnndi  lohannis  de  sacrobusto  ctc/' 
Am  Ende:  „Fait  excnssum  hoc  opiisculnm  in  Alma  Complutensi  Yni- 
„versitatc  Anno  Domini  Millosimo  quiiif?eiit(  simo  viu'osimo  sexto.  Die 
„vcro  decimaqainta  Deroinbris.  A\nu\  huri( m  de  Eguia.  E  re- 
,,giono  Dini  EngcTiij  cnnioiahtcni :  vl)i  vinuiiUautui  .  •  —  4.  „Toxtus 
Do  Sphcra  loaiinis  de  Sacrol>osco  etc."  Am  Ende:  „Impressum  Pa- 
risiis iu  ofticina  Herici  Stoi)hani  o  re^noiio  Scbole  decretorQ  sita. 
Auno  Cliristi  sidoruiu  coiitlitoris  1510.    Dociiiui  die  Maij." 

E'mo  zweite  Handscljritt  derselben  Bibliothek  mit  d(T  Signatur: 
„Mauuscripta  Mathcm.  Nr.  11''  cutbält  aul  liUt.  1—57,  die  in 
Folioformat  sind: 

„GKORGII  JOACUIMI  RHETICI 
„doctriua  triangal o rum  additis  (|buda 
„in  locis  explicationibus  SMA''^=*) 
(d.  h.  Sebastiaui  Miojii  Argentoratonsis). 

BItt  58-^  in  Quarto  outhalten  dann  eine  Umarbeitung  derselben 
Ilandschrift  von  demselben  Bearbeiter,  und  weiter  folgen  noch  zehn 
weitere  Handschriften  schwedischer  Mathematiker  z.  T.  in  schwedi- 
scher l^rache.  Als  Handschrift  eines  Buches  von  Rheticns,  das  dieser 
selbst  auf  Co])peraicus  zurackfahrt,  dürfte  dieselbe  wohl  Erwähnung 
au  dieser  Stelle  verdionon.  Aus  demselben  Grunde  führe  ich  hier 
noch  die  Origiualhand3chrift  des  Canon  Triangulorura  des  Pi- 
tiscus  an,  welcher  die  rlieticus'scbon  trigonometrischen  Arbeiten  end- 
lich zu  Endo  führte.  Dieses  3Ianuscrii)t  ist  auf  Papier,  .V2  liltt.  mit 
•f  Vor-  und  riiicm  Nachblatte  zusammen  gebunden.  Es  l)t'liudet  sich 
in  (Ut  Koiiigl.  Uibliotbek  zu  Kopeulia^a'n  mit  der  iSignatur  „Gl.  Kgl. 
Saml.  Nr.  28U  fol."  »-^J    Die  liamUchrift  hat  deu  Titel: 


19)  Es  ist  mir  nicht  bekaoDt,  dass  diese  doctrioa  triangniortini  ediert 
ist;  wobl  ist  der  canon  doctrins»  triangnloran  bcrnnsgegeben,  aber  keine 
dieser  Ausgaben  hat  etwa  eine  Einleitung,  in  der  die  doctriaa  triaagulo* 
rnn  anseinnndergcsetst  wird,  sondern  nur  in  dem  Opus  Palatinum  die 

HarlegunL',  in  welcher  Art  der  Canon  berechnet  ist.  Dadurch  wftrde  sich  der 
Wert  obiger  Ilamlschrift  bedeutend  crhülien.  Der  Canon  triangulorUD 
befindet  sich  nicht  etwa  bandschriftlich  bei  diesem  Mannacripto. 

13)  Der  Zugang  su  der  Kfinigl.  Bibliothek  sn  Kopenhagen  wurde  mir 
durch  Herrn  F.  U.  Friis  vermittelt,  den  iMknnntrn  IIcrausf;ebcr  der  IJritfo 
Tvrlio  Brahfc's.  Li  iilor  ist  diese  grosse  Bibliothek  an  Handschriften  im  Fache 
der  Mathematik,  Physik  und  Astronomie,  mit  Ausnahme  der  tychomisehen 
Mannscriptc,  sehr  stiefmütterlich  bcdaclit.  Die  Untvcrsitatäbibliothck  bcbit/.t  in 
diesem  Fache  fast  gar  nichts.  Die  frcuiidliciie  Zuvorkommenheit  des  Herrn 
Frii^,  sowie  der  Heiren  Beamten  der  dortigen  Bibliotliclicn  erlaube  ich  mir 
hier  crgebcnst  Uaukend  anzuerkennen. 
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„Canon  Triangulol/ 

radiam  ot^  [quoad  2'^'"  et 

.     ^  tcrtiü  seric 

„et  ratio  ßtiamj 

„100000  00000   [Prima  cnim 

„aeries  et  ratio  100000  00000  00000 

„rappatata  est 

„Priniiim  ad  sliigula  |  Bcnipiila  2^  |  mox  ad  amgida  |  pfint 

„W.  J.  Coy«t" 

Auf  dorn  enten  Vorblatt  verao  steht  von  anderer  Hand  gcachriebea: 

„liii'c  est  Viva  nianus,  manns  liipc  est  vera  Pitisci 
„Uas  scripsit  Canoucs  ii»]K'riosa  uianus. 

„lu  laborc  renuics." 


y.  Ceppenleiu  als  Ant 

lieber  die  Tätigkeit  des  Coppernicus  als  Arzt  ist  uus  bis  jetzt 
nur  Weuiges  bekannt  geworden.  Wir  haben  ein  Recept  dessclbcü 
durch  Prowe  kennen  gelernt  ').  wir  wissen,  dass  er  zu  dem  kranken 
V.  Kubnhcini  nach  Königsberg  berufen  wurde,  und  dass  er  als  Leib- 
arzt der  liisehüfe  von  l-Irniland  grüssent(Mls  da  seiuen  Aufeutlialt  halu. 
wo  diese  iiire  Ke^idenz  liidt.'n  -').  Tcber  seine  Tätigkeit  als  Am 
kann  auch  ich  Weitere;«  nicht  beibringen,  dagegen  ist  es  mir  geglüd't 
in  Upsala  eine  Fülle  von  niedicinischcn  Kecei)ten  zu  entdecken,  welck 
von  ihm  in  verschiedene  Bücher,  die  ihm  teils  selbst  gehörten,  t«ü* 
für  ihn  als  JiCibarzt  des  Bischofs  augeschatit  waren,  eingezeichnet 
sind.  Aus  ihnen  kOnnen  vielleicht  Mediciner  von  Fach  weitere  Schlüsse 
auf  die  medicinischen  Kenntnisse  des  Coppernicus  ziehen.  Yiellächt 
findet  sich  Jemand,  welcher  diese  sicher  nicht  schlecht  lohnende  Arbdl 
auf  Grund  dieser  ersten  Yerö£fentlichnng  zu  unternehmen  geneigt  ist 
Die  Goppemicus-Forschnng  wfirde  ihm  in  hohem. Masse  m  Otake 
verpflichtet  sein. 


1)  Pro  WC,  Mittheilungen.    Tafel  II. 

2)  Man  sehe  darüber  Pro w c ,  Coperniens  in  seinen  Bexiehnn^* 
ru  dem  Herzog  Alhrrrht.  Thorn  1  855.  und  Hiplcr,  üikoUtl 
Kopernikus  uuU  Martin  Luther.  Brauoebcrg  1669. 
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1.  Im  Besitze  des  Gopperniciis  ^  bc&nd  sich  ein  Werl£,  jetzt 
mit  der  Signatur  „35.  YII.  V  der  üniversitfttsbibliothek  zn  Upsala 
gelidrig,  mit  dem  Titel:  ,Jhractica  valesd  de  tharanta  H  qne  alias 
phflomnm  dicitor.^  Dasselbe  besteht  ans  4  nnbezeichneten.  und  360 
von  I— CCCLX  bezeichneten  Bl&ttem.  Am  Ende  steht:  „Predaris- 
nSimll  op^  valesd  de  thaiSta  rcuerSdissi  |  mi  mg  ri  necnO  artis  medi- 
ncine  doctoris  famosis  ||  simi.  Finit  felidter  Imp  ssnm  Iugd\  p  JohS- 
„nem  B  trechsel  alemanlL  Anno  nre"  salnt*  Millcsimo  D  qnadringStesimo 
^onagesimo  Die  vero  dccimo  B  nono  mensis  may.  Amen/'  Dar« 
tmter  das  Dmckerzeichen.  Anf  der  Rflekseite  des  Yordem  Deckds 
steht  aotercinander 

„D  Fabiani«" 
„Nicolai  Copperuicj'* 
„In  tes'to  fobiano  Emerich  assignatns" 

DsTon  ist  (lio  erste  Zeile  Autograph  des  Fabian  Emerich,  die  zwoito 
Autograph  des  Coppemicas,  die  dritte  von  einer  dritten  Person  ge- 
schrieben. Wenn  Prowe  behauptet  die  erste  nud  dritte  Zeile  seien 
von  einer  Hand,  so  irrt  er,  ebenso  darin,  dass  er  die  zweite  Zeile 
fiär  einen  späteren  Zusatz  erklärt.  Sie  ist  ganz  unzweifelhaft  von 
Coppemicns  selbst  geschrieben.  Am  obern  Rande  von  Bltt  2*  steht 
die  Notiz 

„Gollegij  Brn^sbergensis  Societatis  Jesu.'* 

Auf  Bltt  1'^,  dem  Titelblattc,  hat  Copperuicus  Folgeudes  goschricbon: 

Contra  dissenteriam.  Florcs  garioflomm  pulveratas  mitto  1 
in  vinnm  rubrum  calefactum,  bibe  ad  noctem  unum  haustum  et  mane. 

^  Semen  fienicnli.  siloris  montani,  camodreos, 
radioe  celidonis  an  ^i'i 

Semen  apii,  aut  pctroselini,  piperis,  cinamomi,  aniseos  5 

masticis,  spids  M.  an*  5i 

Isopi,  abrotani,  polü,  calamSnti,  origani,  semen 

aneti,  luniperi  an"  5  8. 

Et  zuccaris  quantumvis 

Fiat  pulvis  et  sumatur  cum  pane  tnsto  vespere,  10 


1.  Florcs  II  11.  —  3.  Scm.  ii  f;ciiiculi,  siliTis  j]  Sm  fcn  sil'.  —  5.  ant  pctro- 
leliniilaa  pctrq^.  — •  aui&cos  1|  anieos.  —  10.  Fiat||Io. 

3)  Zuerst  ist  auf  dasselbe  von  Prowe  uufnicrkHiuu  gemacht  worden.  Man 
sehe  dessen  M  itt  hcilungcn  ö.  13,  dann  lliplcr's  Analoctii  Warniicusia 
S.  57.  Anni.  46. 

4)  Hain,  U  o  i>e  r  to  r  i  u  m  Nr.  15250.  Derselbe  fahrt  im  Garnen  4  vor 
1500  erschienene  Aut>gabea  des  Buches  auf. 
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mauc  et  meridic.  Ilic  ])ulvis  noii  solum  visum 
clarifioat  ctiamsi  peue  fuerit  amissus,  scd  et 
stomachiim  confortat  et  purgat,  lapidem  fraugit, 
opilacionem  opatis  et  splenis  soivit  et  omacm 
5         vento&ltatem  ezpeilit 

£x  Tbcsauro  Eu ouymi  Philiatri  Rogero  autorc  collcctan. 

Bepleto  vase  distillfttorio  folüs  agrimoiiife,  veitan,  feoicili 
nithe,  ntrinonihsC)  et  levistid  suporaspeige  aliquantiiliin  tini  ilbt 
et  dtti  et  vasis  lutatis  distflla.  Hic  liqaor  tumorem  palpebnnoi  a 
10  frigore  iam  leprimit,  lippitndincm  desiccat,  lachrimas  intereipit,  Htm 
clarificit,  macnlas  frangit  Quod  ei  efficatiorem  volnertB  pro  frvr 
gendis  macolis  adde  folla  gUlinid  et  monrns  galline  (anagallids)  ai 
flores  nibri. 

Potest  etiam  e  feniculo  elici  aqua  ad  vasis  cas"  (!?)  Nam  ^ 
lö  radicilma  et  folüs  faenicali  in  aqua  decoctis  liqnor  coUectas  io  pelai 
super  aqnam  Ulam  adbuc  baUientom  posita  m  phiala  senrttor  et 
quotidie  mane  et  vespu-i  gutta  una  in  aognlo  ocnli  ponitiir  adpra- 
dictas  caiisas  commoiii  experimento. 

Item  ut  maculam  frangas  inyrrluiin  et  aloeu  trita,  cum  prsdkäi 
20  aquis  iniscc  et  colati  li(|Uoris  guttaiii  maue  et  sero  in  utruquc  angolo 
oculi  poue.    Item  acnui  de  tloiibus  spiiup  albip  et  saline  dcstillati 
pripunctioncm ,  calori'<  i  t  ruljorein  oculorum  removet,  lachrimas  de 
eadom  causa  iutcrruuipit  et  inaculas  de  oadem  caossa  iraugit 

Auf  Bltt  11»  folgt  dann : 

Conveniencius  est  Inbrificaro  ventreni  per  inferias  cam  distiri 
25  vcl  siippositorio  quam  per  supcrius  cum  medicina,  quin  omnis  iBedi- 
cina  laxativa  qnantumcumquo  levis  debilitat  membra  nobilia  et  proifie 
stomachum  et  opar,  propter  quod  omnifarie  sunt  evitand«,  nlsi  qmdo 
requiritnr  aliorum  membroram  evacnacio  vel  Tenamm.  Item  eosetor 
sauitatis  costos  omni  dio  Tentris  lubricitatem  deMtam  aerrare,  qui 
30  in  hoc  est  maiimam  jnvamentum  pnraervans  a  malia  paasioailMS  et 
proprie  soda  pnlsativa,  voragine,  stothonoma,  febribns  patridis, 
apostomatibns,  membroram  interiomm  ydropisi  et  colica. 

IttMii  fei  j)orci  vel  bovis  cum  olco  bulitum  iiarnmper  et  ab  nm- 
liilit-o  sii])eriuä  iuuQctum  vomituui  procui'at,  ab  umbilico  vero  iaksisi 
Üö  scccssuni. 


7.  fseniculi  H  ff  i.  —  8.  Icvistici  ||  lavittici.  —  13.  rnbri  ||  rabcf .  —  Ifc»- 
II  .  * 

per||ti  q|.  _  S8.  DembroroDillneiiibro! 
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Soi>pontoriiun  ita  facito.  Farinse  siliginis  vel  ordei  aventeve, 
qaanturavis  salis  commanis  et  mellis  (luantum  sufficit  incorporentar 
pro  dnobas  suppositoriis  addito  vero  fei  alterius  aiiimalis  bovis,  capne 
vel  poici  vel  vitali,  et  fli  vis  acaere  addito  aliquid  de  aloe. 

Bltt.  2  und  3  eiitbaltou  die  Tabula  des  Bandes.  Hier  hat  Cop- 
piriiit  US  am  Ilaudo  zum  schnellereu  Aulriudcu  sich  augemerkt,  wo  dio 
cinzoliieu  Hilfsmittel  gegen  Kraukbeiteu  der  einzelnen  Körperteile 
kgimit'U.  So  liest  man  der  Reihe  nach:  „oculorum,  Aurea, 
Xares,  Lingua,  Dentes,  Guttur,  Cor,  Stomachus,  Epar, 
Spleu,  Reues,  genitales,  Matrix,  gutta,  febres,  pcsti- 
loncia,  Apostemium",  dazu  auf  VAU.  2"  die  allgemeine  Börner- 
koDg  auf  dem  uuteru  Kaude  „De  iutostinorum  morbis/^ 

Bltt  4  ist  nnbedrackt;  auf  der  Yordorseito  desselben  steht  Kacli- 
folgeudes: 

9t  radicis  apii  fseniculi  au"  3  s.  1 
capiUosfe  florum  buglossts  roß  au*  3i 
pass.  S  8.  mirab.  sudornm  ombli  itrinornm 
an*  5i  agarids  sansB  an*  SUi  corticiB  isiy  artemisii 

9e  corticis  istius  ^i^  yero  5v  dyäiintü  Siy  masticis  3  ^ 

Psilothrum. 

9r  uvas  amidi  au*  ^i,  auripigmenti  s. 
calcis  Viva;  md. 

Aliud. 

9r  polveris  pradicti  3i,  saponis  SiU  vel  ivj.  s.  10 
vel  Sxxviy. 

Aliud. 

9^  hyosiiuiami  S.  s.  iufuudc  in  acetuiii  per  dicm  et  uoctcm  et 
siccatie  gatt&  hcderüe  5.  s.  scvi  ovilli  3-    misco  et  aromatisa. 

De  Ovis  mirabile.  15 

9e  vitellos  V,  albnmina  viy  conquassato  et  vesicsB  oleo  livi  confri- 
caUe  indito  etc. 

9t  saus  nitri  seu  petri       )  ^  ,  - 
alnmiDis  scissi        «  j  .^i"* 

Endlicli  steht  auf  der  Kückseite  des  letzteu  (360)  Blattes: 

IX  grana  ordei  &ciant  Si,  octo  3  faciuut  S  20 


I.  P«ilolhnun)|piilot^.  —  S.  hvmU  woai.  —  8.  lijoiqBiaad  ||  liynitq* 
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Ad  conserTacionem  dentiam  et  contra  eoram  doloren. 

l^piretri  6cafizag'e(?)  piperis  5^ 
scrnen  apü,  balaustise,  capsuhe  glandivm  masticis 
corna  tauri  mti,  eoralli  rabri  usti  an*  5i  b. 
5         flomm  rosamm  3i  alaminis,  znccari  3  s. 
exhiis  fiat  pulvis  subtiÜB  ut  alcool,  qui 
postmodum  cum  mellc  puro  incorporetur,  fiat  per 
inotliini  liiiiimiiti,  scJ  jiritis  niel  beno  dcpurctur 
ah  eius  immuudiciis,  tum  giugivas  coufrica  et  expuc. 

10  Pro  mittenda  nrina. 

1^  seminis  communis  am}  gdalomm  frigidoram  a  oorticibiii  «- 
corticatonun  an  S  s.^  fiat  ex  eis  lae  secnndnm  aitemCQiii»|ns 
diu  rclic45(!)  dissolvendo,  fiant  dno  lianstns,  qaOibet  &t  ni- 

uor  S  9 
15  Contra  lapidem. 

^  philipeiiduli  3  s.,  cibebe,  rorisniariiii  au  liertae  conerii  k 
fiat  pulvis. 

Ungnentnm  qnando  distortnm  aliqnod  membrom. 

1^  mirtilagiuis,  spilii,  fajnugr«ci  an  5  U  iarinie  malvamm  ndkis 
20         et  cum  dccoccione  flornm  camomillae  fiat  emplastram;  iafoilt- 
inentuui  addatur  terrse  sigUlat«  5  i  ot  boli  armemd  $  ia 

MfkavoTQixtov 
X  Kvfiivov  Akoiis  Mskavov  oivov 

2.  Die  Universit&tsbibliothek  zn  Upsala  besitzt  ein  anderes  B«h 
in  Folio  mit  Signatur  „31.  V.  4.  144."  Dasselbe  entbalt  sa  enier 
Stelle  die 

„Cirurgia  magistri  Petri  de  largelata"^ 

voH  im  Ganzen  ia2  BltL,  wovon  das  ieUtc  leer  isL  Am  Eude  steht 
einfach 

„Vouetijö.  1499.  die.  12.  Septcmbris^'  ^) 

Allgebunden  ist 

^Opus  pandectarum  Bfatthei  sUvatici 
„cum  Simone  ianuense  et  eil  qnotatio- 
„nib^  auctoritatQ  Plinq  galieni  i  alio- 
„mm  auctom  in  locis  suis.*^ 


3.  capsul»  II  capule.  —  1 1.  scmiois  communi»  amygdalorum  |i  sc"  juj  a'- 
—  21.  boli  arinciitci  II  bo  ar. 

5)  Hain,  Uoporiori um  Nr.  1639,  welcher  aber  das  leUto  leenH* 
nicht  kennt.  —  Aach  tod  dieser  Schrift  exiatieren  5  Dracke  vor  1500. 
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ndt  dorn  Druck  veruusrk: 

„G  Impressom  Tenetijs  müdato  i  cxpcsis  Nobilis  Vi- 
„ri  Dni  Oetaiiiani  Scoti  Ciiiis  Modoetieusis.  qainto 
,^dii8  Martias.  1498.    Per  Bonetum  LocateUiim 
,3ergoineiuem/' 

im  Ganzen  182  Bitt.    Auf  dem  Titelblatto  des  ersten  Stückes  steht 
von  Copperuicus  Hand: 

„Pro  bibliothece  Epali  in  arce  HeiUborgk'* 

darunter  von  anderer  Hand: 

„Liber  Bibliothecse  Varmiensis*^ 

inf  der  Iceren  Bflckseito  des  vorletzten  Blattes  dieses  ersten  Stückes 
(dem  131  des  ganzen  Bandes)  liat  Coppemicas  Folgendes  geschrieben: 

Item  succus  gall^  quercetina;  valet  ad  tistulas  et  ulcera  eu  ab-  1 
luta. 

Itcni  viscum  de  pomo  arborc  tercio  in  cerevisia  coquo  et  oa  CO- 
lata  cum  pastu  putato,  valet  contra  podagram. 

Contra  paralisim  bonnsO)  corporis  6 
9(  salivam,  rutam,  castoreum,  decoque  in  vino  et  da  bibero. 

Contra  colicam  et  yliacam 

^  succnm  sasquiami,  acetum  et  farinam,  misce  et  applica  ad  lu- 
cum  doientem 

Contra  dissenteriam  10 

9^  garioflomm  pnlveris  satis,  mitto  in  vinmn  rabmm  calidom,  bibo 
ad  [noctem]  onnm  hanstnm  et  mane^. 

Am  Bande  steht  dazu:  vide  corollarium  in  paudecta. 

Contra  pestem 

^  camforse  3i333ii)  diptaminis  3  s.,  znccaris  candi  3iiij,  fiat  pul- 
vis, qui  debct  rccipi  post  infectionem  ante  demunctionem  cum  15 
viuo  bouo  ad  poudus  Horeni.   Provocat  sudores  et  curat 


I.  qvereatiiM II qtTtioe.  —  IS.  noctem  ist  Coaiaetiir.  —  15.  deninoelio- 
oen  II  demDiidoii«n. 

6)  Hain,  Kepcrtorium  Nr.  15202.    Davon  11  Aasgaben  vor  1500. 

7)  Dies  ist  dasselbe  llccopt,  welches  ohni  «Is  erRtcs  aus  dcra  Va  Ick  ins 
«Ic  Tharanta  mitgeteilt  ist.  Aus  der  obigen  JTassang  ist  das  Wort  noclem, 
als  ausgelassen,  eingefügt  worden. 
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Alii  pulveres  salvificAntes. 
9(boU  armeoid  S  y;  doamomi  3  s; 
zcdaarii  SU;  radicis  tormentillie,  diptaminis,  szaadalonm  n* 
brornm  an  5ii ;  ramram  eboram  fem  aü  3i ;  spodti,  aothafi 
5  acetosi  aü        corttcis  citri,  margaritarani  an  51,  smm^ 

iacinü  rnbri,  zaphiri  aii  ^i;  os  de  corde  ceni  5i;  carabe,  com 
nniconil,  coralK  rabri,  auri,  argenti  tabularum  aü  9i;  zatm 
Iii)  s  vel  quantuii).  (lui  utitur  iain  inlVrri  sub  poüdere  onins 
tioreni  uugaricij  contra  ruberem  lurie(I) 

10      9r  camphoram,  alibaniim,  moramC);  polverisaatinr  eCmitUDtvik 
aqaam  rasaceam  sab  cquali  pondere  et  liniator  rabor.  Ad 
cera  valet  farina  tritici  com  melle  mixta  emplastrata. 

Auf  der  Bflcksoite  des  letzten  Blattes  des  ganzen  Bandes  (314)  Kdit 
von  Goppernicns  nocb  Folgendes  verzcicbnet: 

PiUuhi'  imperiales  Arnoldi  de  Villa  Nova'')? 
qnae  possnut  accipi  omni  tempore  sine  prieparatione  pneoedeoti,  dicti 
Td  cnstodia,  mane  et  sero,  anto  cibam  vol  post  absqne  synqio  per 
qnemcnmqne  bominem  sannm  vol  infirmnm.  Valent  in  omni  oiaUTis 

5  digerenda  et  qnacomqae  egritndine,  ednoentee  sine  liesione  qoiqtid 
snperflnom,  in?eniant  ot  confortant  membra  prindpaUa  et  deUlitt 
laetidam  addncentos  retardant  canos,  qui  ex  cormptis  bamoribns  pro- 
dennt,  consolidant  qnidqnid  dilaceratnm  est  mordieatiTis  salals  bi»)- 
ribns,  virtntem  vidvam  snpra  omnia  procurant,  stomadinm  pnepoiiBt 

10  et  conservant,  catamun  compescunt,  tnssim  sedant,  anginss  et  oatti 
&adam  et  oris  vlcia  tollnnt,  fnmositatem  stomacbi  edncnntf  stoto- 
nomam  repellant,  intollectam  augent,  nervös  roborant  et  vegetiBt 


t.  boli  trmenici  ||  bo  ar.  —  4.  fcrri  ||  fe'l. 

8)  Auch  (liosrs  Uecopt  ist  st'hon  länger  als  coppc! nioaiiisob  hckannt.  J-' 
ist  mit  ilcra  von  Prowe,  M i  1 1  h  c i  1  u  n gc n  ,  Taf.  II.  eiiicitcn  iilcnlisch. 
Abwricliungcn  ilo»  ProweVchcn  Textes  sind:    Zeile  ."i.  tormcntill.t!  radici*. — 
sandalurum.  —   4.   cras  für  fe'i,    —    8.    von  vol  (luantuiu   lie»t  PfOW« 
vcl  qi'  I  fe  pulnis,  es  fehlt  also  an  dieser  Stelle  der  ^nnxe  Sclil"»*' 

9)  Von  AnioKlus  de  Villa  Noviv  kennen  wir  ein  Hreviarium  practicx 
medioina^,  das  vor  15(10  drei  Auflagen  erlcht<\  ein  Specuiuiu  medicii»- 
ein  De  arte  cognosecndi  venona,  ein  De  virtntibus  herbiti*» 
ein  Libcr  de  vinii,  das  uneh  vielfach  in  dcuUrhcr  Sprache  gedrodt 
einen  Tractatus  de  aqu»  vita:  siniplici  et  eomposito,  eedU^o" 
Regimen  Sanitati».  Weichet  der  beiden  entes  Bacher,  denn  von  An« 
kma  wohl  aar  dfe  Bedo  idn,  Coppemiciu  eaeerpiert  hat,  hoante  ick  adi 
eoteeheiden. 
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dentes  a  pntredine  enstodinnt,  valent  contra  epidixniam,  contra  scabiem 
arteticam  et  podagram,  dormire  ftunnnt^  coipora  lapsa,  ne  egritudines 
inddant,  pnesmänt,  ntramqne  colicam  cum  flecmate  trahnnt,  leviter 
pnrgant  Qni  dcmnm  valt  pnrgari  per  has  pillnlaB,  sumat  prima  die 
miam,  secnnda  duas,  tercia  die  tres  etc^.  nsqne  ad  Septem  Tel  qoan-  6 
tum  rocipienti  Tidobitnr  expedire.  Qnarom  compoäitio  ita  se  habet 


^  amomi  «  rcubarbari  ad  pondus  onuimui  pra;- 

anisi  \  dictorom,  aloes  succns  ad  pondos 

Cardamomi       I  totios  rapradictce.    Omnia  confi- 

55  1  ciantur  cam  syropo  violamm  Tel  10 

Ginamomi  I  rosarum  et  conserventur  in  massa 

Zoduarii  f  una  et  cum  nti  Tolneris  Ikc  pillnlas 

Masticis  I  ad  formam  ciccris  Tel  piaL 

NnciB  mosco  V  -  ^^ 

I.  .  «  >  au  31 

Ganoflomm  f  15 

Groci  1 

Cabebi  I 


Liqnoris  alocs  1 
Tnrbith  boni  1 
Manne  | 
Agaricis  / 
Sense 

Quiuquc  granarnm  inirobellaram. 

3.  Weiter  besitzt  die  nämliche  Bibliothek  einen  Band  in  fol. 
mit  der  Signatur  ,,31.  Y.  4. 142/'  Derselbe  enthalt  den  Druck  betitelt: 

,,Ortus  Sanitatis 

„De  herhis  :  i)lantis 

„De  animalibus  et  reptilibus 

„De  Auibus  2  volatilibus 

„De  Piscibiis  2  natatilibus  bus 

„De  Laitidibus  2  in  terro  veuis  uasceti 

„De  \iin\s  i  larum  specicbus 

„Tabula  mediciualis  Cum  directorio 

„Generali  per  onmes  tractatas/' 

ohne  Ort  und  Jahr,  lieber  den  Titel  steht 

„Libor  Bibllothcca*  Varmiensis" 
Yorgebnnden  sind  vier  Schmutebl&tter.  Auf  der  Rücicsoite  des  Deckels, 

10)  Wahrscheiollth  Hain,  Bepertorinm  Mr.  8942,  obwoU  dtr  Titel 
nicht  völlig  genau  ftimiiit  Der  Hortnt  SaniUlit  ist  eint  der  viclfacbst 
aufgelegten  nedidnifcben  CompendieOt 
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den  Yonetzblättern  2*,  sowie  aaf  Bltt  iteht  m  Coffr 
nicQS  Hand  FolgendeB  geachriebeii: 

Rttckseito  des    Golica  bl^  becme  fu4 
Deckels.        Dissnria  fatbe  pi^je 

Lytargia  ^fupt  toet^un 
Apoplexia  ber  flacht 
Kpilepsia  bie  foUcnbc  fu4 
Peripleiimoiiia  et^ii  gefmer 
SBff  ber  Iiingc  vnde  oritur  ptisis 
Spasmus  ber  franipff. 

Kannell 
10       \  Ingfer 

Kellken  , 
Item  l  Annis  )  «^^^  f^«^ 

Fenkelsött 
Qartenkommel 
15       l  PttderseniB  iiij  {^gl 


I  Ma 


flores  GamomUlarnm 
Snmitates  Absinthii 
Folia  Menthse  crisi>u> 
Rose  Lubec 
20  Item^  Malva»  radices  medium  Ma 
Semina  liny  / 
Suci  US  fulioriim  Salicis  ma 
Oleum  Uosarum  prugl 
8topmeU  Mam 

Bltt  1". 

25        Raxes  in  secretis  medicin».  Qoi  ex  consnetadineqiaieriBSsi' 
minni  consnevernnt:  cum  ad  qaadra(pnta  aanos  peneoenu^ 
in  anno  minnantor,  et  com  ad  sexaginta  Ins,  et  cum  m1 
ginta  semel,  et  post  hsec  a  minnitione  caveant  Sea»^^ 
annos  sexaginta  a  minnitione  capitalis  Ten»  caveast,  aeqiejv 

90       septnaginta  qninqne  babeant  annos  minnantnr  veis 
HsBC  ille.   

Item.    Estas  vcr  dextras,  autumnus  byemsque  siuistras 

Quatuür  lia  c  membra:  cepbc.  cor.  pes.  epar  vacoaiwii 
Ver.  cor.  epar.  estas:  ordo  sequeiis  reliquas. 
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Item  Polipodinm  Engelsnss  adder  Steyolackeritze  gesoten  mit  Augs 
vnde  fenchel  Tiide  kmnoU  itzlicbs  gleichTÜ  yn  eynn  Was- 
sers vnde  dass  getmiickeii  macht  den  Bauch  reine  Ynde  treihet 
So  mit  anss  yüI  hoser  fenctikeyt 


Item  Cranssemntze  pulner  yngenomen  Mit  milch  vortreiht  die  spol-  5 
worme.  Menta  gesotiienn  vnde  do  mitte  geheet  dass  zcuss- 
woilenn  gemacht  hen>iiii)t  die  Swolst  behendirlich.  Item  die 
stime  gestrichen  mit  dem  Safft  benympt  dass  henbt  we.  Der 
Safft  gctrancken  mit  honigwasser  genanth  Mnlsa  stillet  dass 
sausen  yn  den  oren.  1^ 

Item  Mnscaten  gcstossenn  vnde  gemischet  mit  lorbcr  vnde  die  genucz 
mit  weyii  machet  wol  harnen.    Item  der  Samen  von  grasse  mit 

wyu  gcnuczot  machet  harnen.    Item  der  Samen  von  INIeloneuu 
Machet  wol  haruenn  vude  reiniget  die  Icuden  vude  Isyremi. 

Item  kresse  Samen  gekauet  yn  ihm  Munde  vnde  gehalten  vnder  der  1^ 
Zoungen  henympt  ir  die  lemde  vnd  machet  widdervml)  reden. 
Kasturtium  krosse  alleyu  gegesseu  i^t  nicht  gutt,  wen  sie  myn- 
nert  die  kratVt  dess  menschen  vnde  machet  bosse  feuchtung, 
weut  ess  wechselt  geru  vou  feuchter  erden  vud  seiden  yn  der 
Sonne. 


item  Marubium   cyn  kraut  genant  Gotisvorgessenn  ist  gutt   Zcu  20 
braucbenn  Vor  die  Pastilcntz  die  blatter  adder  den  safft  mit 
eynem  tachelen  gcuetz  vnde  darumb  geslagcn.  Item  der  Saff 
Ton  Mambiam  gemischet  mit  bomöll  vnde  den  yn  dj  oren  ge- 
tan vortreibet  iren  grosszenn  smertzen  warhafftich. 


Item  wer  der  starkenn  sncht  warttenn  ist  adder  sie  hett  alss  dann  ist  ^ 
Apoplexia,  der  side  ater  nesselnn  mit  weyn  vnnd  trincke  den 
dick  iss  vorgetth  ym.  Item  Wer  nnt  nett  zcn  stnl  gynge  Alsso 
dass  er  alleczeit  gelnst  bette  vnnd  doch  nicht  schaffen  mochte, 
1*       der  nncze  mirra  mit  kesse  bme  er  genesset  zcnhant  | 

Podragra  (!) 

Item  die  brue  der  ynnc  ruben  gesotten  seyn  gestrichenn  vff  wethnn  30 
der  geUder,  alss  vff  Podagram  ist  fast  gutt. 


Jtem  wenn  die  Such  adder  gicht  am  dem  leibe  druck  wo  dass  wero 
der  neme  Castorinm  dass  ist  bebergeil  vnde  side  den  yn  weyn 
vnnd  schmore  sich  an  der  selbigen  stat  ess  hiUfft  an  zweifell. 
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Item  Polloy  frisch  gestoswim  Tnde  vff  6j  such  Pod^gn  geint  Hi 
baldo.  m 


Baute. 

IWm  Srra]>io  der  meistcr  spricht  dass  die  ])IoMor  von  rautc  gogcfsciH 
6  mit  tigi'ii  Miiid  \volss  nuss  benoiiion  den  giflftigen  vinK- Itittlit-^pn 

schaden  diT  Pestileutz  viule  ist  das  aller  gewistlie  Preflenatiiu 
dass  niau  babcu  magk. 


Item  Ruta  gesoten  mit  essig  vnnd  den  ^cnuczt  bcnympt  das  we  der 
brüst  vnnd  vortreibet  den  hust  vude  ist  gntt  dene  die  epn 
10        kurtzenn  odam  han  vnde  heilet  daas  geswer  vff  der  lange«  g^ 
nant  Periplcamonia  do  von  dem  menschen  entsteet  vnad  kr* 
kampt  die  darre. 

Item  da88  Saff  von  mten  gelossen  yn  dy  nasse  locher  benympt  im 
blatten.  Widdervmb  dass  Saff  von  atemessehi  mickt  Unttea 


15  Item  Trefflich  ist  rote  vor  voi^gifft  Alzo  Serapio  Ton  dm  «ad 
wen  sie  sich  mit  der  slangenn  beisset  szo  isset  Mostdi  väm 
Sso  mag  ir  dy  Slange  keinn  giflt  zcnfagenn. 

Item  Ruten  gesoten  yn  Ole  vnde  dass  warm  yn  die  orea  geh»Mi 
vertreibet  die  worme  dor  ynne. 


20  Item  Ruten  Saff  mit  Lossen  (V)  ole  gemiscet  vnd  mit  esaig  Timd  dm 
heubt  do  mitte  gestrichen  benympt  dass  heubtes  we. 


Vrtica  nessele  uu. 

Item  Nesselen  Samen  ist  gntt  calculosis.  DyascoridM  spricht 
solenn  gesotenn  vnn  die  gestossenn  vnd  nssea  vff  des  bsaek 
25        geleit  weichet  yn. 

Item  Nesselettn  gesoten  vnde  die  haut  do  mitte  gewaschen  kOct  in 
bossen  grind. 

Item  der  Samen  gestossen  vnde  gemischet  mit  honig  vs^  <btt  fi- 
ancs  mit  wyn  benympt  den  alten  host  vnnd  nuuMt  dyM  k 

30  warheit 


Itom  der  Same  gepuluert  vnd  gestrawet  yn  den  schaden  CÄfl«^^^^ 
naut  vortreibet  den  scuhant 
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Item  eyter  nesseln  bleter  in  öle  gesoton  heilet  wunden  von  dem 
(lobenden  bunde  gebissenn  zcubanL 


Item  welcher  nicht  vele  geborenn  mag  der  szal  der  selbigen  nesseln 
wurtyelcu  yn  weyu  adder  yn  wasfler  syeden  vnde  das  triucken 
esB  hilf  yn  behende.  6 


Jlem  atcr  Nesseln  gestossen  unt  salcz  vnde  mit  eiger  totorn  vud  mit 
boner  Smalcz  gemenget  vnde  yn  den  sweis  bade  die  haut  do 
.mit  bostriGhenn  zwe  adder  mall  vortreibet  daas  Jucken  vnod 
rad6  halt 


Poleginm  polley.  10 

Iteoi  wer  sich  am  loybo  krymert  der  siede  polley  mit  wasser  vnnd 
wasche  sich  mit  dem  warmen  wasser  las  vorget  ym  vnde  wirt 
dama  nicht  mdigk. 


Item  PoUey  gepalnert  vnde  dy  zceno  do  mitte  gereben  Tortreibet  alle 
smertzen  do  von. 


Item  PoUey  mit  honig  vnde  salcz  gemiat  hilff  den  lamen  vnnd  zca- 
brochen  gelydem  do  off  geleit 


Item  PoU^  gesoten  yn  weyn  ist  gntt  genncs  Widder  den  snoppen 
vnde  Widder  den  flnss  dees  heabtea. 

Endlich  findet  sich  auf  Blatt  B'olgondes: 

Item  Sucramp  same  geuuczet  vortreibet  die  spolworme  vnde  ist  auch  20 
gut  vor  vorgifft  besuuder  vor  das  beisenn  der  vorgifftigenn 
thire. 


Convenit  Acetosa  calido  stomacho  item  iecuri  cordi.  excitat 
appetitum  comedeudi.   Item  Succus  immissus  auribus  pcUit  tu- 
morem  bie  gefmolft  Item  Saccus  valet  contra  iluxum  sanguinis  25 
alio  nomine  dissenteria.  Kota  quod  aqna  acetosa  mixta  Teriaco 
Takt  maiimnm  contra  pestem. 

4.  Koch  ein  Buch  der  Universitütsbibliothek  zu  üpsala  ist,  wenn 
auch  nur  durch  einzelne  Worte  als  Kaudnoten,  durch  Coppemicus 
Hand  ausgezeichnet.  Es  ist  dies  der  Band  mit  Signatur  ,^1.  V.  3. 
1^''  Dieser  Band  enthält: 

1.  itPETRYS  I  DE  I  MONTAOANA'S  Am  Ende  (Bltt  149»)  »Im- 
«wtun.  t4 
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npressnm  üenetys  per  loannem  x  Gregorin  |  de  Gregoifli  fiURi 
„Anno  domini  M.  ccccc.  die  |  izvig.  Marlu.** 

2.  „Practica  loünnis  auglici  phj'sici  clarissimi  ab  i|  opis  prtstltia 
„Rosa  mcdicinc  nücupata.'*  Am  Ende  Papie  1492.  die.  2i  Jiiutii\|. 
„  U  loänesaatoüiafi  birreta  ipresaloiii.'^ 

3.  „Practica  Antonij  Guaincrij  papiensis  ||  doctoris  prediiiaiiL* 

Am  Ende:  „Impressuj  opus  mandato  2  cxpcnsis  Nobilis  viriDDl! 
„Ot  taiiiani  Scoti  ciuis  Modci'tirsis.  i49G.  16^.  Kaleu.  J  Martias.  Per 
„Bont-tu  liücatellü  Bergomcusem.  * 

Anf  dem  ersten  Blatte  des  Montagana  stebt  gesdurielMa: 

„Libcr  V. 
„Cap^li  Var 
„mi^en.^* 

Hie  und  da  kurze  Koten  auf  den  Inhalt  aufmerksam  madwid  fB 
Coppemicus  Hand.   Unter  das  Druckerzeicheu  auf  demlelilnHittf 

des  Guaiucrius  hat  er  z.  B.  gcscbriebcu: 

nSignnm  peatinm  magnnm  dominum  habet  in  priiis.** 


Tl.  Einige  neue  Baten  ftr  das  Leben 
des  Coppemiens« 

Der  Güte  des  Herrn  Doniviiar  Dr.  Woelky  zu  FrauoDburg  ^ 
danke  icl»  die  Mitteihnif^  zweier  Acteustückc,  welche  er  im  culffi^r 
Dioeccsanarehive  entdeckt  hat.  Von  ihnen  ist  mir  erlaubt  worden, 
dasjenige  mitzuteilen,  was  speciell  Coppernicus  betrifit 

Im  ersten  Actenstaclio  transsumiert  nnd  beglaubigt  Geoig  ^ 
Belau,  Domcantor,  Genenü-Vicar  nnd  Oflfidal  von  Emdtiid,  neaek> 
die  Besitzungen  des  Culmer  Bistums  betreffende  Urlnmdei.  IMi* 

bürg  1514,  Octobcr  7. 


Am  ScUnsse  des  Actenstttcks  heisst  es: 

„Acta  sunt  hec  Warniic  in  presentia  venera 
„dominorum  Andree   de  Cletz  custodis.  lioctorf 


biliin 


11)  Dieses  Bach  habe  ich  bei  Hiün  TenKeblieh  getueht 

12)  HniH,  Repertori  um  ,  No.  1108.  Au«  seiner  B«iüuütas| 
dass  (lern  Kxcinplare  der  upsiilcnser  Bibliothek  BUtt  1—4  fieUci* 

13)  lUin  No.  8099. 
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„Nicoiao  Copperuig,  canonicis  (!)  ccclesic  War- 
„raiensis,  in  edibus  consuote  iiostro  residontie,  die 
„septima  Octobris  Anno  domiüi  M.  Y^'  deciino  quarto." 

Im  xweiten  Docmneute  transsiimiert  derselbe  Geoi|^  Ton  I>eUii, 
DoiBcaiitor  und  OeDeral-Yicar  und  Offidal  tob  Enolaad,  auf  Bitten 
des  Philipp  Holkener»  Kanzlers  des  Bischoft  Johannes  von  Cnlm,  1. 
die  Schenknngsniknnde  des  Königs  Alexander  aber  Golm,  Papaa  nnd 
Althans  an  den  Bischof  von  Cnlm  vom  26.  Mai  1505  nnd  2.  die  Ur- 
knnde  Sigismunds  I  Tom  19.  März  1507,  worin  er  die  Einkflnfte  von 
Papaa  und  Althans  dem  B.  Hicolans  resenriert  Franenbnrg  1514, 
October  7. 

Am  Schlüsse  heisst  es  in  dem  Docnmente: 

„Acta  snnt  hec  Warmie  In  presentia  venerabilinm 
„dominornm  Andree  de  Cletz  custodis,  doctore 
„Nicoiao  Coppernig  canonico  ecclesie  Warmiensis 
edibns  consnete  nostre  residentie,  die  septima 
„Octobris  Anno  domini  Millesimo  qningentesimo 
„ddcimo  qnarto. 

In  dem  sclion  früher  benutzten  Manuscriptbando  der  Universitäts- 
bibliothek zu  Upsala,  in  welchem  sich  die  Gutachten  des  Coppernicus 
aber  den  Preis  des  Brodes  befinden,  sind  noch  zwei  Stücke  (No.  6 
n.  7.  des  Bandes),  welcho  ebenfalls  zwei  nene  Daten  für  das  Leben 
des  Coppemiens  bieten.  Das  erste  nmftsst  10  Blatt  and  ist  betitelt: 

,,Artikel  in  gemeyner  Tagfart 
,,zu  Heilsberg  am  xxy  tage  Sep- 
„tembris  Im  Jar  1526  berot- 
„schlagt  bewilliget  vnd  ym  gantzen 

f^Bischoffthum  Ennland  jmhelliglich 

„  vnd  veste  zcu  halten 
„beschlossen." 

Dasselbe  beginnt  folgeudcrmasseu : 

,,Nachdoiii  wir  Mauritius  von  Gotts  gnaden  Bischof,  Jobannes 
„Ferber  Dcchan,  Tidemannus  giso  Gustos,  Johannes  Sculteti 
„Archidiacon,  Albertus  Bih>choff^  Nicolaus  Coppemic  Tfaumhern 
„vnd  ganz  Capitel  der  kirchen  zcn  Ermland  vormerkt  etc.  eta 

Auf  der  KUckseite  des  letzten  Blattes  steht  als  Art  von  Adresse 

„Te".  CaK  eccrie  Varmfen.** 


1)  Hienron  befindet  sich  ein  abgekürzter  Abdruck  ebenfalls  in  dem  obigen 
ÜMitcripl«.  Eine  aebr  späte  Abtdiriit  im  BiscbOflicheu  Archive  su  Frauenburg. 
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Unmittelbar  daranf  folgt  eine  Pieoe  welche  anf  der  emen  Seite  b^ 
titelt  ist: 

„Landsordenong  des  Uerczogthumbs  vnd  Bisschoftonhi 

bartensteiü  beschlossen." 

Auf  der  Rückseite  dieses  ersten  Blattes  beginnt  das  Actcnstüd,  wel- 
ches 21  Blatt  umfasst,  in  folgender  Weise: 

„Landsordennng  Zcwischen  dem  Erwirdigen  in  got  beim  Mm- 
„riden  Bischöfe,  seinem  Wirdigcn  Capitel  sen  Ermlant,  Tod  da 
„doreUanchtigen  hochgebomen  fönten  vnd  brmn  Albreebt  Marggrafen 
,,acn  Brandenburg  Tnd  herzcogo  in  Prenssen  ica  Im  Jare  X.  B.  s 
„xvi^  Montags  nach  visitatiouis  Älarie  zcu  Bartenstein,  vfgericht,  be- 
„schloszen,  bewilliget  vnd  vürglichcu/' 

,,Wir  Mauricias  von  gots  gnath  bischoff,  Johan  Ferber  dechu, 
^Tidemannns  gise  costos,  Albertos  Bischofi;  Nicolans  CoppeniiePluni- 
,,herrenn  vnd  ganz  Capitel  etc.  etc.** 

Ilicr  eine  ZusaiuniLiistellung  der  neuen  Daten  welche  sich  fürdi? 
Kegesta  Coppcrnicana,  wie  sie  Uipler  iu  seinem  Spicikgium 
Coperuicau u ni  ^)  gesammelt  hat,  aus  unseru  UntcrsucliuDgen  so- 
wohl iu  den  „Kcliquite  Copcrnicauie  als  diesen  „luedita  Cop- 
pcrnicana'^  ergeben  habeu.  Ich  gebe  dabei  den  cinzcineu  DatcD 
die  nach  Hiplcrs  Zusammenstellung  ihnen  znkommendea  KoauBen  u 
Klammem  unter  BeifOgung  von  Indices: 

1500  1.  (7j).  1500  auuü  complcto.  Astronomische  BeobadiUiogeii. 
(K.  C.  S.  30). 

1541  2.  (26i).  1514.  7.  October  unterzeichnet  ,,Nieolass  Goppenig 
canonicns  eodesie  Warmiensis^'  zn  FYaaenboig  zwei  durch  Geoig  m 
Delan  ausgestellte  Urkunden.  (I.  G.  S.  871). 

1525  3.(09,).  15  25.  4.  Juli  beubaclttct  Coppemicos  eine  Moiui- 
finstemiss  zu  Frauenbuiif.  (I.  C  S.  348). 

152G  4.  (70,).  1526.  22.  September.  „Nicolans  Coppemic  TT««- 
hcrr"  ist  bei  gemeiner  Tagfarht  zu  IleUsberg  zugegeu.  (I.  l.  S.  371). 

1538  5.  (76s).  152&  Dienstag  nach  Yisitations  Marie(7.Jiii) 
„Nicohius  Goppemic  Dhumherr"  nimmt  Theil  an  der  Beralbng  iv 
Landesordnung  des  Herzogthnms  Prenssen  und  Bisthums  Emliii  ü 
Bartenstein.  (I.  C.  a372). 

1531  6.  (88,).  1531.  Coppernicus  giebt  seine  Gutachten  über  di« 
Brodtaxe  zu  AUensteln,  HeUsberg  ctc  (I.  C.  S.  352-353). 

2)  a.  a.  0.  Seite  265—292. 
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7.  (07,).  1532.  beobachtet  Coppcnücus  das  Apogäum  der  Veuus.  1532 
(ß.  C.  b.  29). 

8.  (99,).  153  3.  Jnli  and  Aagnst  beobachtet  Goppemiois  den  1633 
grossen  Ck>meton  des  genannten  Jahres.   (I.  G.  8.  344—345). 

9.  (99o).  1533.  etwa.  Coppemicns  schreibt  seinen  Commen- 
tariolus  de  hypothesibus  motunm  cselestinm  a  se'consti- 
tatis.  (1.  C.  S.  117—118). 

10.  (116,).  1.537.  8.  September.  Aätrouomiscbo  Beobachtung  1537 
zu  Fraucuburg.   (I.  C.  S.  338). 

11.  (117,).  1537.  10.  Oc  tob  er.  Astronomiache  Beobaehtoogen 
zn  Franenborg.  (I.  G.  8.  338). 

12.  (11 7,).   1537.  1 2.  0  c  1 0  b  e r.  Astronomische  Beobachtungen 
zn  Franenbnrg,  (I.  0.  S.  338). 

13.  (II73).    1537.  16.  October.   Astrouümischo  Beobachtung 
zu  Frauenburg.   (I.  C.  S.  338). 

14.  (II74).  1537.  31.  October.  Astronomische  Beobachtong 
zn  Franenbnrg.  (I.  G.  S.  338). 

15.  (117;,).   1537.  3 .  November.    Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.  (I.  C.  S.  338). 

16.  (II79).  1537.  7.  November.  AstronomischeJBeobachtung 

zu  Fraueoburg.   (I.  G.  S.  338). 

17.  (118,).  1537.  12.  November.  Astronomische  Beobachtung 
zn  Fraaenbnrg.  (I.  G.  S.  338). 

18.  (II85,).   1537.  13.  November.  Astronomische  Beobachtung 
lü  Fraaenbnrg.   (I.  C.  S.  338). 

19.  (118s).  1 5  3  7. 1 5.  N  0  V  e  m  be  r.  Astronomische  Beobachtong 
zn  Fraoenbnrg.  (I.  G.  8.  339). 

Es  sind  also  19  neue  Daten  fttr  die  (jescbicbte  des  Coppemicns 
gegeben  worden.  Die  Beobachtungen  aus  1537  fallen  in  eine  für 
Coppemicns  wichtige  Zeit,  in  die  nämlich,  wo  es  sich  um  die  Wahl 
des  DantiscQs  znm  Bischolc  von  £rmland  handelte,  nnd  Coppernicns 
selbst  anf  der  Wahlliste  stand. 
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XXV. 


Heber  ebene  Stromcurvon  von  (leniselben  elektro- 
magnetischen Potential. 


l>as  elektromagnetische  Potential  eines  Stromes  von  der  Starke 
Eins  ist  bekanntlich  der  körperliche  Winkel,  nnter  dem  vom  ange- 
zogenen Punkte  aus  der  Strom  erscheint.  Zieht  man  somit  auf  dei 
Oberfläche  eines  Kegels,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  magnetisch«! 
Punkte  zusammenfällt,  eine  Keihc  von  geschlossenen  Stromcuneii. 
die  alle  Lagen  iler  deu  Kegel  erzeugenden  Geraden  durchschneiden 
d.  i.  vollständig  um  den  Kegel  hornmgohen,  so  sieht  man  von  der 
Mitte  aus  alle  diese  ('urven  unter  denselben  Winkel  d.  b.  alle  diese 
Curvon  besitzen  dasselbe  elektromagnetische  Potential.  Bas  Gleiche 
tritt  du»  wenn  anf  der  Oberfläche  des  Kegels  eine  Bcihe  von  CorTeo 
gezogen  werden,  die  wohl  geschlossen  sind,  aber  nm  den  Kegel  nicbt 
hemmgehen',  auch  Jetzt  haben  Alle  das  gleiche  Potential,  nftmlkhWl 

In  beiden  Fällen  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  trotz  der  Glei^ 
bcit  des  Potentials  die  ein\virkenden  Kräfte  im  Allgemiineu  MrxLit- 
den  sein  werden.  Da  nämlich  letztere  als  die  Dittereutialquutieütfn 
des  Potentials  nach  irgend  einer  Richtung  genommen  auftreten,  so 
hat  man  einfach  dem  magnetischen  Punkt  irgend  eine  unendlich  kleiiff 
VerrückuDg  in  dieser  Kichtung  zu  erteilen  und  für  jede  Stromcnn« 
die  Zunahme  des  ktirperlichon  Winkels  (auf  die  Einheit  der  V€^ 
rückung  reducirt)  zu  bestimmen,  wodurch  eben  die  Kraft  nach  di^ 
Kichtong  hin  gegeben  ist   Selbstvorstftndlich  hätte  man  aoeli«  itott 


Von 


Anton  WassHittth, 


k.  k.     o.  UoiTflrtititS'Profewor  lo  Giemowiti. 
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den  magnetischen  Pankt  zu  bewogen,  diesen  Pankt  festhalten  und 
daför  die  Stromcnrven  in  entgegengesetzter  Richtang  verschieben  kön- 
nen. Immer  wird  man,  wie  erwühut,  finden,  dass  trotz  der  Gleichheit 
des  Potentials  die  Kräfte  im  Allgemoinon  doch  verschieden  sind, 
wenn  auch  zwischen  diesen  Krftften  selbst  Relationen  bestehen  wer- 
den. Solche  Beziehangen  nun  zwischen  den  elektromagnetischen 
Krftften  von  Stromcnrven  gleichen  Potentials  anizniOsen,  besonders 
dann,  wenn  die  Stromcnrven  selbst  in  gewisser  Abhängigkeit  von  ein- 
ander sind,  das  soll  die  Anfgabe  der  vorliegenden  Abhandlnng  sein. 

Zu  d<Mii  Ende  werden  zunächst  die  gewülmlichen  Formeln  fiir 
die  elektromagnetischen  rom]ionenten  eines  geschlossenen  Ilaumes 
mittelst  Polarcoordinaten  passend  transformirt  und  daran  anschlies- 
send ganz  allgemein  die  Schnitte  von  ähnlichen  Flächen  behandelt. 
£8  zeigt  sich,  dass  die  Wirkungen  der  so  entstandenen  Stromcnrven 
im  umgekehrten  Verhilltnisse  der  Aohnliclikeit  stehen  und  sämmtliche 
Resttitirenden  dieselbe  Richtung  lia])c>u.  Gestutzt  darauf  wird  eine 
Regel  ang^eben,  einen  Strom  durch  i-i neu  zweiten,  ähnlich  gelegenen, 
von  anderer  Stromstärke  in  seiner  Wirkung  anf  das  Centmm  zu  er- 
setzen. 

Im  zweiten  Teile  werden  ansschliesslich  ebene  Schnitte  eines 
sonst  beliebigen,  geschlossenen  K^els  betrachtet  nnd  die  clektro- 
magnetiscben  Componenten  irgend  eines  solchen  Schnittes  als  ab- 
hängig von  fttnf  Constanton  des  Kegels  und  als  lineare  Functionen 
der  Riehtungscosinnsse  des  Perpendikels  auf  irgend  eine  Ebene  dar- 
gestellt. Es  wird  ferner  bewiesen,  dass  es  iu  jodem  Kegel  drei  auf 
einander  senkrecht  stehende  T.agcn  der  schneidenden  Khene  giht,  für 
welche  die  Resultirendo  auf  der  Kix'ue  tles  Stromes  senkrecht  steht, 
und  dass  diese  drei  Fülle  (llauptschnitte)  dem  Maximum  oder  Mini- 
mum der  Uesultirenden  ent.sprochcn.  W(Mter  wird  gezeigt,  dass  sich 
jeder  ebene  Schnitt  iu  seiner  elektromagnetischen  Wirkung  auf  den 
Scheitel  des  Kegels  durch  die  ents])reclienden  drei  llauptschnitte  er- 
setzen lasse,  falls  letztere  von  Intensitäten  durcliHossen  gedacht  wer- 
den, die  gleich  siud  den  Cosinussen  jeuer  (spitzen)  ^Vinkel,  welche  iler 
erwähnte  ebene  Schnitt  mit  den  drei  Ilauptschnitten  einscliliesst. 
Dadurch  sind  die  Wirkungen  verschiedener  Schnitte  leicht  vergleich- 
bar gemacht.  Die  Analogie  der  aufgestellten  Sätze  mit  bekannten 
geometrischen  Untersuchungen  ist  unverkennbar.  In  der  Tat  wird 
nun  weiter  bewiesen,  dass  sich  die  Bestimmung  der  Wirkungen  sämmt- 
lichcr  ebenen  Schnitte  mit  gleicher  Entfernung  vom  Scheitel  auf  die 
Constniction  eines  gewissen  Ellipsoids  (Centralellipsoids)  um  den 
Scheitel  als  Mittelpunkt  zurtlckführen  lasse.  Der  reciproke  Wert 
ilgattd  olnes  Radius- Vectors  dieses  Ellipsoids  ist  nämlich  proj^ortional 
der  Kemiltirenden  jenes  Schnittes,  der  senkrecht  anf  diesen  Radius- 
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Tector  gefflbrt  wurde.    Die  GrOsie  und  Lage  der  Hiaptnw  im 

CentralelUpsoids  sind  darch  eine  Icnbische  Gleichang  mit  drei  ndki 

Wurzeln  gegeben.  Durch  die  angegebene  Construction  wird  das  Pro- 
blem ein  geometrisches  und  lassen  sich  daraus  mit  Leichtigkeit  die 
oben  erwähnten  Sätze  bowie  vieles  Andere  ableiten. 

Im  dritten  Teile  nerden  ebene  Schnitte  einer  Pyrunide  bebicb» 
tet,  die  etektnmiagnetischen  Krftfte  direct  abgeleitet  und  ihre  Jkka- 
einstimmnng  mit  den  allgemeinen  Oleieiinngen  geaeigt 


Wir  lassen  den  Mittelpunkt  eines  beliebigen,  einfach  gescUoMe 
ncn  Kegels  mit  dem  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatai- 

systcms  zusamuienfallen,  versetzen  auch  dorthin  den  magnetisch«! 
Punkt  von  der  i^Iasse  Eins  und  legen  überdies  den  Kegel  su,  iks> 
er  um  die  Axc  der  j-  herumgeht.  Zieht  mau  nun  auf  der  Oberfläche 
des  Kegels  eine  ge8chh)sseno  Cnrve,  die  ebenfalls  ganz  um  die  x  Aie 
herumgeht  und  sind  x,  z  die  rechtwinkligen  Coordinatin  einei 
Punktes  dieser  Curve  und  r  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Ur- 
sprung, so  sind  die  elektromagnetischen  Componenten  A,  i\  Z  ii 
Bezog  auf  den  Ursprung  bekanntlich  gegeben  durcli: 

r» 

*zdx —  xdz 


-/ 

-/ 


r* 


Fahrt  man  nun  mittelst  der  Kelationen: 

X «—  rcoa^ 
y  «  rsin^ooa» 
»  —  rsin^sino 

Pohircoerdiuatcn  ein,  so  erhält  mau: 


2n 


F  =  — ^  (sinm  |^  -f  sin  ^ cos  ^coe»^dai  flS^ 


9m 


cosco  1^  —  sin  cos  V/  sinoi^  Bat 
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Die  Gleichung  des  Kegels  liefert  als  Functiou  von  w,  während  uns 
die  Gleichung  der  Fläche,  durch  deren  Schnitt  dio  Stroincurve  ent- 
<:tanden  ist,  das  cutsprecheiulo  r  giebt.  Wird  ein  und  dieselbe  Fläche 
mehmals  getroffen,  so  sind  dem  r  oben  verscbiedeno  Werte  beizulegen. 

Lassen  wir  nun  den  Kegel  von  zwei  ähnlichen  Flächen  ge- 
schnitten werden,  so  dass  also  die  Coordinatcn  des  einen  Punktos 
zu  denen  des  entsprechenden  zweitou  Punktes  iu  dem  constanten 
Verhältnisse  1:^-  stehen,  so  verhalton  sich  die  zagobörigen  r  ebenso 
uad  wie  uns  ein  Blick  auf  die  Fonnelu  (1)  lehrt,  stehen  somit  auch 
die  elektromagnetischen  Kräfte,  die  von  zwei  ähnlichen  Curven  glei- 
chen Potentials  ausgeübt  worden,  in  dem  angegebenen  aber  umge* 
kehrten  Verhältnisse  d.  h.  es  gilt: 


wenn  E  und      die  Besnltirenden  bezeichnen. 

Zugleich  hat  man  fUr  die  Ricbtungscosinnsse  von  M  und  Bj : 


wodurch  also  ausgesprochen  wird,  dass  die  Resultirenden  ähnlicher 
Stromcurven  dieselbe  Richtung  haben.  Fasst  man  Beides  zusammen, 
so  ergibt  sich  der  Satz: 

Wird  ein  Kegel  von  zwei  oder  mehreren  ähnlichen 
FUcbon  geschnitten,  so  stehen  die  elektromagnetischen 
Krftfte  der  entstandenen  Strcrmcnr^en  (in  Bezng  auf  den 

Scheitel  des  Kegels)  in  dem  umgekehrten  Aehnliehkeits- 
Verhältnisse  und  die  Resultirenden  haben  sämmtlich 

dieselbe  Richtung. 

Beispiele  hierzu  Uefem  die  Schnitte  paralleler  Ebenen,  concen- 
trisdier  Kngeln  etc. 

Wie  unschwer  einzusehen,  gilt  dieses  Gesetz  auch  dann  noch, 
wenn  dio  Stromcurven  nicht  um  den  Kegel  herumgehen,  sondern  auf 
seiner  Oberfläche  liegen;  es  ändern  sich  eben  die  Integrationsgrenzen. 

Von  diesem  Satze  lässt  sich  eine  einfache  Anwendung  geben. 
Soll  nämlich  dio  zweite,  ähnliche  Stromcurve  dieselbe  Wirkung  auf 
das  Achnlichkcitscentrum  wie  die  erste  ausüben,  so  braucht  man  nur 
darin,  da  die  Kräfte  den  Stromstärken  direct  proportional  sind,  dio 
Intensität  /.mal  grosser  zu  nehmen,  wenn  1:^  das  Aelmlichkeits- 
vcrhältniss  bedeutet. 


nnd 


Z  Zi 
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Wir  wollen  nun  ausschliesslich  ebene  Schuitto  behandtln  und 
schreiben  deshalb  die  Uieichung  irgend  einer  Ebene  iu  der  Nonaal- 
form: 

^  +  ßy  +  Y^—Q  =0 
wo  also  q  das  vom  Ursprünge  auf  die  Ebene  gefällte  Perpendikel 
ond  o,  /5,  y  dessen  Kichtnngscosinusse  bedeuten.    l)rückt  man  aou 
X,     X  durch  die  obigen  rolarcoordinateu  aus,  so  Hudet  ma: 

^  »  ^  (a  cos  V + /3  sin  ^  cos  «  +  y  sin  V  sin  w) 

und  dies  ist  der  Wert  für  \  den  wir  iu  die  Glcioliuii^jiii  il  lia- 

zusetzen  haben.    Man  erhält  so  die  Xy  F,  Z  als  Uueare  FmcUonco 
von  den  Kichtungscosinuasen  a,  ßy  /  d.  b.  es  ist: 

worin  die  nenn  GrOmen  Q  nur  von  der  Natur  des  Ke- 

gels abhingen*)  und  folgende  Werte  liabea: 

*)  Wird  ein  einliMb  geKliloMeaer  Kegel  durch  «lud  nidit  dorcb  lenca 
Mittelpunkt  gellende  Bbene  geicliniiten,  so  werden  die  enengendoi  Otndci 
entweder  nuf  der  einen  oder  der  anderen  Kegelbilfto  aber  nur  einmal  ren  ita 
Ebene  }^^>trofTcn.  Liegt  die  Sehnittßgur  gant  anf  der  einen  Kegelhilftev  lo  «r- 
•cheint  ihr  Potential  als  eine  getchlossone,  gnnz  um  die  x  Axe  hfrnragefcead« 
Figur,  deren  Begrcnzungscnrve  tich  nicht  seihst  schneidet.  Es  ist  al^o  bifr 
nnch  tu  Ton  0  bis  zu  integriren.  Dnsselbe  tritt  nach  eiu,  wenn  die  Schnitt- 
figur  zum  Teile  auf  der  zweiten  KegelhUlftc  liegt.  Lotztcu  r  Schnitt  kann  nim- 
lich  in  seiner  Wirkung  auf  den  Mittelpunkt  8(cts  tluich  liuon  cnf.'»prechenden 
Stromleiter  nuf  der  ersten  Kegelhllfte  ersctit  werden,  so  dass  sein  Potentiil 
zusammen  mit  dem  des  ersten  eine  Flüche  von  der  vorigen  Fom»  gibt  W^» 
über  die  Grenzen  für  das  Futential  gesagt  wurde,  gilt  natürlich  auch  too  de« 
Kräften  als  den  Derivirten. 

Gehören  schliesslich  zu  einem  und  demselben  lu  mehrere      (eine  aagtn^l 
Ansahl)      y'«     \P2n-)-i«  eo  sind  die  Grenzen  für  ^:  o     . ..  yr>Hf  i,  end 
Antdfuek  Ar  das  FMeatUI  wird: 

K«= ^y^"* ^^^^^^  ^  2n — ^ [cost^i  —  cos^j+cos^j  — 

und  ebenso  werden  die  Ausdrücke  für  A",  Y,  A^  ...  aus  mehreren  Gliedern 
bestehen;  so  ist  z.  B. 

9ff 


^ [sinVi*— sinVj^4"**-)<^8w3oi 
Auch  erhellt,  daM  die  Gleichungen  (4)  richtig  bleiben. 


u.  s.  w. 
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8«  2;r 


Q  — —  y^8m^8iii*»|^öw— ^8itt*V'COSV'ßia«casw3»  (3) 


9m  2/t 


—    ^^inV'Cos^wg^öa)— iiü^  cos  V^siüto  0080)3(0 


Wie  man  sich  leicht  Überzeugt,  besteheu  zwischen  diesen  neun 
Grössen  folgende  vier  Kelationen: 

Äi  =  ^t 

So  hat  man  z.  B. 

8«  2n 

8»  8»  8» 

/  8in^coso>da4~sii^<)>8iuV'  —  /  sinVcoscodo)  0 
V  'o 

da  ^  und  «  nach  einem  Tollständigen  ümlaiif  wieder  denaelbeii  Wert 
umehmen. 

Jßt  HiUe  der  Formelii  (3)  nnd  (4)  findet  man  endlich  die  Resnl- 
tire&de  J?  dorch  die  Glelchnng: 

4fB.^  -  «•aii+^*«8t+y'flw+2«/J«i,+2iJya„+2y«i,t  (5) 
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worin  die  Werte  voa  «11...«^!  gegeben  sind  durch: 

Die  lüchtangMOsinasae  der  BesultirendeD  sind  dvrcli  ^  j^"^ 

daq^estent  und  Bind  selbstventtndlich  unabhängig  von  9. 

Hieran  reiht  sich  die  Beantwortung  der  Frage,  wann  die  R-sal- 
tirendo  auf  der  zugehörigen  Ebene  senkrecht  stehe?  Diese fiediu^Bg 
wir$l  durch  folgende  drei  Gleichungen  ansgedrackt: 

JT— A«,   Y^Rß  nnd  Z^Sy  (7) 

oder 

zwei  Gleichungen,  die  scheinbar  aof  eine  Endgleichnng  vom  vierten 
Grade  führen.  Nimmt  man  für  a,  y  Kugclooordinaten  nnd  loidet 
man  das  gewöhnliche  Eliminationsverfahren  an,  so  gelangt  du  sich 
etwas  umständlicher  Bechnnag  zu  einer  Gleichung  drittsn  GfideN 
die  also  mindestens  eine  reelle  Wunel  hat  Es  lässt  sieh 
leicht  z^gen,  dass  man  es  hier  stets  mit  drei  reellen  Wuxebi  n 
tun  hat,  wenn  man  nur  statt  drei,  vier  Unbekannte  «,  jl,  7  ondfS 
einfährt  Die  Gleichungen  (7)  hissen  sidi  nämlich  schreiben: 

woraus  also  folgt,  dass  ^e  Determinante  J 

sein  muss,  wozu  noch  die  Rediugimg:  A^-]-  B^-\-  —0  gehört 
Diese  kubische  Gleichung  hat  uuu  bekanntlich  stets  drei  reolle  Werti' 
für  qJt,  somit  gibt  es  auch  stets  drei  Werte  für  «,  ß,  y  d.  h.  es  eil'' 
stets  drei  Lagen  der  schncidcuden  Ebene  (drei  Hauptschuit(e),  i'^ 
welcho  die  Resultirende  auf  der  Kbene  des  Stromes  senkrecht  steht 
Zugleich  ist  hinreichend  bekannt,  dass  diese  drei  Lagen  auf  einaoil^ 
senkrecht  stehen  mOssra. 
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Zo  demselbeii  Ziele  vireii  wir  gelangt»  wenn  wir  die  Frage  nach 
den  Maxinmm  oder  Uinimiim  der  BeBoltirenden  JR  für  Yersdiiedene 
tt^fi^f  beantwortet  hätten,  llit  Rttckricht  auf  die  Bedingnngagleichmig 

l''+1^~~l  =  0  haben  wir  nimlidi,  wenn  Ä'eine  GrOaae  bedeutet, 
die  sich  nachtrSglich  gleich        heransstdlt,  die  Function  V 

sn  einem  Haxlnram  oder  Minimnm  zo  machen,  wodurch  wir  ähnlich 
wie  oben  finden,  dass  die  Dcterminaute  D 

0,1— JT,       a,s>  Ois 

«IS»  «IS»  "33  ^ 

Sein  muss.  Diese  Bedingung  Z)  =  0  kommt  nun  auf  die  früher  auf- 
irestclite  J  ==  0  zurück.  Man  findet  nämlich  leicht,  dass  die  Deter- 
minante B  dargestellt  wird  als  Product  von  zwei  Determiuauten  durch: 


von  denen  die  erste  Determinante  eben  J  ist  und  die  zweite  ans 
der  ersten  durch  die  Aenderung  des  Zeichens  \on  qR  hervorgeht. 
Wäre  diese  zweite  Determinante  tiir  sich  gleich  Null,  so  hiesse  dies 
jenen  Fall  ins  Auge  fassen,  in  dem  die  Uichtungscosinusse  er,  /?,  y 
negativ  wären  and  somit  auch  q  die  entgegengesetzte  Bichtaug  hätte. 

Win  man  die  Determinante  D  vermeiden,  so  kann  man  die  Fone- 
tion  ir«jr«+r«+Z«— -Ä:(«»+i5«+y«— 1)  inBeanganfihrMaii. 
mnm  oder  Minimum  untenudien,  die  Differentialquotienten  der  Gom- 
pOttBttten  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2)  ansdrOeken,  kssjfi  bestim- 
nen,  wodurch  man  schliessltch  wieder  auf  ^    0  geführt  wkd. 

Es  ist  somit,  wenn  wir  Allee  zusammenfassen,  folgender  Satz 
bewiesen:  In  jedem  geachlossenen  Kegel  gibt  es  stets  drei 
auf  einander  Benkrecht  stehende  Lagen  der  schneiden- 
den Ebene,  fOr  welche  die  Kesultircnde  auf  der  Ebene 
des  Stromea  senkrecht  steht,  und  fallen  diese  drei  Falle 
mit  der  Frage  nach  dem  Maximum  oder  Minimum  der 
Resultirenden  zusammen. 

Wir  wollen  die  so  bestimmten  Schnitte  —  Ilauptschnittc  und  die 
Hichtougen  der  zugehörigen  Perpendikel  —  üaoptrichtnngen  nennen. 

Sind  qRf  und  qR^  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  ^  —  0, 
so  findet  man  wegen  uli+Z^s+Q^O  dieBelation  J^+J^+i^s—O, 
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wodurch  ein  Anbaltopmikt  wegen  das  Zeicheofl  der  fiiMÜtMBi 
g^ben  ist 

Um  nun  auch  die  Schnitte  einer  zweiten  Ebene  in  gleichem  Ab- 
staudo  q  vom  Scheitel  zu  betrachten,  seien  A,     und  v  die  Richtniigs- 
Cosinusse  des  Perpendikels  auf  diese  zweite  Ebene  nnd  A'',  T  und 
Z'  die  elektromagnetischen  Componenten  in  Besag  vd  den  Mittel- 
pnnkt  des  Kegel,  so  dass  also: 

nnd  «Z'— XQ+|4C^+vCi 

Ist.  Bedeuten  aber  d,,  (5^,  ^3  die  Richtungscosinusse  des  Perpesikrii 
in  Bezug  auf  die  eben  bestimnitcu  Uauptrichtungen,  so  wird 

sein,  wenn  die  verschiedenen  Werte  Ton  «,  A  7,  die  BidrtsiisMn- 
nnsse  filr  die  einzelnen  Haoptrichtnngen  dnniellen.  Dt  sn  bi* 
kenntlich: 

«I  Pt  n 

A  Tt  — +  1 

A  ra 

ist»  so  erhalt  man: 

welche  Belationen  man  anch  unmittelbar  hatte  niederschreibai  Mi- 
nen. Hit  diesen  Werten  far  A,  m  v  ergeben  sich  die  Conposoim: 

die  verschiedenen  o,     /  genttgen  aber  den  nenn  Gleidumges: 
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wo  also       Ti,  Zi  die  Componenteii  des  n^,      Y^z^  die  des 
B.  s.  w.  bedeuten. 

Mui  erbJlit  somit: 

r=  J,}- +d,r,+^3r3  (10) 

so  dass  also  dit^.Componentcn  irgend  eines  Schnittes  als 
lineare  Functioneu  der  Compoueuteu  der  Hauptscliuitte 
erscheinen. 

Mit  Hilfe  des  im  ersten  Teile  Aber  ftbnliche  Cnrven  Gesagten 
sowie  des  eben  aufgestellten  Gesetzes  ist  es  somit  immer  möglich, 
sobald  die  Componentcn  für  die  drei  Hauptsehnitte  bestimmt  sind, 
die  drei  Componenteu  irgend  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes  zu  er- 
mitteln. 

Da  ferner: 

n.  s.  w.  ist,  findet  man  schliesslich  fBr  die  Resnltirende  A': 

R'%  «  V-Ri'+ V-^^'  (11) 

denkt  man  sich  also  statt  der  Intensitäten  Eins  in  den  betreffenden 
Hauptschnitten  der  Reihe  nach  die  Stromstärken  dg  und  ^3,  so 
ersetzen  jetzt  die  Hauptschnitte  den  erwähnten  ebenen  Schnitt  mit  der 
üesnltirenden  R\  oder  es  folgt  der  Satz: 

Jeder  ebene  Schnitt  lilsst  sich  in  seiner  elektromag- 
netischen Wirkung  auf  das  Centrum  des  Kegels  durch  die 
drei  in  gleicher  Entfernung  liegenden  Hauptsehnitte  er- 
setzen, falls  nur  letztere  von  Intensitäten  durchflössen 
gedacht  werden,  die  gleich  sind  den  Richtungscosinns- 
scn  des  Perpendikels  anf  die  Ebene  in  Bezog  anf  die 
Haaptrichtangen. 

Haben  wir  somit  ausser  den  drei  Hauptrichtungen  noch  weitere 
drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Richtungen,  deren  Richtungs- 
cosinusso  in  Bezug  auf  die  Uauptrichtuugcn  respective :  ^id^^s,  ^iCsCj, 
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titJU  Min  mOgOB,  80  smd  die  cngeliArigeB  BessltireiideB  B^^Jtmi 
JBf  bestimmt  dareh: 


worauB  darch  Addition: 

d.h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Resaltirendea  je  dreier 
auf  einander  senkrecht  stehender  Schnitte  (ron  gleiehtr 
Entferanng  q)  ist  constant 

So  Hessen  sich  nun  auch  eine  Reihe  von  Sätzen  ableiten,  n 
denen  man  indes  auf  geometrischen  Wege  viel  schneller  gelaofl 
Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichunji  (5)  mit  p-,  wo  (>  eine  Linie 
bedeutet,  die  vom  Centrum  ausgehend  in  ihrer  Richtung  mit  q  »• 
sammenfällt  und  nennt  i),  £  die  Coordinaten  des  F.mlpsBktw 
dieser  Linie,  so  dass  {  »  ^o,  i|         ^  —  9/  ist,  so  wird: 

die  Gleichnng  eines  fiUipsoids,  wenn  noch  e'V^  —  1  d.  i. 

genommen  wird.  Wie  bei  den  Untersnchungen  ftbcr  die  Trtghfil» 
momente  möge  auch  dieses  EUipsoid  den  Namen:  OentrskUvssÜ 
filhren.  Dann  folgt  der  Sats: 

Um  den  Scheitel  dos  Kegels  als  Mittelpiakt  lisst 
sich  somit  ein  EUipsoid  (Centralellipsoid)  constrairta 
von  der  Art,  dass  der  reciproke  Wert  irgend  eiaesBa- 
dins-Vectors  das  Prodnct  ans  der  Entfern  nag «  in  die 
Resnltireiide  12  eines  in  dieser  Distanz  geffthrtea  Schnür 
tes  darstellt 

Hat  Q  eiu  Maximum  oder  Minimum,  so  findet  bei  R  dikss  Tb* 
gekehrte  statt;  man  findet  somit  die  drei  Halbaxon  des  Centraldfip- 
soids  sowie  ihre  Lage  durch  LOsung  der  Gleichungen  (8)  lad  Oh 
Wir  haben  somit  im  Allgemeinen  ein  Maximom,  ein  MiBisn  Mi 
einen  mittleren  Wert  fttr  die  Besnltirende. 

Die  Richtung  der  Resultirenden  im  Punkte  ;r,  y,  orsthcict 
als  Durchschnitt  dreier  concentrischer  Kreiskegel,  deren  O^Ssaaffr 
Winkel  «,  t^,  w  durch  die  Gleichungen 
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bestifflint  sind  und  somit  leicht  coustruirt  werden  köuneu. 

Der  Notzen  dieser  ConBtraction  besteht  vor  Allem  darin,  dass 
befaiahe  jeder  Sats  Uber  die  Dnrcbmesser  eines  Ellipsoids  einen  aoa- 
kgen  Satz  Aber  die  elekiromagnetischen  Wirkungen  ebener  Schnitte 
lach  sich  zieht  So  ist  z.  B.  bekannt,  dass  in  einem  EDipsoide  die 
Samme  der  Quadrate  der  reciproken  Werte  dreier  sn  einander  senk- 
rechten Halbmesser  constant  ist,  welche  Relation  uns  unmittelbar  den 
Sats  N.  13.  liefert,  wenn  fttr  die  reciproken  Werte  der  Radion-VcctoreD 
die  Bemiltirendcn  gesetzt  werden.  Ebenso  ist  bekannt,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  conjugirter  Durchmesser  eines  Ellipsoids  constant  ist, 
woraus  also  folgt,  dass  auch  die  Summe  der  Quadrate  der  re- 
ciprokeu  Werte  der  Kesulti rendeu,  welche  dreien  con- 
jagirten  Durchmessern  eines  Punktes  entsprechen,  con- 
stant ist  u.  8.  w. 

Wenden  wur  die  erhaltenen  Besultate  anf  den  Botationdrogel  an, 
so  finden  wir  fBr  denselben: 

«.  Q  »  ^  »  C,  —  yij  —  2^3  =  0,  -rlj  =«  2»sinVco6V', 
«->     =  —         qj[  —  2«8in^co8^.fr, 
— sinn'^cos^./},  — »sin'^cos^.y 

und  somit  die  Resuitirende: 


welche  Formel  eine  merkwürdige  Aehnlichkeit  mit  dem  Ausdrucke 
für  die  Wirkung  eines  sehr  kleinen  Magnetes  auf  einen  entfernten 
Paukt '^j  hat   Die  Gleichung: 


gibt  wegen      «  C's  =  —       ein  Maximum 

qB^  =  -4,    fllr    «  —  1 

ond  zwei  gleiche  Minima 

Das  Centralellipsoid  wird  zu  einem  Rotationsellipsoid,  dessen  Um- 
drehungsaxe  mit  der  Azo  der  x  zusammenfällt  ;  die  Hauptschnitte  sind 
ein  Kreis  und  zwei  congmente  Hyperbeln.  Bemerkt  mag  noch  wer- 

*)  WiedeuuLDD,  Galranismai  II.  pg.  181. 
M  LZU. 


qJ{  =  ±  »sinVcos ^yi-|-  3««, 
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den,  dass  die  Richtung  der  Resultirenden  unabhängig  von  der  Oeff- 
nnng  ^  des  Kegels  ist  und  R  noch  ein  zweites  Mudmiiin  ftr  tv* 
schiedene  ^  (]g^  =  y 2)  aufweist 


m. 

Zum  ScblnsBe  mögen  noch  die  elektromagnetischen  Wiitapa 
ebener  Schnitte  einer  dreiseitigen  Pyramide  betrachtet  werden.  Ei. 
seien  deshalb  o,  6,  c  die  Seiten,  ut,      C  die  Winkel  jenes  aphiii- 
schen  Dreiecks,  dessen  FIftche  das  Potential  fBr  die  Pyramide  ds^ 
stellt  Setzt  man: 

JJ*—! — cos*a— cos'6— cos^<;-|-2cosacos^cosc»(8in68iacsinii)^«»«| 
mm  1  — cosM  — cos*^  — cos'C— 2co8^co8irco8C, 

also: 

dD  =s  cotg^8ina<2a4-cotg^sin&€tt-J-cotgCBinü<l^, 

so  ist  bekanntlich  der  sphärische  Excess  E  gegeben  darch 

 D  

l+cosa-l-cos^+cose 

Uieraas  folgt  durch  Differentiation  mit  Jüacksicht,  dass 


cos 


j  E  (l+co8a-t-cosft4~<^g)* 


2 


nnd 


Bin' 


16coB*^  cos*  I  coa'  | 


2 


ist: 


16C08^^C08*  |c08*  ^ 


D  dE 


COS 


E  2 


(f  — ^)  COS 

^  ^sinacfo-l  


sin^ 


sini^ 


VOkhdb 


sm^ 


COS 


oder  wegen 


und 


+ 

sin  g  Bin  b 
%\aA  sinÄ 


sin  6' 


mede 


D 


—  «  cotg^t 


2sinj 
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wem  9  den  HalbmeBser  des  dem  Bphäriscben  Dreiecke  tunseliriebeiien 
Kniwt  Meutet,  und  zugleich  A  +  B-^-C         gesetzt  wird: 

cot«  f .  «iiE;  =s  sin  (iS — A)da + Bin  (iS— B)db+%\si  {8  — 

Der  Scheitel  der  Pyramide  habe  nun  die  Coordiuaten  x,  y,  z 
uud  die  Endpunkte  der  Kautenlängcn  (rj,  r^,  r.,)  ebenso  die  Coordi- 
uateu  x,y]C],  T^y^  ...a^  und  die  Richtimgscosiuusse  u^t^^tr^,  u^v^its  ... 
tTj,  so  dass  alsu 


— X 

^1 

jfi— y 

— X 

ff 

_  y^—y 

•'S 

ist  Daun  sind  die  Seiten  des  sphänschen  Dreiecks  bestimmt  durch: 

CeSa  =  «^Mj  -f-  t'2?'3  -f- 

COS  c  =  u^u^  4~  ''i^a  t^i*^! 

und  zugleich  Ist: 

sina^- —  ^+  •  —  Cosa    -+  n 

Ifit  diesen  Formeln  wOrde  man  die  eine  Componente  JT»  -^finden 

und  daraus  die  beiden  anderen  Y  und  Z  erhaltoii ,  indem  man  statt 
der  u  die  Buchstaben  r,  respective  w  nehme.  Der  Kürze  halber  setzen 
wir  nun 

 -5  i —  "»  1    und   TZ  IT 

sina  '       sin  6  sin« 

and  haben  dann: 

cotg«  .X  —  -  [— ui(Fcos&+»rco8c)+«tW4-«»^] 

+  7  H'co8c+  L'cos a)  +  U] 

+  ^     F+    IT— V  ircos  « + Fcos  4)  ] 

»6* 
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Diese  Gleichung  niultiplicircii  wir  mit  //,  der  Entfernung  des  SclMÜch 
vou  der  schneideudcu  iLbeue  und  uennea  weiter; 


wo  also  A,  fi,  V  die  Cosinusse  jcuiT  Winkel  vorstellen,  >veU-hc  </ mit 
deu  Kauteu  der  Tyramidc  macht  Etwas  audei*s  geordnet  wird  daou: 

COtgß.  jr=  ti,[— A(KC086+irc08<')  +  ;iH^+vr] 

+  w»[AK+fii/-  v(t/C08a+FC08Ä)] 

Bezdchnet  man  mm  dto  Grössen  in  den  eckigen  Elanunern  der  Bcihe 
nach  mit  a;      3/,  so  hat  man  endlich  fOr  die  drei  CompoDeiitei 

die  Gleichungen: 

cotg  Q.X  =  «1 A' + u^L  +  ihi^t 

COtg  9 .  r  »  V|J^-|-e^-{- v^if  (14) 

und  für  die  Kesultireudc  Iii 

die  also,  wie  zu  erwarten,  ihrer  Grösse  nach  unabhängig  yon  der 
der  Pyramide  isL 

Da  die  eben  eutwickeltcn  Ausdrücke  für  die  Coniponcuteu  iu  der 
vurliegenden  Form  keine  Verglcichung  mit  den  Ilaniitformeln  2. 
zulassen,  so  wollen  wir  in  N.  11.  statt  der  Grössen  A,  ^,  v  die  "Worte 
a,  /?,  y  d.  i.  die  Kichtungscosiuussc  des  Perpendikels  einfübröi 
Dazu  gebrauchen  wir  diu  llelationen: 

und  erhalten  nach  oinfger  Kcehnung  Ausdrücke  von  der  Form  N.  i, 
in  denen  die  neun  dariu  auftretenden  Coefficieuteu  folgende  Weite 
habeu : 

+2i»it4  Tr+  2ii,i*,      2»*ii*3  r  ] 

^»«tgrt— VScosH-  »'cosc)-'P,*(  H^cosc+  t/cosa)— Lcoea-I-  Foot^) 
+2ri»t  WH-  2»t«ii      Zf^i^a  ^'3 

C^=tg^[— .tr,2(  FcosA-i  H'cosr)-  ?ry-(  Wco%c\  L^cosa)— w'4-(Lrco8af  i  coil!) 
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wmii  frie  verlangt, 
ood  ebenso: 

—(«^8^+»*%)  t/C08a-|-(u?jtl,4-«lWÄ)  ^H-(«'8«8+«*»««^8) 
+(»8«»t+»l«8)'^] 

F]s  liiKicn  somit  auch  zwischcu  dieseu  ucuu  Coofticieütcn  dio  oben  er- 
wähntea  vier  Gleichungen  statt 

Cxernowitz  im  October  1877. 
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XXVL 

Bewegung  zweier  durch  einen  elastischen  Fadeu 
verbundener  materieller  Punkte  ohne  Einwirkung 

äusserer  Kräfte. 

R.  Hoppe. 


Zwei  Punkte  (:riy,«|),  ix^^)  mit  den  Musen  «4,  «4  und  dvdi 
einen  nicht  materielien  Faden  verbunden,  weleher  bei  emem  AMai 

y>  L  eine  Zugkraft  7  übt,  während  bei  einem  Abstaud  ^  L 

null  ist  Daim  siud  die  Bcweguugsgleicbuugcn: 

_  ^  ^1  »        //i    .V2  ff  ^1 

wo  If'  den  momentanen  Abstand  bezeichnet ,  q  für  L'         null  h  ^ 

setzen  ist,  und  die  Accente  sich  anf  Differentiation  nach  der  2at  c 
beziehen. 

Nimmt  man  den  Schwerpnnlct  des  Systems  für  t  ss  0  zib  InIm 
Anfangspunkt,  so  sind  die  Coordinaten  des  actnellen  Schwerpukk 

Nimmt  mau  letztem  zum  Anfangspunkt  der  xyz^  und  bezeichnen  x,js» 
die  relativen  Coordiuateu  von  m|,  so  sind  die  festen  Coordinatea: 

Xi^M+X,  yjS^I+y,  M^ssza+M 
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and  es  reicht  hin  a;,  ^,  «  zo  hestimmen,  was  durch  die  Gleichungen 
geschieht:  • 

WO  m  =  m,4-'n3  gesetzt  ist. 

Sofern  die  Componenten  der  wirkenden  Kraft  proportional  a-,  y,  « 
sind,  geht  die  Bewegung  in  einer  Ebene  von  unveränderlicher  Stel- 
lung, in  welcher  der  momentane  Schwerpunkt  liegt,  vor  sich.  Nimmt 
man  diese  zur  Ebene  der  ary,  so  wird  «  =  0,  und  die  letzte  der  3 
Gleichmigen  fallt  weg. 

Bezcichuet  u  den  relativen  Radiusvector)  su  wird 

m,  m 
'  L  =  ttH  n  =  — t* 

und  man  hat: 

woraus  durch  Elimination  von    und  Integration: 

xy' — yx'  =  COnst. 

eine  Gleichung  die  offenbar  auch  für  0  besteht.  Nimmt  man  den 
Anfang  der  Bewegung  bei  />'  <  L  uud  bezeichnet  die  Anfangswerto 
der  einzelnen  Variabein  durch  den  Index  0,  so  wird  für  die  ganze 
Dauer  der  Bewegung 

Ebenso  gilt  durchweg  die  Gleichung  der  relativen  lebendigen  Krait 

gleichviel  oh  q  wiederholt  null  wird,  da  es  stets  dieselbe  Function 
von  u  bleibt 

Bis  zum  erstenmal  L'     L  wird,  ist 
daher 

Nimmt  man  die  y  in  der  Aufangsrichtuug,  die  x  positiv  nach  der 
Anfaugsbahn  hin,  so  ist 

und  alle  notwendigen  Data  reducircn  sich  auf 
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X,  (  »  r  Ar  y  =  0,  and  Aniangogeschwiadigkeit  =  i 
denn  dann  hat  man: 

Bezeichnet     den  ElasticitäUcoefücieQtea  des  Fadens,  w  nt 


odeTi  wenn 


gesetzt  wird,  so  dass  I  den  Wert  von  «  bei  Kullspannang  aasdruckt, 

3  =  £(^— 1^  für  u^l 

Jetzt  lauten  die  Gl.  (1)  (2): 

— fao*=s  %l 

WO  das  lutegral  zur  untern  Grouzo  /  statt  tt^  bekommen  massle,  Wäl 
von  u  =  mq  bis  w  =  /  die  Elasticität  null  ist   Dies  giebt: 

Im, 

In  Polarcoordinaten,  wo 

MCOst?i    ^  =  usinv 
ad,  werden  die  Gleichungen: 

uud  nach  Elimination  von  v'  erhält  man: 
woraus: 

das  obere  Zeichen  Dir  wacbsoidea,  das  untere  ftr  abaelimeBdee  •  Ki 

w     1  gültig.  Beide  Gleichungen  gelten  nur  solange  als  u     1  irt. 
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Die  FoDctioii  «  mu»  ein  Maximiim  u  ^  l-|-a  liaben,  und  da 
Gl  (8)  dem  EhMtidUtsgesetse  entspricht,  das  man  soch  Är  i»'<l 
fortbettehen  lassen  kann,  auch  ein  Minimnm  w^i^ß-^  folglich  bat 
die<6Ideliang    — 0  iwei  leelle  positiTe  Wurzeln,  and  man  kann 

setzen: 

F(a^u+l)(ß+u^lHu^+yu+i)  (10) 

Hiernach  stellen  sich  t  und  v  als  elliptische  Integrale  3.  Gattung  dar. 
indes  können  wir  sie  durch  eine  Vernachlässigung,  welche  der  Gre- 
nanigkeit  absolut  keinen  £intrag  tut,  in  einfachere  Functionen  ttber- 
Ahven.  Setzt  man  nftmlich  statt  des  Ausdrucks  (8) 

10  ist  die  Differenz,  um  welche  letzterer  kleiner  ist  als  ersterer, 

Ihr  erster  Torrn  hat  also  die  2.  Potenz  der  elastischen  Lftngendehnung 

tum  Factor,  ihr  zweiter  ist  wegen  des  Divisors  F  damit  von  gleicher 
Ordnung,  während  U  nicht  mit  u  —  l  verschwindet.  Da  nun  das  Ela- 
^ticitätsgesctz  (6)  nur  bis  auf  1.  Potenz  der  Dehnung  gültig  ist,  so 
w  iirdo  es,  wofern  k  nicht  sehr  gross  ist,  illusorisch  sein  jene  Differenz 
in  Bedmuug  zu  bringen. 

Setzt  man  jetzt 

-  =  '+75?+J  J/-p-  cos*  (12) 

•o  wird 

VU-T^y?^^ttsind  (13) 

)as  obere  Zeichen  gilt  für  negatives  ^,  folglich,  da  1*  bei  d  =  0 
?in  Maximum  erreicht,  wenn  man  &  mit  t  wachsen  lässt,  für  wach- 
?ndes  7i,  und  das  Doppelzeichen  entspricht  dem  in  (9).  Die  61.  (9) 
ßhen  jetzt  über  in 

Sei  <  =  ^1,  V  ^  v^  für  ^  =  0;  dann  bat  man  im  Intervall,  wo 
im  erstenmal  u  den  Wert  l  tibersteigt: 
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3^ 


0 

Zur  Inlegration  ist  za  setzen 
daBQ  wird 

das  ist  mit  Weglassung  der  Terme  höherer  Ordnung: 

oder,  d»  *  Hauptwert  von  n  ist» 

Die  änssersten  Gnsnzen  von  »»^^^'^^^^J^'-^VJkT 
(12)  und  (13)  hervor.  Denn  ftr  u  =  i  wird  nach  (b) 

t;=-  ;i*(/^— X*) 

daher 

In  (15)  nnd  (16)  kann  der  zweite  Term  von  a  nicht  m  RcL. 
konimen.  Demnach  sind  die  änssersten  Werte  von  i  und  . 

Hier  ist  nach  (5)  (4)  als  Ergehniss  der  vorhergShenden 
Bewegung  ,eos«  =  »;  ,riii„^il(i-D 

Bezeichnet  man  diesen  Wert  von  .  durch  «,  so  erhiH  maa: 
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r+-8m«+;j^;  (19) 

Die  gesammte  Stosszcit,  d.  i.  die  Zeit,  während  der  der  Faden  ge- 
sj)aimt  ist,  bat  also  den  Wert 

2R 

8»- 7p  (20) 

and  die  Tangentiaiverschiebiuig  während  des  Stosses  hat  den  Gentri- 
winkel 

2R  Acoso 

Dk  Wlnkelgeaehwindigkeit  iriUurend  des  Stosses  iai  oonstant: 

t  "  < 


(22) 


Im  Vorstehenden  sind  die  BesUindteilo  ermittelt,  aus  denen  sich 
liie  Bewegung  für  alle  Zeit  znsammenset^t ;  denn  aus  den  ununter- 
brochen geltenden  Gl.  (7),  welche  n'  und  r'  als  Functionen  von  u 
illem  bestimmen,  geht  hervor,  dass  die  Bewegaug  periodisch  ist 

Sei  um  den  Schwerpunkt  in  der  Ebene  der  relativen  Bewegung 
rit  dem  BadiuB  I  ein  Kreis  beschrieben.  Von  dem  beliebigen  innem 
%nkte  O  beginne  die  Bewegung  in  der  bdiebigen  Bichtung  OB. 
M  OB  fiUlen  wir  das  Lot  8A^  verlegen  den  Anfang  der  Bewegung 
•dl  nehmen  8A  mr  x  Axe  und  lassen  die  Amptttuden  «  da  be- 
Imen.  Dann  verfolgt  der  materielle  Punkt  P  mit  der  constanten 
•echwindigkeit  l  die  halbe  Sehne  AB  von  der  Zeit  I »  2*  bis 
^  T-\-dj  während  v  von  O  bis  «  wachse. 

Ueber  B  hinaus  beschreibt  P  eine  transcendente  Curve  BBB'^ 
punetrisch  zum  grOssten  Badinsvector  SE^  ausserhalb  des  Kreises. 
B^  erreicht  er  den  Kreis  und  geht  mit  seiner  Endgeschwhidigkeit 
Inf  der  Sehne  B'B^,  symmetrisch  zu  BA^  weiter,  in  deren  Mitte 
.  .kUe  Periode  scbliesst,  so  dass  die  Stücke  ABEB'A^y  AiB^EgB^'A^ 
p  iB^B^'A^  etc.  congment  sind  und  mit  gleichen  CteschwindigMten 
iBhlanfea  werden.  Um  die  Werte  der  Yariabeln  m  den  Haupt- 
Ikten  Obersichtlich  zusammenmstellen,  so  hat  man,  wenn  man 

ft,  so  dass  V  die  Ablenkung  der  Babu  aus  ihrer  Aufangsrichtung 
B&chnet: 
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in  A 

1»  —  IcOBa 

l 

m 

«+« 

Isin« 

X 

A 

X 

v-0 

0 

et  4"« 

2a-}-2a> 

in  ilft 

(2H-i)«H'^ 

(2H-l)(*fT) 

1 

1 

(2/.-+l)«-l-2Aa) 

(l>/,-f-l)(a  l-fo) 

l)r/-f2i« 

#-=2^•(tema+ff) 

l 

A 

1 

(2H-i)(«+») 

In  Betreff  der  gondlinigen  Bewegung  von  B^k^i  bis  Bi  beW 
08  uar  der  folgenden  Beatimmungcn : 


/siniv 


I 


ti  cos  [v    di;(tt  4-  cos«  I 


Um  den  EinbUek  in  die  kmmmUnige  Bewegung  ni  erieichlni 
wollen  wir  zn  Goordinaten  {17  flbergeben,  welche  der  Bahn  BEIt 
angemenen  sind.  Sei  C,  die  Mitte  der  Sehne  SB',  Anfimg,  ^  I 
in  der  Bichtnng  C0',  die  17  in  der  Bichtnng  CB,  Die  nrsprtagüch» 
Gleichmig  der  Bahn  ist  nach  Elimination  von  9^  swischen  (12)  nnd 


.  ,  itsina 


Nnn  hat  man: 


I  =  «sin  (9 — 

1}  s  «cos(«^«i)— Icos  » 


oder,  mit  Vornachlässigoug  höherer  Potenzou  der  kleiuen 
V — Vi  und  »: 

nnd  mit  Zurftckgehen  von  v  anf  ^: 
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.       ^  A  cos  o 

uud  mit  Weglassuug  des  Terms  2.  Ordnung: 

^     Acosa^  Isioa     ^  ^^^^ 

^  =  -yjr^5  fl^-yTTCM*  (24) 

In  uud  B'  verschwindet  das  ist  bzhw.  fUr  — B  und  R; 
daher  ist  die  Länge  der  Basis  HB' 

2/sin«i  y^— 

In  B  TOTBchwiiidet  I  lud  ^,  ond  «9  geht  Aber  in 

*-^f^  (25, 
Die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Basis  ist  v^—v  nnd  zwar 

— tg(v  — Vi)  «.^  =  — tgosin»  (26) 

das  ist  in  ir  und  JEK 

A  /        X       La  I  V,  — «  in  ä 

Dies  diffcrirt  vom  geiianon  Worte  v  =  v,  ^^(a+f«^)  um  die  Kleine 
1.  Ordnung  w,  eine  Abweichung  die  durch  die  Division  otiid^  aus 
einer  Kleinen  2.  Ordnung  hervorgegangen  ist. 

Die  Rectiticatiou  der  Curve  gibt: 

B 

daa  iat  der  Quadrant  einer  Ellipse,  deren  Ualbaxen 

X  Acosüf 

sind.  Deren  Excentridtät  ist  gleieh  der  SagitteCE;  ibre  IdeoMHaUK 
axe  der  Durchmesser  eines  Kreises,  dessen  LAnge  gleidi  der  Basis  BB^, 

dv 

Die  Krttmmnng  der  Cnrve  ist  g^.  Da  nun  ans  (26)  hervorgeht 
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und  rieh  soeben  eigebea  hat 

a»  —    ]^d^  Vi  — siu*«cos*^ 

so  folgt  durch  Division  die  Krümmung 

0v     yp  sing  cos cco8^ 
S"  Ä  (1— rin^co8*d)l 

das  ist  im  Scheitel      wo  ^  »  0, 

in  den  Endpunkten  ir,  wo  4^  R,  =»0,  so  dass  also  udi 
Krfimmnng  im  stetigen  Anschlnn  an  die  geradlinige  Foittetmi 
Bahn  bleibt 

Um  auch  die  zur  Beweguug  vcrwaudte  Zeit  zu  berücksiciit^ 
so  ist 

Da  &  von  — R  bis  R  Tariirt,  so  wird  die  Corve  0  in  der  Zdt 

y  i- 

dnrchlanfen,  unabhängig  yön  der  GeBchwindigMt  uadBicUnft^ 
Anstossefl,  ihr  Quadrat  proportional  der  Fadenlänge  midte  It«* 
m,  und  umgekehrt  proportional  der  Elasticit&t  des  Fidelis. 

Die  Oescbwindigkeit  ist 

AiVl  — 8in=*oc08*^ 

im  Scheitel  hat  sie  ihr  Minunnm  icos«. 

Die  vorstehende  Kechnuug  baute  auf  die  2  VorsasseUoBgeo: 

1)  dasB  u  im  An&ng  •<  /, 

2)  dass  iL  eine  mässigo  Grösse  sei,  nicht  zu  gross  am  die 
(11)  vernachlässigen  zu  kOnuen. 

Es  sind  doinnach  noch  2  Fälle  zu  untersuclien,  wo  m  i» 
^  /,  iiiul  wo  dasselbe  zwar  <^  /,  aber  X  sebr  gross  ist.  Im 
müssen  die  Grundgloichungen  (7)  so  geschrieben  werden,  dw* " 
einem  beliebigen  Auiaugszustaud  bezeichnet  durch  den  Iudex  0^* 
sprechen,  nämlich: 
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nV— iiioVo 

Nach  Elimination  Ton  v*  erhält  man: 

-  «V+  f  \f  j'(«»--tio«)-.F(«*-«o)(«+«o-20  (30) 
Sei  Ifinimnm  von  u\  dann  wird  • 

oder,  bis  auf  1.  Potenz  von  £  cutwickelt 
Soll  also  c  ^0  sein,  so  ist  Bedingung: 


F 


• 

Ist  diese  uiclt  erfüllt,  so  überschreitet  die  Bahn  den  Kreis  u=zl 
nach  innen,  und  die  Bewegung  ist  die  anfänglich  betrachtete.  Die 
Bedingung  lässt  sich  bei  noch  so  kleinem  v'^  durch  ein  hinreichend 
kleines  »<o — '  erfüllen-,  ist  hingegen  /'(uy — l)^  eine  mässige  Grösse, 
so  ist  v'q  sehr  gross,  und  zwar  v\-^  klein  von  der  Ordnung  von 

Sei  /+a  das  Maximum,  das  Minimum  von  mj  dann  giebt 
Gl.  (30),  indem  man  L+a  fUr  ti«,  l-^-ß  für  u  setzt: 

Kach  Einsetzung  dieses  Wertes  Iflsst  sie  sich  in  der  Form  darstellen: 

Entwickeli  man  bis  zu  1.  Potenz  der  Kleinen  «,     so  erhftlt  man: 

^  y /-{^  -  ^    +  2«))  y^^i^^^^i^ 


Setzt  man 

2  2 

so  wird 


=  l+^-^cos^  (31) 
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oder  nach  Wegiassuug  der  Kleineu  hüberer  Ordaai^ 

und,  indem  man  t  mit  ^  vom  Hiiiimiim  «  «  l+ß  an  redud, 

Da  die  Werte  von  «  nach  Zunahme  von  4^  um  4R  wiederkchiea,  k 
ist  die  Dauer  der  Periode 


4R  /  3a+i3\ 


Ferner  Ist 


+11 


also  nach  Integration 

nach  ToBendnng  der  Periode 

Die  Basis  derBahncorve  41«  Ist  demnach  seihst  sehrldein,  akr«« 
▼on  der  Ordnung  wahrend  ihre  Sagitte^  die  OsdUationsweiti  r-A 
von  der  Ordnung  1  Ist 
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¥  4m  Winkel,  den  die  Tangente  der  Bihn  mit  dem 
UeiiMten  Badiiis  (d.  L  für  l-»0,  ♦ssO)  bfldet,  so  iit 

CmCOS»  —  uöfSinr        .  dusiur-f-u^rcost» 
Gosy«» — ,  ■  ■    -  — - — ;     sin  V  =  — /  —   -  — 

Xun  ist  Dach  (31) 

d^^+u*dv^  »  a^^*  {(^^  ^  2.)  (37) 

woraus 


fener 


cos» -1—5^^ 


Folirt  man  diese  Werte  ein,  so  findet  man  cos y  als  eine  uegaÜTe 
Kleine  (|)ter  Oidnnng,  daraus 

V  s  B  ~608v  —  icosV 

Dies  nach  ^  differeutürt  imd  durch 


de» 


(38) 


dV 

bekannt  ans  (37)  dividirt  giebt  die  Krtlmmang       Es  ist 

8»      1/,     a—ß         \  , 

Die  vielen  unregelmässigen  Tcrmo  (i)ter,  bzhw.  1.  Orduung,  welche 
oian  gleichdalls  hndet,  sind  hier  weggolassen  worden. 

Die  Krümmung  ist  also  durchweg  positiv,  am  kleinsten  im  Miai- 
jium  n  =  0) ,  daher  ist  die  Bahncurve  ganz  convex.  Dies  wird 
iuch  durch  den  Teil  1.  Ojrdnnng  nicht  alterirt;  denn  der  foUe  Ans- 

Irnck  TOn       hat  den  Factor  sin^;  es  gilt  also  genau. 
Im  Minimum  u  wird,  vollständig  geschrieben, 

T«U  ZUL  SS 
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im  Maximom  u     »  2R) 


dv     1(2«      (a-3|g)(3(t+|g)  «\ 
Integrirt  man  den  anf  1.  Ordnung  entwickelten  Ansdrnck  (38) 


vou  ^  =  U  bis  ^  =  Ali,  Sü  crgicbt  sich  die  lialiuläuge : 


(42) 


Sic  ist,  vergliclioii  mit  dem  vou  ausseu  uud  iuueu  bcrtthrenden,  co^ 
ceutriBchcu  Krcisbogcu 

um  A— i-^  kleiner  als  la{l+tt)^ 

nm  ^/^""^      grösser  als  4«(i+/J) 

Gl  (U)  dividirt  durch  (32)  gicbt  als  Wert  der  Gcschvsiudigkeit: 

äi  -  K  2    r + TT + "ir  ^ + ^  1 

in  den  Punkten  4^=0,    — 2B 

Ist  II  ^  3/3,  so  nimmt  sie  bis  dahin  best&ndig  ab,  ist  tm 

für  kleinstes  n,  am  kleiusteu  tür  grösstes  w.  Ist  «^SA  so»» 
ein  Maximum  für 

nämlich 
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QQd  jene  2  Werte  sind  Minima. 

Sei  jetzt  wieder  im  Anfang  n  <^  /,  so  dass  die  obige  Einführung 
von  X,  k  Platz  hat;  doch  sei  X  sehr  gross;  dann  zeigt  die  Gl.  (8), 
augcwanrlt  auf  das  Maximum  u,  dass  die  geradlinig  durchlaufene  Kreis- 
sehne y'l' — in  1.  Orduuug,  die  Sagitte  / — x  in  2.  Ordnung  klein 
sein  muss.  Ideutiticirt  mau  dio  Ausdrücke  (8)  (10)  von  (/,  betrachtet 
0,  ^  als  gegeben  und  entwickelt  y,  so  findet  mm: 

r-^-ßi  «  21+^ — 

U+it)(/-/3)(«-ß)+Z(tt+/?)^ 

Ans  dem  letzten  Ausdruck  ist  zu  ersehen,  dass      klein  von  der  ürd- 

nimg  der  elastischen  Dehnungen  sein  muss,  fflr  welche  dieselben  noch 
proportional  der  Zugkraft  angenommen  werden  können.  Da  auch  f 
und  6  klein  1.  Ordnung  sind,  so  ist  bis  auf  1.  Ordnung 

und  die  Gleichung  uu's=:  V  ^  geht  Ober  in 


betzt  man 

^  

2  2 


^,+^lzi^^^iieosl^ 


so  ergiebt  sich: 

Ferner  ist  nach  (44)  (45) 

daher  nach  (7) 
iutegrirt 
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Moppt:  Btwegung  twekr  durch  eiiun  </<MH'icAf  Fadu  «le. 


Diese  Resultate  weiehen  im  Hanptwert  nicht  yob  den  aafltaglkk  th 
baltenen  ab.  Daher  wird  die  Natur  der  Bewegung  aieht  didntk 
verändert,  wenn  i  hia  in  der  gestatteten  Grense  gross  ist  £i  ni 
demnach  nur  die  2  Fälle  sn  trranen,  wo  das  Minimna  %<^lui 

wo  es  ^  Z  ist;  der  Grenzfall  ist  ?om  zweiten  Falle  siebt  ao|g^ 
schlössen. 
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xxm 

Ueber  den  in  der  Definition  der  Potenzlinie 

entbalteueu  Kreis. 

Beitrag  zur  Lehre  von        Potonzon  eines  Punktes  mit  Bezug 

auf  zwei  Kreise. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  L.  Maak 

SB  Ladwigabarg. 


S  1. 

Seit  linger  Zeit  ist  in  die  Krdslehre  die  BeCrachtang  detjenigen 
Oeraden  eiiigefUirt,  welche  —  zu  zwd  gegebenen  Kreisen  gehdrig  — 
bald  als  Chordale,  bald  als  Potenzaxe,  bald  als  Linie  der  gleichen 
Potenzen  bezeichnet  wird;  sie  ist  gewiss  als  einer  der  wichtigsten 
geometrischen  Oerter  anzusehen,  wie  sie  ja  auch  in  Steiner's  gross- 
artigeD  ,,geometri8dien  Betrachtangen**  [Crelle*i  Jonmal,  Band  I.] 
von  vom  herein  nnd  im  wdteren  Verlanfo  eine  der  bedeutendsten 
}! ollen  spielt  Sofeni  nun  die  Kenntniss  besagter  Linie  an  die  Be- 
trachtaug derjenigen  Grösse  sich  angeknüpft  hat,  welelio  Potenz  eines 
Punktes  mit  Hozug  auf  einen  Kreis  genannt  wird:  zeigt  sich,  dass 
mau  uiclit  bloss  von  einer  geraden  Linie,  welche  als  geometrischer 
Ort  des  Punktes  gleicher  Potenzen  zu  zwoi  gegebenen  Kreisen  sich 
darbietet,  sondern  in  ganz  analogem  Sinne  von  einem  kreisförmi- 
gen Orte  reden  darf  Diess  nachzuweisen,  also  einen  bisher  ver- 
lacblässigten  Ortskreis  an  das  Licht  und  zu  seinem  Hechte  zu  brin- 

—  ist  der  Zweck  der  folgenden  Abhandlung.  Möge  nur  der  Leser 
dch  gefallen  lassen,  dass  zunächst  in  der  genaueren  Fassung  und  Dar- 
itellang  des  zu  berücksiciitigendcn  Potenzbegriffes  selbst  die  sichere 
Grundlage  für  das  weiter  hier  Vorzutragende  gegeben  werde. 
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i  3- 

Wie  auch  oiu  gegebener  Punkt  /*  gcgcu  einen  gegebenen  Kreis 
(in  der  Ebene  desselben)  liegen  möge —  es  gilt  bekanntlich  der  Satz: 
das  "Rechteck  aus  den  Entfernungen  des  Punktes  von  den  EndpnakteD 
einer  durch  ihn  gehenden  Secante  des  Kreises  hat  immer  dieselbe 
Grösse,  was  auch  für  eine  Richtung  die  Secante  haben  möge.  Diese 
Grösse  ist  also  immer  dargestellt  durch  das  bestimmte  Recht^k  aos 
den  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  Endpunkten  D^.  des 
nach  ihm  weisenden  Durchmessers-,  und  diese  absolute  Grösse  ist 
es,  was  man  nrsprtinglich  unter  Potenz  des  Punktes  F  mit  Besag  auf 
doi  Kreis  verstaiiden  hat 

Wird  nun  auf  der  Geraden,  die  durch  den  Punkt  J'  und  den  Mit- 
telpunkt Af  des  gegebenen  Kreises  geht,  die  Richtung  PM  {von  P 
nach  ^f\  als  die  positive  erklärt,  die  ihr  entgegengesetzte  als  die 
negative;  so  ist  jerh  r  der  von  /'  aus  zu  nehmenden  Wege  P/),  -PDi, 
entweder  positiv  o-.!-  r  negativ  gerichtet,  wenn  er  nicht  null  ist.  Wird 
diess  berücksichtigt,  und  wird  dann  jeder  Weg  in  der  auch  sonst  üb- 
lichen Weise  durch  eine  positive  oder  negative  Zahl  oder  Noll  dar- 
gestellt: so  liegt  es  nahe,  die  Potenz  des  Punktes  P  mit  Bezn?  auf 
den  Kreis  nicht  mehr  in  der  vorhin  envähnteu  absoluten  Weise  aut- 
zufassen, sondern  sie  in  algebraisch  geometrischem  Sinne  zu 
definiren:  als  Product  der  algebraischen  Werte  der  Wege,  welche  m 
P  ans  an  die  Endpunkte  des  nach  F  weisenden  Durchmessers  gdin. 
So  ist  anch  Steiner  in  seiner  späteren  Zeit  von  der  früheres  ab- 
soluten Auffassung  zu  der  algebraisch  geometrischen  übergegtmgcn. 
[Vgl.  Steiner 's  Theorie  der  Kegelschnitte  von  Geiser;  2te  Anflagfi]- 

Sei  jetzt  r  der  absolute  Wert  des  Halbmessers  eines  gegebcneo 
Kreises ,  dessen  Mittelpunkt  M  heisse ,  und  sei  e  der  nach  ObigeB 
positiv  aufzufassende  Weg  von  einem  gegebenem  Punkte  F  nach  3/. 
Heissen  wieder  Z),,  jD,i  die  Endpunkte  des  nach  F  weisenden  Bsrc^ 
messers,  etwa  der  bei  n&ber  liegende,  so  ist  nach  der  ittn 
AullassiiDg 

PD.PDi^  =  (e— i)(«+r)  =  e«— r«,  falls  F  ausserhalb  des  Kreise 
dagegen 

FD^  ,FDu  =  (r-e)(r+e)  =  r«— ««,  falls  F  innerhalb 
nach  der  nenen  Auffassung  aber  hat  man 

PD^.PDu  -  («-r)(«+r)  —  ««— r«,  im  ersten  FaUe 

nnd 

FD^,FD^^  =  j_(r— c)j{(r+<f}  im  zweiten  FaUe; 
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d.  h.  nach  der  nenen  Anfiassong  ist  für  beide  Fälle  gleicbmässig 

wobei  auch  der  Fall  €  =  r  mit  eingescblossen  iit 

Hiermit  Längt  der  weitere  Vorteil  zusanimeu,  den  die  neue  Auf- 
fassung gewährt.  Ist  nämlich  in  ihrem  Sinne  die  Potenz  eines  Punktes 
mit  Bezug  auf  einen  Kreis  gegeben  i:/>*,  so  lässt  sieh  der  gegebene 
Wert,  jcnachdem  er  positiv  oder  negativ  oder  null  ist,  sofort  cr- 
kenneu,  ob  der  betrefifendc  Punkt  ausserhalb  der  Peripberio  oder  in- 
nerhalb oder  auf  ibr  selbst  sich  befinde. 

Wenden  wir  die  neue  Auffassung  jetzt  an  auf  das  Vorkommniss,  dass 
ein  Punkt  /'  mit  zwei  Kreisen  zuirleich  gegeben  sei.  Daun  sind  die 
zwei  zugeliörigen  Potenzen  von  P  entweder  beide  gleichartig  oder 
bi'ide  ungleichartig.  Der  erste  dieser  Fälle  ist  vorhuudcu,  wenn  ent- 
weder beide  Potenzen  positiv,  oder  beide  negativ,  oder  beide  null  sind, 
ü.  h.  wenn  P  entweder  ausserhalb  des  einen  u  n  d  des  andern  Kreises 
liegt,  oder  innerhalb  des  einen  und  des  andern,  oder  in  einem  ge- 
meinschaftlichen Punkte  beider  sich  befindet.  Der  zweite  Fall  liegt 
vor,  wenn  entweder  die  eine  Potenz  positiv  und  die  andere  negativ 
oder  die  eine  positiv  und  die  andere  null,  oder  die  eine  negativ  und 
die  andere  nnll  ist,  d.  h.  wenn  P  entweder  innerhalb  des  einen  Kreises 
imd  ausserhalb  des  andern  liegt,  oder  P  ausserhalb  des  einen  und  auf 
der  Peripherie  des  andern,  oder  F  innerhalb  des  einen  und  auC  der 
Peripherie  des  andern. 

Die  bisher  gemachten  BemerkuJigen  sprocbon  wo!  deutlich  genng 
•lafür,  dass  man  anders  als  liisher  sich  zu  verhalten  habe  gegeiiiib(U' 
'1(T  gewühnlich  so  lautenden  Aufgabe :  d  e  n  g  e  o  m  e  t  r  i  s  c  h  e  n  Ort 
eines  Punktes  zu  finden,  dessen  Potenzen  mit  Bezug 
auf  zwei  gegebene  Kreise  einander  gleich  seien. 

Sie  ist  —  soviel  ich  sehe  bisher  nnr  in  dem  Sinne  behandelt 
worden,  dass  die  betreffenden  Potenzwerte  sowohl  absolut  gleich  als 
algebraisch  gleichartig  seien;  es  ist  aber  jetzt  gewiss  angezeigt  auch 
die  Möglichkeit  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Werte  zwar  absolut  gleich 
aber  nicht  gleichartig  seien.  Die  Behandlung  im  ersten  Sinne  führt 
auf  den  alll»ckannten  geradlinigen  Ort-,  die  im  zweiten  Sinne  führt  auf 
einen  kreisförmigen,  <len  man  bisher  nicht  beachtet  hat.  Der  nächst 
folgende  §  wird  demselben  sofort  zu  seinem  liechtc  verhelfen. 

Aufgabe.  Gegeben  zwei  Kreise,  ihre  Mittelpunkte 
und  Af|2,  ihre  Halbmesser       und         die  Strecke 
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3f,  3/,,  =  n.  Mau  ermittle  uud  untersuche  den  geometri- 
schen Ort  desjenigen  Punktes  /*  dessen  Potenz  mit  Be- 
zugauf den  einen  Kreis  absolut  gleich  aber  entgegen- 
gesetzt sei  seiner  Potenz  mit  Bezug  auf  den  aideri 
Kreis. 

AoflOsang.  Es  verde  als  Urapnuig  raebtiniikfig  wl» 
dener  CooidimteiiaTen  M^Xy  Af^  FgeBonmen,  «ndder  pMüitSiiv 
M^X  der  enten  Axe  werde  durch  den  Piudrt  A/^,  gelegt;  aMM 
sind  die  swei  Kreise  dargestoUt  durch  die  Gleichnngen 

1)  «H»+y*-V=:0, 

wo  n,  Tj,  bestimmte,  positive  Werte  haben.  Für  jedeUgcde 
in  Kode  stehenden  Ponktes  P  hat  man  zun&chst  nach  §  2. 

algeb.  Poteuzwert  zum  ersten  Kreis  =  rM^^—r^*, 

„  „  zweiten  „    —  SS^t*— 

wenn  man  aber  die  Coordiuatenwerte  von  solchem  1'  selbst  mit  x,  ji 
bezeichnet,  so  ist 

und  ist 

man  hat  also  offsahar  anzugeben 

(algeh.  Poieaswert  y.  P  zom  ersten  Kreis  »  9^+9*— 

Da  nun  diese  Potenzwerte  einander  gleich  aber  entgegengesetzt  «ii 
sollen ,  SU  muss  ihre  Summe  null  sein ,  d.  h.  als  Gleichung  dos  lüff 
gesuchten  geometrischen  Orts  ist  anzugeben 

4)    !x«+>/^-r,>)+l(x-a)»+y«-r„«|  =  0. 

Diese  Ortsglcichuug  ist,  wie  man  sieht,  ganz  identisch  mit  deijcsiiSi 
welche  durch  Addition  der  beiden  KreisgleidNingen  1)  und  3) 
sieh  ergibt  Demnach  jedes  Paar  zusammengehdrigcr  Werte  tos  : 
und  welches  die  bcidea  Kieisgleichiugeii  1)  and  2)  nmsl  befrie- 
det, mnsa  nach  der  Gleichang  4)  genflgea;  and  jedes  solche  Fiar 
weldies  die  Gleichaag  4}  nebst  einer  der  Gleichaagea  1),  k^ 
friedigt,  mass  aadi  der  andern  genttgen.  Somit  ist  xa  ssgea: 

I)   Jeder  Punkt,  ia  welchem  die  beiden  gegebeifi 
Kreise  sich  schneiden  oder  berühren,  ist  auch  ftr 
hier  gesachte  Ortslinie  ein  Pankt,  in  welchem  lis  j** 


Digitized  by  Googl 


400 


deiYon  jenen  beiden  besiehnngsweise  schneidet  oder 
berflhrt  Und  jeder  Pnnkt,  welchen  etwa  die  Ortslinie 
mit  dem  einen  jener  Kreise  gemein  hat  —  sei  es  als 
Schnittpunkt,  sei  es  als  BerOhrnngspnnkt  —  mnss  ihr 
in  demselben  Sinne  anch  gemeinschaftlich  sein  mit  dem 
asdern  Kreis. 

Bringen  wir  jetst  die  4)  aaf  die  sehr  nahe  liegende  G^talt 
SO  sagt  ans  dieselbe  offenbar 

=  U^+ru\  d.  h. 

II)  Der  Ort  des  Punktes  welcher  mit  Bezug  auf 
zwei  gegebene  Kreise  absolut  gleiche  aber  entgegen- 
gesetzte Potenzen  hat,  ist  vöUit,'  der  selbe  wie  der  Ort 
desjenigen  Punktes,  für  welchen  die  Summe  der  Qua- 
drate seiner  Entfernungen  von  den  festen  Mittelpunk- 
ten jener  beiden  Kreise  constant  gleich  ist  der  Summe 
der  Quadrate  ihrer  Kadicu. 

Ordnen  wir  die  4)  nach  Potenzen  von  x  nnd  y,  so  dass  entsteht 

2«*+ V— 2a»  —  ri»+ V— a», 

80  ist  aus  der  Gleichheit  der  Cocfficicntcn  von  und  '</-  und  aus 
dem  Fehlen  eines  mit  xy  behafteten  Gliedes  bereits  zu  ersehen,  dass 
diese  Gleichung  einen  Kreis  darstellen  werde  oder  könne.  Das  klar 
ste  Licht  aber  über  ihre  Bedeutung  ergibt  sich,  wenn  wir  zunächst 
ihre  beiden  Seiten  mit  der  Zahl  *J  dividircn,  dann  beiderseits  ad- 
iiiren.  Hierdurch  und  mittels  leichter  Zuäammeufassuugeu  crhaltuu 
wir 

Angesichta  dieser  Form  der  Ortsgleichnng  ist  sofort  sa  sagen:  ent* 
weder  gibt  es  gar  kein  Paar  reeller  Werte  von  «  und  y,  weldie  ihr 
genflgen,  oder  es  gibt  ein  einzigee  solches  Paar,  oder  es  gibt  nnsfth- 
Uge.  IMese  drei  Fälle  treten  der  Reihe  nach  ein,  jenaehdem 

> 

Ba^enige  Paar,  welches  in  dem  zweiten  dieser  drei  Ffllle 

iuftntt,  ist 
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diesa  sind  die  Coordinatenwerte  des  Halbü  uügspuuktcä  .1/^  der  Strecke 
jUjlfji.   Was  deu  dritten  Fall 

angebt,  80  ist,  wenn  er  zutriHt,  die  6)  uffünbar  die  Gieichong  eine» 
eigeDtUchcii  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  die  Coordinatenwerte  ^  «od 
ü  bat,  und  dessen  Kadios 

sich  darbietet 

Da  (wegen  a  ^  0)  die  Bedingungaformel 

> 

tu  ersetzen  durch 

> 

80  macbcn  wir  über  die  eben  cingefübrte  absolute  Wurzel  die  Be- 
merkung: sie  ist  gleich  der  Hypotenuse  h  eines  rcchtwiukligeu  Drei- 
ecks, dessen  Katheten  sind  r,y2  und  rii^2.  Nun  ist  der  Satt  uu- 
znsprechen: 

Iii)  Wenn  zu  zwei  nach  Lage  und  Grösse  gegebenen 
Kreisen,  deren  Mittelpunkte  boissen  mögen,  der 

geometrische  Ort  desjenigen  Punktes  gesucht  wird, 
dessen  Potenzen  mit  Bezug  auf  jene  einander  absoUt 
gleich  aber  entgegengesetzt  sein  sollen:  so  zeigt  sieh 
dieser  Ort  entweder  imaginftr»  oder  er  redneirt  liek 
auf  einem  einzigen  Punkt,  den  Halbirnngspnnkt  J4 
Strecke  Jkf|Af]|,  oder  er  findet  sich  als  eigeatliclier, 
eben  diesen  Punkt       zu  beschreihenden  Kreia  Wel- 
cher von  diesen  drei  Fällen  eintrete  hängt  daron  alt 
wie  gross  die  Strecke  A/j3/]|  sei  gegen  die  Hypoteautft 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  als  deasen  KatketoBta 
nehmen  sind  die  Diagonalen  der  zwei  Quadrate,  welek« 
aber  den  Halbmessern  jener  Kreise  als  Grundliniea  fisi 
errichten  lassen.  Je  nachdem  die  Strecke  M-^Ai 
ser  als  A,  oder  gleicb      oder  kleiner  ist:  bat  man  i«* 
ersten,  zweiten,  dritten  der  augegcbcu  Fälle. 
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Um  nun  die  YenchiedeneD,  bei  ansrer  Aufgabe  zn  beachtenden 
Encheinmigen  desto  genauer  trnd  slcberer  m  erfoneben,  votten  wir 

fClr  die  Grosseu  r^,      jede  der  swei  möglichen  Annahmen 

r, —        und  r^^r,! 

iicsoudcrs  berücksichtigen  und  demgemäss  das,  was  jede  von  ihnen 
eigCDtiimlichcs  bewirkt,  auch  besonders  hervorheben. 

Lassen  wir  also  in  die  aUgemoine  Gleichung  6)  zunächst  die  An- 
nahme ti  =s     »  r  eingehen;  jene  wird  dadnrdi  übergeführt  in 

Für  die  in  dem  allgemeinen  Satz  III)  aufgefülirtcn  Fälle  reducirt  steh 
nun  die  Bedingungsformel  bezieliuugswci&o  auf 

> 

< 

und  der  zum  dritten  dortigen  Fall  gehörige  Wert  des  Halbmessers  q 
reducirt  sich  auf   

Hiernach  ist  zu  sagen 

lY)  Wenn  zwei  gleiche  Kreise  nach  Lage  und  Grösse 
gegeben  sind,  so  findet  sich  der  Ort  des  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Potenzen  mitBezng  anf  sie  habenden 
Panktes  entweder  Imaginär,  oder  anf  Einen  Punkt  rc- 
dneirt,  oder  als  eigentlicher  Kreis  — je  nachdem  der 
Abstand  der  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kreise  grö- 
sser ist  als  die  Snmme  ihrer  Halbmesser,  oder  gleich, 
oder  kleiner.  Der  im  dritten  Fall  auftretende  Halb- 
messer g  des  Ortskreises  ist  zn  constrniren  als  Kathete 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  die  andere 
Kathete  nebst  der  Hypotennso  bekannt  ist;  die  Hypo- 
tenuse nämlich  gleich  dem  gemeinschaftlichen  Halb- 
messer (r)  der  zwei  gegebenen  Kreise,  die  bekannte 
Kathete  gleich  dcmhalbeu  Abstand  ihrer  Mittelpunkte* 

Ans  Vorstehendem  ist  —  flbereinstimmend  mit  der  allgemeinen 
Angabe  I)  —  auch  zu  entnehmen 

V)  Wenn  zwei  gegebene  ploiche  Kreise  frei  ausein- 
ander liegen,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  gleiche 
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aber  eiitf  egeigetelzto  Potensen  mit  Bezug  &«f  sie  Ii- 
banden  Panktes  imeginftr.  —  Wenn  Jene  von  tnisev  lieb 
berflhren,  so  redneirt  sieb  der  Ort  anf  den  beslgliekn 
Berflbrnngsi^aokt,  wobei  als  Poteaswerte  auftreten— 6 
and  +0,  —  Wenn  jene  Tielnebr  sieb  sebneiden,  to  ist 
der  Ort  derjenige  Kreis,  welcber  die  gemeinscbaftliebc 
Sebne  der  zwei  gegebenen  selbst  als  Bnrcbmesser  est- 
bftlt. 

Machen  wir  jetzt  für  die  Grössen  r|,  r,i  die  zweite  der  za  b^ 
rflcksichtigenden  AnDahmen  (namlicb  rj  and  rj,  nogleicb),  und  setzet 
wir  des  bestimmteren  ri>^r,i.  Da  nnn  ^t^+^ti*  JedenMs  » 

^""^  ^  ^  der  Annahme  r,  >     jede  der 
oben  eingcfnhrten  (zosammengesotzten)  Qoadratsbascn  pooüT  ist:  m 

kann  man  fftr  die  scbon  in  III)  eingefabrte  GrOsso  h  {k  m^Y^r^+^fl 
bemerken,  dass  sie  anch  als  Uypotennse  de^enigen  rediliniddigeB 
Breiecks  sich  darbiete,  welches  die  eine  Kathete  habe  gleich  der 
Summe  der  zwei  gegebenen  Radien,  die  andere  gleich  der  Bifferest 

Und  hiernacli  empfiehlt  es  sich,  die  allgemeine  Ortsgleichung  6)  aus- 
drücklich noch  auf  die  Form  /u  bringen 


7) 


Hält  man  sich  an  diese,  so  liegt  es  uaho  die  folgoiulen  Bonierknngeü 
zu  machen  zu  den  drei  IlaupttHllcn,  welche  man  in  dem  aUgeiaeiBe& 
Satz  III)  zu  anterscbeidoB  hatte. 

Ist  der  Fall  a  /*  vorhanden,  so  sieht  man,  dass  in  der  Bedin- 
gung a  ^  Ä  immer  mitgesetzt  ist  die  Forderung  n'^  r^-{-r^^,  d.  k 
die  Fordenuig,  dass  der  kleinere  der  zwei  gegebeacu  Kreise  ganz  ftö 
ausserhalb  des  grösseren  liege. 

Ist  Yielmebr  der  Fall       h  vorbanden,  so  zeigt  ridi  audi  aocK 

wie  vorbin,  mitgesetzt  a^rj+r,,,  somit  ia>'  J(*'i+'*ii)- 
aber  die  Annahme  a«A  jetzt  mit  der  bestimmteren  weiteren  r,>r,i 
verbunden  ist,  so  ergibt  sich  für  |a  auch  die  Angabe  <  r,;  ein- 
fach deswegen,  weil  alsdann  a*  =  «— 2r,*-f  2r,,2  mit  sich  briii|t 
a*  <^  4r,^  oder  a  <^  2r^.  Die  Verbindung  also  der  beiden  Angabn 
a  ^  h  und  r,  ^  r,,  bringt  mit  sich,  dass  der  kleinere  der  zwei  g^ 
gebenen  Kreise  ganz  frei  ausserhalb  des  grösseren  liege,  und  di« 
der  Punkt  Mo  (der  Halbiruugspuukt  der  Strecke  M^Mij)  frei  uuicr- 
halb  des  grösseren  gegebenen  Kreises  sich  behude. 


Ist  endlich  der  Fall  a  <  Ä  («  <  V(r,  +  r^^y+ir^—  r„)=  ^ 
banden,  so  ist  hiermit  dem  n  nicht  bloss  jeder  von  ü  bis  zu  (rj-f  i^o) 
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n  denkende  Werl  zvgelMfeBi  soidern  et  ist  aadi  die  Müi^iehkeii 
a>rA+**ii  dnrebau  nicht  abgeschnitten;  es  kaim  recht  gat  a> 

rj+r,i  sein.  Während  es  glcichwol  <  V{ri + r^)-  -\-  (rj^—r^i)^  j  ist 
Sofinrn  aber  die  Annahme  a  mit  der  weiteren  Bestimmung  r,>T]| 
verbanden  sein  soll,  die  wir  jetzt  festhalten:  so  ist  (wegen  «*<C2r,* 
4-2r,i^)  noch  vielmehr  als  vorhin  a-  <  4r|*,  a  <^  2r,,  ],a  <^  r„  d.  h. 
JfjA/y  <^  rj.  Sicht  man  dann  zugleich  auf  die  (bei  a  <^  h)  reell  und 
positiv  ausfallende  Grösse  ^,  deren  Wert  ist 


Die  Frucht  vorstehender  Erwägungen  ist  der  Satz: 

VI)  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise,  mit  Mittelpunk- 
ten Ml  und  Afjj,  mit  Radien  r^,  rn,  nnd  awar  r^^r^x  ge- 
geben sind,  nnd  man  sucht  den  Ort  des  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Potenzen  mit  Bezug  auf  jene  haben- 
den Punktes:  so  hat  man  die  Strecke  M^m^^  zu  Tergloi- 
chen  mit  der  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
ans  Katheten  r,+»"ii  und  r,— Findet  sich  dann 
37,3/,,  ^ wodurch  die  ganz  freie?  Lage  des  kleineren 
Kreises  ausserhalb  des  grösseren  mitgesetzt  ist:  so  ist 
der  gesuchte  Ort  imaginär.    Ist  =  A,  was  gleich- 

falls nur  bei  ganz  freier  Lage  des  kleineren  Kreises 
ausserhalb  des  grösseren  zutreffen  kann:  so  rcducirt 
sich  der  gesuchte  Ort  auf  den  Halbirungspuiikt  3^  der 
Streke  M^Af^j^  nnd  es  findet  sich  Mq  innerhalb  des  grö- 
sseren gegebenen  Kreises.  Ist  e  n  d  l  i  c  h  3/,  3/j ,  <1  w  o  - 
durch  die  ganz  freie  Lage  des  kleineren  gegebenen 
Kreises  ausserhalb  des  grösseren  nicht  ausgeschlos- 
sen, aber  jede  andere  Lage  zugelassen  ist:  so  findet 
sich  der  gesuchte  Ort  als  eigentlicher  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  Mq  innerhalb  des  grösseren  gegebenen 
liegt.  Was  den  Radius  q  des  Ortskreises  betrifft,  so 
ist  er  als  zweite  Kathete  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
zu  eonstruiren,  dessen  Hypotenuse  =  JA,  und  erste  Ka- 
thete =  iM^I^i  bekannt  sind;  und  hierbei  findet  sich 
immer  ^^r,. 

Wenn  man  die  eben  gemachten  Angaben  (namentlich  ^^^r^  und 


90  hat  man  offenbar  immer: 


^<W.  d.h.  p<ri. 
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Maekt  IMbtr  dem  iß  d*r  D^fimtiM 


Mf^  innerhalb  des  gröflsmn  gegebenen  Kreises)  mit  deojeiugea  du 
Satzes  I)  verbindet,  so  gewinnt  man  die  folgenden,  mehr  ante» 
lieben  Baatinunungen. 

YII)  Wenn  ein  Kreis  JT,  und  ein  Icleinerer  iniol- 
clier  Lage  gegeben  sind,  dnss  ein  eigen tlielier  Kreit  J; 
ftls  Ort  desjenigen  Pnnktes  sich  findet,  dessen  Potes* 

zen  mit  Bezug  auf  A'„A'',,  absolut  gleiche  aber  entgegen- 
gesetzte Werte  haben:  so  hat  man  mit  Kücksicbt  auf  dii 
verschiedeneu  möglichen  Fillle  der  gegen seitigen  Lage 
von  A|  und  K^^  folgende  Angaben  zu  machen. 

a)  Wenn  JT^i  frei  ansserhalb  von  Ki  liegt,  so  fallt  1^ 
frei  innerhalb  von  JT^. 

Denn  bei  der  gemachten  Annahme  ist  durch  Satz  I)  zunSdiil 
dies  unmöglich  gemacht,  dass  A',,  uud  Aj  sich  sclmeideu  oder  berüh- 
ren. Da  ferner  nach  VI)  der  Mittelpunkt  von  Ä^,  frei  inuorklb 
von  A'j,  uud  da  p  sein  moss:  so  bleibt  nur  übrig,  dass  vo& 
Aj  frei  nmschlosscu  werde. 

b)  Wenn  Kx  nnd  K^x  in  einem  Punkte  sich  iniserlieli 
berühren,  so  werden  beide  in  eben  diesem  Punkte  toi 

berahrt  (nach  I);  and  JTo  liegt  (wie  sein  MittelM*^' 
innerhalb  von  Kx. 

c)  Wenn  AT,  und  A\j  in  zwei  Punkten  sich  schueidea. 
so  geht  A'o  durch  eben  diese  Punkte  (nach  I.),  hat  übrigesi 
seinen  Mittelpunkt  JU^  innerhalb  von  Kx* 

d)  Wenn  A'^  und  A'^j  in  einem  Punkte  sich  von  innen 
hertihron,  so  werden  (nach  I.)  beide  i n  eben  diesem  Punkte 
von  A'^  berührt.  Dabei  wird  A'^  vou  A",  umschlossen  (wt»gen 
Lage  von  iUy  und  p<Cri),  und  wird  K^^  von  umsciilosseo 
(wegen  Ungloichartigkoit  der  Potonzwerto). 

e)  Wenn  A^^  frei  innerhalb  von  Kx  liegt,  so  hat  der 
Kreis  Aq  weder  mit  Kx  noch  mit  J^i  einen  Punkt  getteis 
(nach  I.).  Dabei  findet  %ie\LK^  frei  innerhalb  yonJE|(ve8eD 
Lage  von  3/«  nnd  p<,ry\  nnd  wird  A',,  von      frei  amsehlos- 

seu  (wegen  Uuglcichartigkeit  der  Potenzwerte). 

Wenn  die  Torstehendcn  S&tie  snm  Teil  den  EindrndL  eiliger 
Sdiweriftlligkeit  machen,  so  wird  dies  f&r  die  etwa  weitem  fsA- 
wickelnden  um  so  eher  nnd  wird  so  lange  zu  befUrcbtsn  acin,  fk 
für  den  neuen  Ortskreis  nicht  ein  passender  kurzer  Hsme  vodMiriP 
ist  Wie  soll  nun  dieser  lauten?  Wer  filr  die  in  §  1.  bertcMUflü 
gerade  Ortslinie  den  Kamen  „Potensenaie^'  liebt,  möchte  fliglieb  pr 
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MNSt  >ehi«  anflern  Ortsknis  als  den  «»Potenze&kreU  z«  zwei 
gegebenen**  zu  beieiehnen;  dem  stellt  aber  der  Unurtand  entgegen, 
dass  Ton  Steiner  [in  CreUe's  Joomal,  Band  I.,  geoMtrieche  Be- 
tnditQDgeii,  Nr.  XL]  bereits  die  Benennung  „Potenzenkreis  zweier 
gegebenen  Kreise". in  ganz  anderem  Sinno  gebraucht  ist  Hienach 
Hin  wol  besser  an  den  für  „Potonzenaxe**  aucb  geläufigen  kurzen 
Hamen  „Chordale"  anzuknapfon.  Ich  möchte  deshalb  vorschlagen 
den  Ortokrds  unsres  %  kurz  als  den  „Chordalkreis  zu  zwei 
gegebenen  Kreisen"  za  bonouncn,  und  ich  werde  mir  Torerst  — 
wenigstens  im  weiteren  Verlaufe  dieser  Abhaudluug  —  gestatten, 
dieser  Bezeicbauug  mich  zu  bcdieueu. 

Anmerkang.  Durch  die  so  sehr  einfachen  Bechnungen  unsres 
$  ist  vollkommen  der  Weg  gebahnt  auch  zu  weiteren  Untersuchungen, 
die  von  Interesse  sein  dflrften;  ich  hebe  z.  B.  hervor  die  Betrachtung 
deijenigen  Erscheinungen,  die  sich  dann  darbieten,  wenn  von  den  in 
der  Aufgabe  gegebenen  Elementen  o,  rj,  r,,  eines  oder  mehrere  ver- 
änderlich werden.  Besonders  wichtig  dfiiite  die  Untersuchung  sein, 
welche  an  die  Annahme  sich  knüpft,  dass  zwar  r,  und  rj|  constant 
bleiben,  aber  a  stetig  alle  positiven  Werte  von  0  bis  «  durdilaofe. 
Da  zeigt  sieh  nicht  Uoss  der  entsprechende  Gang  der  Grösse  q  der 
Beachtung  wert,  sondern  vielmehr  noch  die  Aenderuog  desjenigen 
Wogstückes  ar,  welches  durch  die  Gleichuug 

dargestellt  wird;  es  ist  dies  der  Weg,  welcher  von  dem  Punkte  Hj 
an  tiber  hinaus  bis  zu  dem  in  dieser  Richtung  liegenden  Punkte 
D  des  Chordalkreises  geht.  Die  hiebei  namentlich  angezeigte  Frage 
nach  dem  Maximum  oder  Minimum  des  Weges  M^D  Ist  unschwer  zu 
erledigen;  nur  würden  wir  durch  geuaueres  Eingehen  auf  diese  Dinge 
zu  sehr  von  dem  Hauptzwecke  dieser  Arbeit  abgelenkt  werden. 

Dagegen  darf  allerdings  nicht  unterdrückt  werden  eine  Bemer- 
kung, welche  schon  an  die  eigentliche  Einleitung  unsres  §  sich  knüpfen 
konnte,  und  ftU-  welche  man  leicht  die  strenge  Begrttndung  finden  wird. 

>Venn  beliebig  gegen  einander  geneigte  Coordinatenaxen  OA,  OY 
)?(^geben,  und  wenn  mit  Bezog  auf  sie  irgend  zwei  Kreise  if^, 
durch  Gleichungen 

V«.»  — 0  und  ^«^  —  0 

dargestellt  sind:  so  ist  die  Gleichung  qp-j-i/;  =0  auch  nun  die  Dar- 
stellung des  zu  A'j,  A'„  gehörigen  Chordalkreises,  wie  wir  es  zunächst 
bei  rechtwinklig  verbundenen  Coordinatenaxen  gelernt  haben.  Diese 
Angabe  ist  ganz  analog  der  längst  bekannten,  dass  die  Gleichung 
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Mmehx  OA&r  dm  im  dtr  D^fitMtm 


tp — =  0  itlr  die  Chordale  jener  gegebcMA  Kreise  gelte,  und  flr 
beide  AogalM  tat  ihre  BiehtigkeH  gleiebgnt  mit  Hilfe  der  Iner  fjtr- 
botenen  Mittel  nacbznweiien.  So  wiroi  «ach  alle  eigeillidiet  flMil- 
lebreB  TOS  der  Chordale  oder  PotemenaKe  zweier  gegebeM  Inin 
gaoz  Bich  der  Aotlogie  msret  $  8.  doreh  Stellnog  md  AiUibk 
der  eatspreeheadea  Aufgabe  m  entwicMo.  Und  dabei  dikrfle  wm 
ia  den  Fall  koaraea  ~  gegeoflber  Crtheren  BehanAiagn 
GegenateBdee  —  sowohl  eiaer  grOaten»  Lelehtigkeit  imd  MvM 
des  Fortgaaga  ala  aach  eiaer  grOsaerea  YeUatiBdii^eil  nd  0—1% 
keit  der  BeaelCale  aicb  aa  erfrenea. 

§4 

Wenn  der  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  üT,,  A',^  gehörige  Chordil- 
kreis  nicht  imaginär  ist,  so  ergeben  sich,  für  alle  Fallo  giltiK.  zwei 
Uauptbcstimmungeu,  welche  ganz  unmittelbar  an  die  begriffsmftsafe 
Eigentamiichkeit  jedes  aetaer  Peripheri^ankte  sich  aakaftpfea. 

I)  Ist  P  ein  beliebiger  Poriithenepunkt  des  Chordftlkreiscs,  etfl 
innerhalb  von  Ä'j,  also  ausserhalb  von  befindlich,  so  ist  das  Qna(!rat 
jeder  der  von  /'  aus  an  /f,i  zu  ziehenden  Tangenten  PT^^,  rr„ 
gleich  dem  Rechteck  aus  den  Abschnitten  jeder  durch  P  gehenden 
Sehne  des  Kreises  K\.  Fasst  mau  von  solchen  Sehnen  iushesouden' 
die  ins  Auge,  welche  in  P  selbst  lialbirt  ist  und  deren  Kudpuaktt* 
(^,,  i^i  heissen  mögen:  so  zeigt  sich  /*  als  Mittelpunkt  eines  dorch 
Qi^  Iii  und  die  Bertlhrungspuukte  jener  Taugeuten  gehonden 
Kreises.  Für  diesen  also  ist  die  Sehne  (^,7^^  ein  Durchmesser,  wd 
seine  Peripherie  muss  die  des  Kreises  A',}  iu  deu  Paaktea  Xu,  Vn 
rechtwinklig  schneiden.  Hienach  ist  zu  sagen: 

Wenn  tn  zwei  gej^ebcncn  Kreisen  ein  oigentlScIfr 

Chordalkreis  vorhanden  ist,  so  zeigt  sich  jeder  einzoU« 
Teripheri ep unkt  des  letzteren  selbst  als  Mittelpunkt 
eines  solchen  Kreises,  welcher  den  einen  der  zwei  geg«- 
benen  rechtwinklig  schneidet,  in  den  andern  aber  —  als 
Schuc  desselben  —  seinen  eigenen  Durchmesser  legt 

II)  Za  dea  Sreiaea  JK^,  Ku  nad  dem  zogehOrigea  C^rUfüit 
K  sei  eine  beliebige  Gerade  gedacht,  welche  mit  JT,  die  Sihakt|iMÜt 

yl„  gebe,  mit  ^„  die  Ponkto  ^n«  mit  K  eadlieh  diePlalli 
P,  Q.  Anf  dieser  Geraden  werden  po^tive  and  negative  BiflMaf 
bdiddg  aber  baatiauat  aateraehiedea,  ao  dnss  jeder  der  Wego,  mIM 
?oa  einem  der  sechs  Schnittpankte  za  einem  andern  geht,  flsW 

ganz  bestimmten  algebraiscben  Wert  habe.   Sofern  nun  jeder  fftM 
des  Chordalkrcises  absolut  gleiche  aber  entgegengesetzte  PoteflÜ  - 
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nü  Besag  auf  und  bat,  so  mOsm  für  die  eben  erwfthnten 
algebfaisch  gerechneten  W<ige,  nllier  ÜBr  die  von  P  und  ans  m 
nehmenden  die  swei  Gleichnngen  stattfinden 

jede  Ton  ihnen  streng  begründet  dadnreh,  dass  die  swd  ttnks  stehen- 
den Qootientenglieder  aheolnt  gleich  sbd,  wahrend  das  eine  —  als 
Prodact  gleichgerichteter  Wege  —  positiv  ist,  das  andere  —  als  Pro- 
dnct  angleichgerichteter  —  vielmehr  negativ.  Die  aas  1)  und  2) 
folgende 

ist  sofort  auf  die  Form  an  bringen 

PA,  QB,   PB,  . 

nnd  da  die  hier  vorkommenden  Qnotientenglieder  Immer  noch  alge- 
brusch  gerechnete  Wege  sind,  so  liefert  vorstehende  Doppolverhältniss- 
glcicbang  schon  für  sich  allein  (vgl.  die  folgende  Anmerkung)  die 
Angabe: 

Wenn  nnsre  Secante  PQ  als  Yereinigong  sireier  Oeraden  gedacht 
wird,  00  sind  diese  swei  in  der  Art  projeotlyiseh,  dass 

den  Punkten  i',      ^„  A^^  der  einen  der  £eihe  nach  entsprechen 
die  Punkte  B^^  B^  der  andern. 

Die  obige  CHeichnng  3)  und  ebenso  die  4)  beziehen  sich  anf  eine 
bestimmt  gedachte  Figur.    Wenn  nun  letztere  unverändert  bleibt, 

und  jeder  in  sie  eingeführte  Buchstabe  immer  seine  anfängliche  Stelle 
beibehält:  so  bleiben  die  Gleirbungon  3)  und  4)  auch  danu  richtig, 
wenn  man  in  ihnen  irgend  eine  der  drei  folgenden  VerUui>cbuugen 
vornimmt, 


erstens  nor       und      durchgängig  mit  einander  Tertaoseht, 
sweilons  nor  An  nnd  JB^        „        „       ^  „ 
drilloüB  sowohl  A^  und  Bi  dnrchgäiigig  Tcctaasoht,  als  anch 

A^  und  Bj,  durchgängig  unter  aich  vartaasdit 

Vermöge  dieser  drei  Arten  von  Vertauschungen  kommen  nun  zu 
der  4)  als  weitere,  wesentlich  Neues  besagende,  fOr  die  ursprOnglich 
gedachte  Figur  giltige  Gleichungen: 

PJS,  MB,   ^  QA,  PA, 
PA^  QAn  UB^PB^^' 

TtttUm.  t7 
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liei  welchen,  wie  bei  der  4),  der  algebraiscli  gcometriscke 
Charakter  der  einzelnen  Glieder  zu  betonen  ist 

Diese  5),  6),  7)  begranden  ftr  die  zwei  in  nnsrer  Seeanto  fn- 
einigt  zu  detdLenden  Geraden  die  ^ei  folgenden  weiteren  Fomei 
der  projcctivischen  Beziehnng: 

erste  so,  dass  den  Punkten     P,  Q, 
der  Beihe  nach  entopreohen  Q,  P,  B^-^ 

zwdte  80,  dass  den  Punkten      Q,  A^^ 
der  Reihe  nach  entsprechen     P,  >4„; 

dritte  so,  dass  den  Punkten     P,      i^j,  Z^,i 
der  Hoihc  nach  entsprecbeu      1\  A^^  A^^. 

Werden  nnn  die  Eigebnisso  nuammengeteat,  welche  die  Aas- 
legnng  der  Gleichungen  4)  hia  7)  darbietet,  so  ist  offenbar  der  all- 
gemeine  Satz  anaznsprechen: 

Wcuu  zu  zwei  gegebcuen  Kruison  A',,  A',,  ein  cigent- 
licber  Chordalkrcis  vorhaudou  ist,  und  wenn  man  ir- 
gend eine  Secanto  einführt,  welche  mit  AT,  die  Schoitt- 
punkte  ^1],       gibt,  mit  A'j^  die  Punkte  mit  £ 

endlich  die  Punkte  1\  Q:  so  bilden  die  genanntea  secbs 
Durchschnittspunkte  eine  Involution,  nnd  diese  ist  in 
Sinne  geometrischer  AnBchaulicbkeit  genauer  so  zi 
beschreiben.  Wenn  man  in  der  Secante  zwei  Gerade 
vereinigt  denkt,  und  wenn  man  anf  der  einen  ninnt  die 
vier  Punkte 

(beliebiger  des)      (  beliebiger  des) 
^'  ^    \Paai»  A,,  bJ  •    IPaara  Ai,  ^uf' 

80  sind  jene  Geraden  in  dem  Sinne  projectivisch,  dass 
den  eben  genannten  Punkten  der  ersten  der  Beilie  nac^ 
anf  der  zweiten  Geraden  entsprechen 

(  übriger  des  ^      i   übriger  des  \ 
^  ^»    tPoars jüj  '    (Paars  J^jj) 

Anmerkung.  Manchem  Leser  dieses  Blattes  ist  es  vielleicht 
erwünscht,  dass  die  an  Gleichung  4)  unsres  §  angeknüpfte  BehauptuDg 
Uber  die  projectivische  Beziehung  zwischen  den  Ponktreihen  P,  <^ 
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Ali  mid  Qf  Sgl  noch  amfUirlich  «ad  mit  den  einftushsten 
Vttteln  bewiesen  werde. 

FflU:  diesen  Zweck  —  ganz  im  Sinne  der  dort  schon  gemachten 
Andeatiuig  —  ist  es  wesentlich  wenigstens  die  Ilaaptsätzo  heran« 
ndehen,  weiche  für  beliebig  gegebene  Punkte  U,  \\W  einer  Geraden 
dum  gelten,  wenn  auf  dieser  der  Gegensatz  der  Kichtnngen  bestimmt 
berflcksichtigt  and  zu  entsprechender,  algebraischer  Answertimg  der 
Wege  verwendet  wird.  Man  hat  dann  bdumntlich  allgemein 

0)  UV  VUl    d)  17K—  UW+WV'-^  WV—WU, 

der  IHdehnng 


usres  § 


4a) 
4b) 


PQ  A^Q  _  QP  B,P 
PQ  A,,Q      QP  B,,r 


PA^  A^^A^      QBi  B^B^ 

auf  die  sofort  danalegende  Art 

Um  z.  B.  Ton  4)  aaf  4a)  zu  kommen,  haben  wir  zunächst  mir 
dsfftr  zu  socgen,  dass  anf  jeder  Seite  der  4)  bloss  dieselben  Weges- 
fffissen  noch  Torkommen  wie  anf  der  gleichnamigen  Seite  der  4a). 
Die  linke  Seite  der  4)  ist  aber  gemftss  der  Oleichnigen  ©)  md  ([) 
m  ersetzen  dnrch 

PQ—A^(l,  —A^Q 


dnrch 


dann 


(laun 


'OMDIch 


(PQ  A,Q\(  A,A,A 

\PA,i    PA^JV     A^Q  r 

PQ  A^Q      PQ.A^A^i  A^A^t^ 

PA^*    PAa     PA^.A^Q'^ PA^^  • 

PQ+QAi+A,A,,  Pg.A^Ati 
PA^i  PAu'AQ' 

PQ.A^An 
^  PAtt^Aj^tf 


Darob  ganz  analoges  Vertahren  wird  die  rechte  Seite  der  4)  über- 
geClUirt  in 

QP-B^B^i 


^  QB,^.B^P 


ST* 
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Macht  ÜAer  den  in  der  D^fimUem 


Es  ist  also  ans  4)  durch  blosse  Anwendung  der  ©)  nnd  ({)  mite 
die  Gleichung 

welche  durcli  cinfacbo  Uinwaudlung  jeder  Seite  in  einen  Doppel- 
quotientcu  soiort  die  Gestalt  4a)  erhält 

Da  man  nun  ohne  weiteres  flhersieht,  wie  auch  die  4b)  am  der 
4)  mittels  der  ©)  und  Q)  zu  gewinnen  sei,  so  darf  man  nbaxesst 

sciu,  dass  allerdings  vcniiögo  der  Glciolningen  ©)  und  d),  d.h.  ver- 
möge des  algebraischen  Charakters  der  in  4)  vorkomineoden 
Wegcsgrüsseu ,  immer  die  drei  Gleichungen  4),  la)  und  4b)  zamal 
bestehen.  FUr  diese  Trias  ist  es  ferner  charakteristisch,  dass  ihre 
drei  linken  Seiten  der  Beihe  nach  auf  Grund  der  Zuordnungen  {P,  Q), 
(i^,  ^,),  (i',  A^)  ebenso  gebildet  sind  wie  die  rechten  auf  Grawl 
der  analogen  Zuordnungen  (Q,  (c?,  B^\  (Q,  7^,,).  Man  sieht  ll» 
dass  hier  in  der  Tat  drei  solche  Doppelverhältnissgleichnngen  vor- 
liegen,  wie  sie  nach  der  ursprOngUchen  Darstellung  Steiners  (der 
sich  hicbd  durchaus  an  absolute  Streckenwerte  gehalten  hat)  für  die 
projectivische  Beziehung  zweier  geraden  Pnnktreihen  notireiidig  ni 
hinreichend  sind.  —  Dazu  braucht  kaum  noch  bemerkt  zu 
dass  alle  Gleichungen  nnsres  $  —  von  3)  an  —  eben  auch  daai 
wahr  sind,  wenn  die  in  ihnen  vorkommenden  Wege  sämmtiieh 
als  algebraische,  sondern  einfach  als  absolute  Werte  genommen  wota. 

§  5. 

Wenn  nach  der  Bedeutung  gefragt  wird,  welche  der  hier  ein- 
geführte,  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  gehörige  Chordaikreis  für  iht 
Geometrie  haben  oder  gewinnen  möchte :  so  ist  es  für  mich  selbst 
jedenfalls  angezeigt,  zunächst  fremdes  Urteil  hierüber  abzuffartea. 
Es  bleibt  ja  doch  immerliiu  dieses  sicher,  da^^s  die  Beachtang  <te 
Chordalkreises  so  gut  als  die  der  Chordale  als  eine  wissenscliaftliche 
Pflicht  des  Mathematikers  erscheinen  müsse.  Und  w  ie  sehr  die  Be- 
rücksichtigung des  einen  und  des  audcru  geometrischen  Orts  mJ 
wissenschaftlichen  Vollständigkeit  gehöre,  darf  ich  wol  noch  zu  vec- 
anschaulichen  suchen  durch  folgendes  einfische  Beispiel. 

Auf  einor  unbegrenzten  Geraden  seien  vier  Punktu« 
A,  B,  a,  /?,  ganz  beliebig  gegeben;  es  soll  auf  jener  6e* 
Yaden  selbst  joder  solche  Punkt  X  ermittelt  word«it 

welcher  der  Forderung  genüge,  dass  das  Rechteck  mit 
Seiton  XA,  XB  gleich  sei  dem  Kechteck  mit  Seit«! 
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Bei  relii  geometrischer  Bebandlmig  dieser  Angabe  liegt  es  nahe, 
zuerst  an  £e  altbekannte  Lehre  von  der  Potenzenaxe  zweier  Kreise 
sich  SB  erinneni.  Denn  wenn  solche  ttber  AB  nnd  uß  als  Durch- 
messern beschrieben  sind,  nnd  man  iBhrt  die  zn  ihnen  gehörige  Po- 
tensenaie  oder  Chordale  ein:  so  ist  klar,  dass  diese  (niemals  fehlende) 
mit  der  Geraden  ABuß  einen  ]>archschnltt  gibt,  welcher  der  Anf- 
gäbe  genügt. 

Mit  diesem  allein  sich  zu  beruhigen  wäre  nun  sehr  übel  getan. 
Dies  ist  einesteils  aus  jeder  streng  angelegten  algebraisch-geometrischen 
Behandlung  der  Aufgabe  zu  entnehmen,  sofern  sie  notwendig  auf  eine 
(übrigens  leidit  zerlegbare)  Gleichung  des  dritten  Grades  fahrt,  deren 
Wnrzdn  man  suchen  mnss;  andemteils  wird  es  uns  ganz  unmittelbar 
nahe  gelegt  durch  unsere  Lehre  vom  ChordalkreiB. 

Heisst  nämlich  A'  der  Clionlalkrois,  welcher  zu  den  vorhin  er- 
wähnten, über  AB  und  ctß  zu  beschreibenden  Kreisen  zu  suchen  ist, 
find  findet  sich  A'  als  eigentlicher  Kreis:  so  liefert  dieser  mit  der 
gegebeneu  Geraden  ABaß  zwei  Durchschnitte  A\^,  deren  jeder 

'Jer  Aufgabe  genügt.  Findet  sich  A'  auf  einen  Punkt  Xq  reducirt,  so 
hat  man  sich  an  diesen  zn  halten,  welcher  auch  notwendig  auf  die 
gegebene  Gerade  zu  liegen  kommt.  Ist  endlich  der  Chordalkrois 
imaginär,  so  behält  mau  in  diesem  Falle  bloss  die  durch  A',  gebotene 
Auflösung  der  Aufgabe,  wahrend  in  den  zwei  Torhergchendeu  Fülleu 
beziehungsweise  drei  oder  zwei  von  oiaandor  verschiedene  reelle  Auf- 
Idsuagen  vorhanden  sind.  —  So  ericennt  man  gewiss  deutlich  genug, 
wie  die  oMge  Aufgabe,  sowohl  was  Ck>nstrnction  als  was  Determination 
betrifft,  wesentlich  eriaage  die  vereinigten  Benutzungen  der  Chordale 
und  des  Chordalkreises  zn  zwei  gegebenen  Kreisen. 

An  die  Ausführung  vorstehender  geonieti-ischen  Betrachtung  er- 
laube ich  mir  nur  noch  dio  Bcmcrkun}^  ausdrücklich  zu  knüpfen,  dass 
CS  keiuo  Schwierigkeit  hätte,  auch  die  hier  (§  3.)  durch  Rechnung 
entwickelten  Hauptsätze  sämmtlich  durch  Anwendung  des  rein  geo- 
nwitraushea  Ver&hrens,  ohne  die  Hilfsmittel  der  Coordiuatenthcorio, 
zu  gevinnen.  Davon  kann  man  sich  durch  eine  leichte  Ucberlegung 
(iberzeogen,  wekhe  an  Satz  II)  des  §  3.  zu  knüpfen  ist.  INIan  braucht 
sich  biebei  nur  zu  erinnern,  wie  leicht  die  gewöhnliche  Elementar- 
^metrle  auch  ihrerseits  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  zu  fin- 
den wisse,  fOr  welchen  dio  Summe  der  Quadrate  seiner  Entfernungen 
i'on  zwei  fest  gegebenen  Punkten  einen  Constanten  Wert  haben  soll. 

Ladwigsburg  im  Februar  1878. 
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XXVUL 

Untersachnngen  über  das  Drdeck. 

▼on 

Emil  Hain. 


IV. 

Beispiele  symmetrischer  Traus vcrsalensysteme 

1.  ABC  seien  die  Ecken  das  Fnndiineiitaldreieda.  IMe  eioe 
Mte  der  Geraden  welche  das  Dreieck  selbst  entliilt,  aei 
positWe«  die  andere  die  negative.  TAgen  irir  tob  B  woMviAB 
die  liSnge  -|-a'  auf,  so  befindet  sich  der  andere  Endpukt  ir  vi 
der  positiven  Seite  von  BC,  Ist  a'  negativ,  so  mllaaen  wirJ3  ttt 
ü  binans  veriftngem.  Wird  a'  als  symmetrisch  nach  fi,  c 
voransgesetst;  so  bestehen  swisdien  den  Jk  verschiedene  Bastebn- 
gen,  von  denen  efaiige  im  folgenden  anfgesteOt  wecd^a. 

Es  sei  BAc  =  a  =  CAb.   Wird  a'  als  positiv  vorausgesetzt 
mnd  Ae{a)y  Mf^),  Ac{c)  die  Normatoi  von  i!«  auf  die  Seiten  ialkär 
ecke  A£^(7;  so  gibt  die  Fignr: 

Ac{a)  «=  a'sinß 
^(6)     (c — a')9iütt 

wo  Wkl.  BAC^  «;  ebenso: 

^i(a)  =  a'siu  y 
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Die  Form  dieser  AnsdrAcke  bleibt  bestehen,  wenn  sich  il»,  Ae  auf 
der  andern  Seite  von  BC  befinden,  in  welchem  Falle  a'  negativ  za 
nehmen  ist 

Worden  die  den  Scitcnnormalen  proportionalen  Aasdrttcko  als 
trimetrische  Coordinateu  gebraucht,  so  bekommen  wir: 

Ac  S  o'sin  ß  (c  —  a')  sin  u 


ac 

At=a'c 


2F 

0 


a'e 


0 

LO 

0 
o') 

Die  Yerbindnogsgerade  zweier  Punkte  ia,  W  hat  die  Gleichung : 

*fl    |a  |rt' 

Sonach  ist 

a{e^a')       0  —0 
dPe       0  mih—a') 

oder  wenn  wir  nur  die  Coeflicicnteu  der  x,,  schreiben : 

AbAc^aia'-bUa'-'c)   abifl'—b)   a'c(a'— c) 
Fte  «'  —  a  wird: 

Zwei  Gerade: 
find  panOel,  wenn: 

«1  *i 

«8    *f  =0 

a    6  c 

B&e  Harmoaikale  des  Inkreisoentrnms  des  Axendreiocka  (die  gerade 
Pdlire  dieses  Punktes  in  Besag  auf  die  dreiseitige  Corvo  ABC)  hat 
die  Gleichung: 

Ann  ist: 

(a  — 6)(a  — c)  6(a— 6)  dfl—c) 

1  1  1  =0 

a  h  c 

Die  Aftife  sind  also  ftr  a'—  a  einander  parallel  nnd  zwar  der  Har- 
monikalen  des  Inkreiteentnims. 

(Archiv  XXXXYI.   Emsuiann,  Entfernungsortdreieck). 
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Fftr  a'—>  <^tf  erludten  irir: 

wl*ii,S(«4-6)(a+c)   — — 

In  dicsom  Falle  tretfcu  diu  ^^vlc  die  BC  in: 

=  0  +         +         — *(«+*)(Ä  +  c) 

Die  Ai  liogen  in  dar  Hannonikalen  des  Panktes: 

bc{b+e) 

des  Spieker^tchen  PimkteB,  des  likreiseentraas  des  imendniecfe 
Fttr  a'^-^h+c  wird; 

Die  ylb^lr  treffen  dann  die  BC  in  jenen  Punkten,  in  welchen  die ioW' 
Ten  WinkeUialbirenilen  die  Gegenseiten  treffen. 

Für  a'=5'— c'  =  «  wird: 

Die  A^Ac  treffen  die       in  Punkten  A^^  welche  in  der  Gente 
a(m— a)  liegen.  Der  Punkt  a(m^a)  wird  also  nnf  folgeode 
constmirt:  Man  trage  von  den  Ecken  des  Dreiecks  ASCvdkä 
Seiten  desselben  (Reiche  Stfld^e 

BAc  =  CAk^m 

nach  Innen  (oder  nach  Aussen)  ab.  Die  AtAc  treffen  die  ii 
Punkten  der  Gcnulon  ^/(m"r<i),  wo  das  obere  Zeichen  für  die  Cöi' 
structiou  uauli  Inuüu,  das  untere  für  die  nach  Aussen  gilt. 

Ist  das  Drdeck  ABC  gleichsdtig,  so  erhalten  idrs 

AbAt  =  a' —  a   a'  a' 

Drei  Gerade: 

bilden  ein  Dreieck  von  der  Fläche: 
wo 

=  2;a  V«) 

Für  die  AuU  ist  hier: 
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Wir  babea  also  den  Sitz: 

Liegen  auf  den  Seiten  AB^  AC  eines  gleichseitigen  Dreiecks  die 
Punkte  Ac,  yl 6  so  auf  deijenigen  Seite  von  JiC\  welche  das  Dreieck 
eothAlty  dass: 

io  nird  ftr  Xo'—  oontt  aaeh  dar  FlftcbenSnlialt  das  Dreiecks«  das 
die  Geraden  jM«  bilden,  oonstant  Fflr  2b' ss  a  aduidden  sidi  die 
AkAc  in  einem  Punkte. 

2.   Ai  sei  ein  solcher  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC\ 
dass  die  Stralen  BA^,  CZ4f  mit  der  positiven  Seite  von  BC  die  Winkel 
,  /  bilden.  Bezeichnen  wir  mit  a  die  Winkel  des  Dreiecks  nnd 
mÜt  Ai(a)  die  Normalen  von     anf  die  BC,  so  gibt  die  Figur: 

A,{b)  ^  sin(y-/) 
A^ia)  sin  / 

A,(c)  mß-n 

A^ia) "  8in/l' 

Die  trimetrischen  Coordinatcn  von  A^  sind  also: 

_  sin(y-/)  8in(/?-y) 

ssin/J'siny'  8inp'8iii(y— /)   8iny'sin(j3— /i') 

Dann  ist: 

^  =  0  sin/'sin(/)— ^  —  sinj3'sin(y-/) 

Diese  Gerade  trifft  BC  in 

y«  =  0  sin/}'sin(y-/)  sin/sina}— 

=  0    sin/l'sinCy— /)sin(a-aO  Bin/flin(^-/}')siB(«-«') 

Wir  haben  sonach  den  Sata: 

Liegt  vi,  so  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC\  dass  die  A^B^ 
A^C  mit  der  positiven  Seite  von  BC  die  Winkel 

A^BC^ß^  A^CB^lf 

bilden }  dann  treffen  sich  die  AA^  in  einem  Punkte 

y  ^  sin  «'8in(/3  — 15')  8in(y — y') 

Wenn  die  Stralen  BA^^  CA^  mit  der  negativen  Seite  von  BC  die 
Winkel  ß\  /  bilden:  so  sind  die  a'  negativ  zn  nehmen.  Jedem  Punkte 
Y  eotspricfat  also  ein  Punkt 

y  =  8ina'sin(i3+i3')8in<y+/) 
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Wir  wollaii  sie  dondi  die  Benichanngai  ftasänider  Utai, 

so  diSB 

y-  =  8mo'sin(/}+/l')siu(y+/) 

Für       Sc  wird: 

y  +  =  sin  2a  sia(ß  —  2/3)  8iii(y — 2y) 
5  aiiiccMctaiB/Jsiiiy  s  008« 

d.  h.  Liegen  die  Punkte  Ay  so  in  der  Ebcuc  eines  Breiecb,  diM 
die  Geraden  BA^^ ,  CA^  mit  der  positiven  Seite  von  BC  Winkel  bfl- 
den,  die  zweimal  so  gross  sind,  als  die  Drcieckswinkel  in  den  \ 
treffenden  Ecken;  so  geben  die  AA^  durch  das  UmkreiscentniD  des  i 
Urdreiocks. 

Für  «'  =  ^  wird 

y4.ssin|8in|8in|=  Ij 

wir  erhalten,  wie  die  Figur  unmittelbar  oi^ebt,  das  InkrcisceotroiB. 
Dividiren  wir  dn  Aiudnidt 

ttna'8in(/}7^')un(rHFr') 
durch  Hcosacoso'  und  setzen  wir  tanga'^^^  o,,  so  finden  wir: 

yj.  S  <riCOi/9eosy[ta&g/f  taiigy+a^0,7(ittaiigy-|-<^taqgA] 

Für     Ä  *x  =        tangi  —  t  wird 

yjt  s  <  008  ^  cos  y -{~  8^1^  Z' sin  y  7  Bin  « 
(Archiv  LIX,  418.) 

Die  Werte:  A  —  46*,  t  —  1  geben  das  Pmiktepür: 

C08(/i— y)4^8ino 

Dasselbe  teilt  die  Entüsninng'  des  Qrebe'scben  Pnnklei  vo«  iM- 
punkte  des  Fenerbach'schen  Kreises  harmonisch. 

V. 

Die  Antipnnkte  des  Umkreises. 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  in  der  £bene  eines  Dreiecks  ABC  r 
der  Mittelpunkt  des  Umkreises  desselben ;  so  liegt  auf  der  Gcnöo 
ÜP  Jenseits  von  P  ein  sotoher  Punkt  1^  dass 
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UP 

Diesen  Pnnkt  $  nemiAa  irir  den  Aatipiiokt  von  P  betttgUch  to  Um- 


P  sei  gegeben  durch  sciuo  Coordinatea  in  Bezug  auf  das  Drei- 
eck ÄBC^  80  dass: 

Bezeichnen  wir  mit  -r(a),  ^*ß(a),         die  Normalen  der  Punkte  P, 
i;  auf  die  BC\  80  ist: 


wenn  BC     a,  £^ÄBC^  F,  Winkel  CÄB  =  ti^AÜ=-  r. 
Die  Figur  gibt: 

2U(a)  -  P(a)+*(a) 
Die  Coordinaten  Ton  P  sind  proportfonal  den  ^(a)^  wir  eriialten:' 

F      apa    ^  t         a         \  "Z^" 

»  s  üw«-  -  •       s  cos«-(oob«+cobP cosy) 

Sowol  die  Figur,  als  die  so  erhaltene  Form  von  4^  zeigt,  dass  der 
Ort  der  Punkte  ^  eine  Gerade  ist ,  wenn  die  P  auf  einer  Geraden 
ficgcn.  Es  entspricht  dann  jeder  Geraden  eine  Gerade  o^,  deren 
Gleiciiang  wir  nun  bestinunen.  Haben  wir 

80  ist 

C«  0Ofa((«t+oce)-<-ac08/lQO8yflb 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  ergibt  sich: 

I«         COS«  COS« 

aras  — «ootycos«  cos/f 
|c      cosy      — cosacos/l 

=  —  aCOSjJ  COSy  Ja+ 6C08  C  cos  O  Je 

Dies  in  die  Gleichnng 

eingesetzt,  gibt: 

01  =      COS  /J+ COS  y — Oj  COS  /?  cos  y) 

Ist  «1  —  €H  80  wird  anoh  0,    •)  d.  b.  die  nnendliob  entfomte  Ge- 
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nde  ist  tidi  sdM  com'iiglrt  Ebomo  nrass  Oi  s    wto,  «n 
die  Gerade  41,  durch  u  geht  Es  ist  daani 

Ol  —  ii(&jGOS/9-f-0iGO8)r4-aiCO8a--*aiOOSa— «iCOs/Jcos;) 

Ihuu  ist: 

Xoioosa  »  0 

F 

cos«r+<90>/'^7  •= 

also: 

Siod  also  Wb^  die  Antipauktc  von  ABC,  so  sind  wegen  der  Coa- 
grücnz  dieser  beiden  Dreiecke  P  und  %  Cougruenzpüalrtfi.  So  iH 
z.  B.  der  Hölieiischiiitt  des  DieieckB  Wdfl  der  Ponkt: 

cos  o(&  cos  a  cos  y  -f  -  c  cos  «  cos  ^) — a  cos  /S^  cos    =  cos  « — cosß  cos  f  S5 

Sind  iS^  i7  Schwerqmikt  und  HOhensdiDitt  des  Urdieiecks,  aolklt  ^ 
bezfli^Gh  XJH  hanMmiach  ni  8. 

VI. 

Uebcr  einige  Symmütrickcgclscbnitte. 

1.  Triirt  eine  Gemde  die  Seite  BC  des  Dreieeka  JBCisip 
nnd  P^i,  wo  P  ein  belieliiger  Ponkt  ia  der  Ebene  des  Msckiii^ 
die  Seiten  ACy  il0  in  jI»,  Ac\  so  liegen  die  Punkte  Mvdmm 
Kflgelsdinttt 

P  sei  gegeben  durch  die  Coordinaten:  jp«,  ji»,  IKeGwadt 
AiB^C^  habe  die  Gleichnng 

Dann  ist: 

wo 

Wir  nehmen  an,  die  Punkte     liegen  anf  dem  KegdsduüUe 
Zwei  von  den  Punkten  Ak  liegen  auf  BC,  sie  sind: 
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Flr  diese  Punkte  ist 
Hieraiu  erhalten  wir: 


Sonach  ist 

Die  Gleifilinng  des  Kegelschnittes^  anf  weldnin  die  Ak  liegen«  ist  dem- 
naeh: 

£ai(b^k  i  c^pt)p^a^—  ^^\iflt9»^^%9^)iflt1^  \        f  V»WPJaE»«c= 0 

FOr     —  «  wird: 

Die  Gerade  ist  in  diesem  Falle  die  unendlich  entfernte  der  Drei- 
eckebene.  Die  ^,  liegen  im  Unendlichen.  PA^  wird  der  iTC  parallel. 
Man  hat  den  Sats: 

Zieht  man  dnrch  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  zu 
den  Seiten  desselben  Parallele,  so  liegen  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  den  Seiten  auf  einem  Kegelschnitt. 

• 

2.  Es  treffie  eine  Gerade  die  Seite  BC  des  Dreiedcs  ABC  im 
A^.  P  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  desselben.  In  A^  werde 
stt  PA  dne  Parallele  gezogen,  welche  die  Seiten  AB^  AO  in  A^  M 
triflt  Die  Punkte  Ab  liegen  auf  einem  Kegelschnitt 

Die  Gerade  A^BiC\  habe  die  Gleichung: 
Ffir  P^pa  ist 

AP^O  pe  —1* 

Der  unendlich  ferne  Punkt  von  AP  liegt  auf  der  Geraden 
und  hat  die  Form 

Verbinden  wir  diesen  Punkt  mit      so  erhalten  wir  die  Gerade 

o(^Ph+C^pe)    b^{bpb-{-cpc)  Ciibpb-i-cpe) 
=  ooj'  b^a*  c^a! 
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wenn  wir  aetzen 

Somit  ist 

Ab^c^a'       0  • — afl,' 
-4«  =  V'   — ooi'  0 

Setien  wir  die  Coordioatoi  dieser  beiden  letzten  Fonkte  in  die  (iki- 
cboQg 

ein,  80  erludten  wir: 

Hieraus  folgt 

Sonach  liegen  die     auf  dem  Kegelschnitt 
3.  Es  seien 

die  Gleichungen  zweier  Geraden.  seien  ihre  Schnittte 

mit  der  Seite  BC.  Är(P=pa)  schneide  die  Gerade  ii  A'» 
AiPa'  die  AB^  AC  in  -4«,  -46.  Dann  liegen  die  Ah  auf  einem  Kegel- 
sclinitt 

Mit  den  Abkttrzongen 

a'  =  b  pt-^c  pe 

liaben  wir 

Po'  =  oj'    —  Osp»    —  a^pc 
Diese  Gerade  trifft  die  AC\  AB  in 
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Zwei  der  Punkte  Ab  Ueigen  Mf  der  BC^  sie  siiid: 

Äa  =  0  — 

Ib  ftbiliclier  Weise  wie  in  den  frllheren  Fallen  erhalten  wir  einen 

Kegelschnitt 

m 

Punkte  Steiner'scfaer  Verwandtschaft 

P  und  Q  seien  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks 
ABC.  AP  treffe  BC  in  Pa.  Die  bezüglich  BC\  APa  harmonischen 
Gegenstralen  Ton       treffen  sich  in  einem  Punkt  Es  sei 

P=pa    pb  pc 
Q=qa  flc 

Dann  ist 

Pa=0  |»ft  pe 

QPa  ^pbge—  Peqb  PcUfl  -pbqa 

Zwei  Cterade 

werden  dnrch  das  Geradenpaar  jca^ilof  harmonisch  geteilt  ßs  ist 

APa  =  0   pc    — pb 
BC^l     0  0 

Die  Coordinaten  der  QPa  sind: 

a.O+X.l 

Diese  CUeichnngen  geben 

Die  Coordinaten  des  harmonischen  Gegenstiales  von  QF«  sind  dem- 
nach: 

Der  harmonische  Gegenstral  von  QPa  zu  ^ia,  i^C  und  der  TOn  QPb 
zu  JBI\f  CA  haben  also  die  Formen 
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Wir  haben  nan 


|>C  56  —      9c    7>c  (Ja 

Die  liannonischeii  Gegengtralen  der  QPm  treffen  licli  alio  in 
metriepankt 

Sonach  ist  die  eingangs  dieses  Paragraphen  gestellte  Behauptung  be- 
wiesen. Der  Punkt  (/  ist  bekannt  als  der  Steinersche  Gegeupimkt 
von  Q.  £r  ist  der  zu  Q  in  Bezog  auf  den  KegelschniltbfiMbel^^'i' 
coijjttgirte  Pol,  wie  sich  anf  folgende  Weise  ei^t 

IMe  Gleichung  irgend  eines  KegeUclinittes,  der  diidi  ABC  geht, 

ist: 

Die  Polare  von  Q  beiOglicb  dieses  Eegelschnitles  ist  die  G«nde 

 =  ^«I9»i-^«e9e 

Nim  ist 

£(g«Aqb-\-9acqe)  X  qn{ptipbqc-\-pcPiqh-'Phpcq<i)  =" 
£9obpePaqMqb*-{-  ^9ab2>apkqnqbqc^  £gabpbpcqarqb 

+  £9aep«pmgßq^qt+  £9Mpmpkq^§t^£gMpbpeq!eq«* 

—  2n4u£gbepbp9 

Weil  P  nach  der  Voraussetzung  ein  Basispunkt  des  Büschels  ist,  w 
wird  £gkephpc  =  0.   Q'  geht  also  durch  alle  Pohiren  von  Q, 

Ist  PsSsbö  der  Scbwerpmdct  des  Axendreiectev  so  ist 

Für  Q  s  Cr  =  a  wird  ausserdem 

Der  Steincr'sche  Punkt  des  Grebc'schen  PnnlOes  besflgUch  dßsSdif^' 
Punktes  ist  das  Umkreisccntrum. 

Der  Punkt  der  gleichen  Parali^transverfialen  ist 
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(Archiv  LXI  178). 

T  ist  also  der  Steiner^sche  Oegenpunkt  von  S  in  Bezog  auf «/; 
das  lokielsceiitnim  dM  ürdrdecks.  Wir  haben  also  folgende  Gon- 
stniction  yon  T: 

Sj  I  seieu  Schwerpunkt  und  Inkreiscentrum  des  Dreiecks  A  HC. 
AI  treffe  BC  in  /«.  Mau  ziehe  zu  Sla  den  bezüglich  JJC,  Ala  vierten 
harmonischen  Stral.  Die  so  gezeiclmeten  Straten  treffdn  sich  in  T, 


vm. 

Die  konischen  Polaren. 

1.    Siud  o-rt,  i^a  den  Abständen  der  Punkte       P  von  den  Seiten 
ßC  des  Dreiecks  AJSC  proportional,  so  gilt  die  Beziehung 

für  alle  Punkte  eines  Kegelschnittes,  der  durch  die  Ecken  A  geht 
und  den  besonderen  Namen  f,konischo  Polare  von  F  in  Bezug  auf 
das  Dreiseit  ABC'  fahrt 

Setzen  wir 
80  ist 

die  Form  der  Tangente  im  Punkte  i  der  Curve      Für  A  ist 

Die  Tangente  in  A  ist  die  Gerade 
de  trifft  ^e  BC  in 

=  0     pafb    — Pape 

IHe      liegen  in  der  Geraden  pkpey  der  Harmonikalen  von  P. 

Trifft  die  Uarmonikale  von  P  die  BC  in  JI«,  so  sind  die  AlJn 
Tangenten  der  konischen  Polare  von  P. 

!Far      «  pa  ist  pb^c  +/>cl>  —  2p»pe. 

Die  Harmonikale  eines  Punktes  fUllt  mit  der  Polare  desselben 
besflglich  seiner  konischen  Polare  zusammen. 
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Die  Polare  Ton  Q^qa  in  Bezog  auf  den  Kegelsdniitt 

hat  die  Form:  pkqci-peqb» 

Die  Polare  eines  Pnnktee  in  Bezog  aof  die  konisdie  Polare  am 
zweiten  Poaktes  ist  zogleich  die  Polare  dieses  Pnaktes  in  Beiv  td 
die  konische  Polare  des  Ersten.  Die  Gleidioogen 

gebeu  dio  Coordiuateu  des  Mittelpuuktcs.  Derselbe  hat  die  Form 


h    0  pn 

C    pa  0 


=  Pa(bpi  +  epe^apt) 


Der  Kegelschnitt 

ist  eine  Parabel,  wenn  die  Coordinaten  des  Mittelpmiktei  (H»- 
chong  der  unendlich  entfernten  Geraden  gcnflgen.  EsffliuiaboMiB: 

Xopaibph-^-cpe—  aptt)  «  £a*pü^'-^£Upipe^O 

In  variablen  p^,  stellt  diese  Gleichung  einen  Kcgclsoliuitt  dar,  welch» 
dio  Seiten  des  Urdreiecks  iu  ihren  Mitten  berührt. 

Dio  konischen  Polaren  aller  Punkte  derjenigen  Ellipse,  irel«he 
die  Seiten  des  Urdreiecks  iu  den  j\Iitten  berührt,  sind  PanWs. 

Nadi  Schendel  (Elemente  der  analytischen  Geometrie,  Seite  id) 
ist  der  Kegelschnitt 

Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Ausdruck 

negativ,  Null  oder  positiv  ist 

Ist  P=p„  —  ya+Ä-f-c  ein  Symmetriepunkt  erster Ortowt 
so  gibt  die  Rechnung 

Für  positive  <p  ist  also  ;s;  immer  eine  Ellipse.  Dio  kn&^m 
der  Gleichung  gibt  zwei  reelle  Wurzeln  für  f.  Unter  dei 

konischen  Polaren  der  Symmetriepunkte  erster  Dhnäunoi  giH  « 
immer  zwei,  aber  nor  zwei  Parabeb. 

Für  das  Inkreiscentrum  wird 
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Nun  ist 

h+e>a 

^  ist  n^ti?.  Die  konische  Polare  des  Inkreisccutrams  ist  eine 
£Ui])äe. 

Die  Ellipse  Zttktee  =  0  schneidet  den  Umkreis  des  Urdrelecks, 
die  konische  Polare  des  Grehe'schen  Punktes  Saxbste  0  im  Punkte 
(a— 6)(a— c),  dem  harmonischen  Pole  der  Geraden  anf  wel- 
cher alle  Punkte  fpa+b+e  liegen.  Dieser  vierte  Schnittpunkt  ist 
Basispunkt  des  Kegelschnitthflschels 

£(<pa  -f-Ä  -\-  c)xh  xc  =  rpZa  xixr-^-  £{b-\-c)xbXc  =  0 

Durch  Projection  erbaiteu  wir  den  Satz: 

Die  konischen  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  schneiden  sich 
im  hannonischen  Pol  derselhen  hesflglick  des  ürdreiecks. 

Dies  erhellt  auch  ntunittclbar  ans  der  Gleichung  Zpanxc 
selbst  Der  harmonische  Pol  einer  Geraden  xa  ist  der  Punkt  x^t«» 
Die  konische  Pohire  von  P  ist  der  Ort  der  harmonischen  Pole  aller 
Geraden,  welche  du<%h  P  gehen. 

2.   Die  konischo  Polare  des  Schwerpanktes  hat  die  Gleichung: 
Hier  ist 

Die  Corve  ist  eine  Ellipse,  ihr  Centmm  der  Schwerpunkt  S^be. 

Trüft  die  Harmonikale  von  P  die  £C  in  i7«,  so  berührt  die 
konische  Polare  von  JP  die  Alla.  Die  AUa  sind  hier  die  durch  A 

m  BC  gezo^'enen  Parallelen. 

Die  konisclio  Polare  des  Sch\vori)ui)ktcs  ist  eine  Ellipse,  deren 
Centrum  der  ScLwerpunkt  ist,  uinl  welche  die  durch  die  Ecken  des 
Dreiecks  zu  den  Gegenseiten  parallel  gezogenen  Geraden  berührt.  Die 
Gerade 

SÄ  =  hxh — exc  =  0 

trifft  die  Ellipse  in 
Ea  ist 

@*@e  =  — a      26  2e 

Die  Determinante 

I         2h  2c 
j  1       0  0 
I  a        h  c 

verschwindet.  ist  parallel  zur  BC, 

»a« 
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iBtiS  der  Schwerpaakl  dM  Drdee]»  ABC  und  wird  die  tann^ 
Polare  des  Pnnktes  8  beiOglich  des  ürdreiedn  toh  ^  Ii  €^  g^ 
troffen,  lo  sind  die  6»@e  parallel  den  ßC. 

Die  AS  und  i^C  sind,  weil  BC  durch  halbirt  wird  und  die 
durch  A  zu  BC  gezogene  Parallele  Tangente  st,  coiyogirte  flilb- 


Die  durch  .S  zu  HC  i>arallel  gezogene  Transversale  trifit  die 
Ellipse  in  dea  X^unkteu  9(6  ^c.  Mau  tiudct 

fb8e= — 3a  b  c 

Die  Elimination  ans  den  Gleichungen 

gibt 

%l^he  ««(1+V3)   a*(l  — V3) 

Die  Eutfemuüg  der  beiden  Punkte  wird  durch  die  ullgemei« 

Distanzformel  hcstiinuit,  welche  für  zwei  Punkte  r~  pa,  Q  =  ^  gilt, 
80  dass 

Tq*  ^  "~  <^      j>fc  q—qbp)  (p<  g — gcp) 

WO 

p  —  Xi^,  q  —  ^ag« 

Die  Bechnnng  gibt: 

Femer  ist:   


+  5«»*  -  =1=- 


Auäscrdem  haheu  wir: 


a    2F  4P 
8A,S^,ti&A39U  —  I'«-  ys'i^^  äya 

Sind  X,  y  die  Halbaxen  der  Ellipse;  so  ist: 

•*"»y3 
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Die  Anflöniiig  dieser  Gleichimgen  gibt: 

Die  konische  Polare  des  Schwerpunktes  ist  zugleich  die  kleinste 
Ellipse,  welche  nach  Panier  dem  Dreieck  ABC  amsciiriebcu  werden 
kann.   Sie  hat  den  Flächeninhalt: 

iFn 

(Archiv  XX>. 


IX. 

Die  geraden  Polaren. 

1.  Die  Gleichung  der  geraden  Polare  eines  Punktes  i  in  Bezug 
auf  die  Curvo 

lautet: 

.du     .Bü  ^ 

wenn  in  U  Air  die  «  die  |  substitnirt  werden.  Dieao  Gerade  heisst 
auch  Harmonikale,  wenn  17  eine  Conre  3.  Ordnung,  ans  3  Geraden 
bestehend,  darstellt 

P=  pa  sei  ein  beliehiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Fundanieutal- 
drciccks  ABC.  Die  Gleichungen  der  Geraden  des  Dreiseites  PBC 
und: 


BC^Xa 

=»0 

_  «c  _ 

0 

0 

Sonach  ist 


Die  Harmonikalo  von  £  iu  Bezug  auf  das  Dreiseit  PBC  hat  die  Form 

Büu  dUa  d^i 

9iä      ST  ar« 


d^a     Pb\pa      fc)     Pc\pa  ph) 
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Diese  Gerade  trifft  die  BC  im  Punkte 

Pc  \pa      Pb/  pb  \pa  Pff 

\pb      pcj\pb     paj        ^\p9     l>«/\Pc  W 

Die  ABtt  treffen  sich  im  Punkte 
dem  Pole  der  Geraden 

der  Verbindongsgeradea  der  Paukte  4,  P, 

Die  Harmonikaien  eines  Punktes  Q  in  Bezug  auf  die  Dieiseito 

PBC  treffen  die  in  Rn.  Die  ^12a  schneiden  sich  im  hsnnoidiclM 
Pol  der  Geraden  Ki  bezüglich  des  ürdreiecks. 

2.  Trifft  AP  die  BC  in  P«,  schneiden  sich  die  HamwHiftalw 
ttnes  Punktes  {  in  Besag  auf  die  Dreiseite  ABPm^  ACPü  hi  Ji;  n 
begegnen  sich  die  AA^  im  Punkte  {. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  AB^  APa^  BPa  sind: 
Dann  ist  für 

die  Uarmonikale  von  ^  in  Bezug  auf  das  Drciseit  ABFa  üie  Gecait 

der«»      dcu      da«  _ 

\pb        Pc)  pb  •*\J»  Pc) 

Ebenso  erhalten  wir  die  Form  der  Harmonikaien  TOn  l  in  Besag  sn^ 
das  Dreiseit  ACPni 

IMe  Harmonikalen  von  C  in  Beang  auf  die  Dreiseite  ABPt^  ^CB^ 
treffen  sich  in 

Sonach  ist 
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^1  =  0  U  —h 
Die  AA^  treffen  sich  im  Punkte  |. 

3.  Die  Harmonikalc  von  P  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC\ 
welche  die  Seiten  BC  in  U,,  triü't.  ist  zugleich  die  Ilarmonikale  Ton 
P  in  Bezug  auf  das  Dreiseit,  welches  die  Alltt  bilden. 

4.  Trittt  eine  Gerade  die  Seiten  BC  des  Dreiecks  ABC  iu  A^ 
aud  ist  ihre  Gleichung: 

80  ist  die  Fignr  ABCA^B^Ci  eine  vierseitige  Cnrve  von  der  Olei- 
chuug: 

Seilen  wir 

80  finden  wir: 

ö  IJ 

^  =  f  6^c(2ai  |rt+     {6  +  Ci  Sc) 

Triflt  eine  Gerade  die  Seiten  BC  des  Dreiecks  ABC  in  .1,,  und  lon- 
struirt  man  die  gerade  Polare  des  Punktes  |  iu  Hezug  auf  die  Drei- 
scite  AB^C^  \  so  tretfcn  diese  nach  Caylay  die  BC  iu  Puukteu  einer 
Geraden  von  der  Form 

Die  Curve  V  des  vierten  Grades  bestehe  aus  vier  Geraden: 


Dann  ist 


wo 


Die  Harmonikale  von  S  in  Bezug  auf  das  Dreisdt 


hat  die  Form 
Es  Ist  identisch: 


I 


Ii 


*  +  A  *i  ßi 


«0 
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Dio  Goraden  i^-f-o'i»  treffen  sicli  in  einem  Paukt  Der  so  be- 

wieMne  CSayl<^8che  Satz  lautet: 

Die  Harmonikaion  eines  Punktos  ^  in  Bezug  auf  je  drei  der  vier 
Geraden 

icfanBiden  die  IllHrigeii  vierten  in  Punkten  dner  Geraden  tob  Fort 


X. 

Ein  Symmetriepankt  erster  Ordnung. 

Die  Fuss])unktc  der  HOhen  eines  Dreiecks  ABC  seien  JU. 
verlängere  AUa  übt  r  Ha  bis  A\  so  daas 

ft  ff 

wo  n  ein  beliebiger,  numerischer  Wert  ist  Durch  B'y  C  werden  zu 
ACy  AB  Parallele  gezogen,  die  sich  in  A"  treffen.  Sind  Ä\ü)  die 
Kormalen  von  A"  auf       so  gibt  die  Figur: 

A^m — i±2.  ^"(c)  -  -  ii±* 

FOr  die  Normalen     eines  jeden  Punktes  der  ul^'  gUt: 
aci:«e  -  A'^bhA^le)  -  (c+fl):(a+i)  -  (c+a)  ;^^:(a+6)^ 

Die  symmetrische  Form  dieser  Proportion  beweist,  dass  die  AA"  wA 
in  einem  Punkto  D  schneiden,  dessen  Normale  auf  BC  die  Liiigs 

hat.    Indem  wir  den  Proportionalitätsfactor  weglassen  urd 
eck  ABC  als  Coordinateudrciuck  butrachteu,  schreiben  wir: 

i>  =  i+e  c^-a  a+Ä 

Die  Punkte,  deren  Coordinaten  cykUsch  substituirt,  den  Aasdrückea 

gleich  sind,  heissen  Symmetriepunkte  erster  Ordnung,  weil  die  Urussea 
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«  nur  in  der  ersten  Poteuz  erscheinen.  Ist  9  -=  1 ,  so  erhalten  wir 
das  Inkreiscentrum.'  Der  Punkt  9  x  ist  der  Grcbe'achc  Punkt. 
Dem  Falle  g>=0  entspricht  der  Punkt  D=b-^c,  welcher  also  einer 
der  Gmndpunkte  der  Symmetriepunkte  erster  Ordnung  ist.  Die  Har- 
monikale (gerade  Polare)  von  D  in  Bezog  auf  daa  Dreiseit  ABC  hat 
die  Gleichnog: 

Der  Abstand  eines  Punktes  P  mit  den  Seitennonnalen  ji«  von  einer 
Geraden 

iiat  den  Ausdruck: 

wo  a  die  WinJiel  des  Fundamentuldreiecks  bezeicbueu. 
FOr  €4  —  wird 

£a^^  -  22:*ieiC0Sa  «=  -Sa*  —  £b^c* 

Somit  ist  der  Abstand  d  eines  Punktes  P  von  der  Uarmonikalen  von 

Di 

£(a-\-b)(a+c)pa 

Die  Entfernung  des  Punlitcs  i>  von  seiner  Uarmonikalen  ist: 

Die  Gerade  /y4-^  ist  die  Reciproko  der  Harraonikalen  von  D.  Trifft 
diese  die  BC  in  Ja.  ist  /  das  Inkreiscentrum  des  Urdreiecks,  schnei- 
d(.t  ^1/  die  BC  in  /„;  so  trage  man  den  Winkel  JaAla  auf  der  an- 
dern Seite  von  Ali  auf,  so  dass  der  neue  Schenkel  die  BC  in  2)« 
H'hneidet.  Die  5)a  liegen  nach  einem  bekannten  Satze  in  der  Reci- 
ITokcn  von  Ja^b^e  d.  i.  in  der  Geraden  b-\-c.  Die  Gleichung  des 
Imkreises  ist  Eaxbrc  —  0.  Die  Polaro  eines  Punktes  i  iu  Bezug 
auf  denselben  hat  die  Form 

Fflr  Im^l  erbalten  wir  die  Gerade  &+c. 

Die  reciproke  Gerade  der  Harmonikalen  des  Punktes  D  ist  die 
ümkreispolare  des  Inkreiscentrums. 
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Die  konische  Polaro  von  D  in  Bezug  auf  das  Dreiaeit  ABC  bit 
die  Gleichung 

Die  Bestimmmig  des  Kegelschnittes 

hftngt  von  dem  Aiudracke  ab: 

Hier  ist 

9  ist  negativ.  Die  konische  Polare  von  D  ist  eine  Eü^ie.  Die 
Poliie  eines  Punktes  Z  in  Bezog  auf  diese  Ellipse  hat  die  Fora 

 =  (c+a)fc+  (a  +1)^ 

Die  Auflösung  der  Gleiclmugcii 

bestiniint  lU'u  Mittelpunkt.  Er  bat  die  Form  J,r{h-\-c),  ist  also  das 
Inkreiscentrum  des  Mittendreiecks,  der  Spiekcr'sche  Punkt. 

Die  Harmonikalen  aller  Punkte ,  welche  asf  der  Vtumnäak^ 
des  Inkreisoentrams  des  Urdreiecks  liegen,  bllllen  einen  Kcgelieiiüt 
ein,  die  Polokonik  der  Harmonikalen  des  Inkretscentroms.  IKe  Gki- 
chung  dieser  Corvo  ist: 

Ihr  Mittelpunkt  ist  der  Punkt  D  ^  h+e. 
Wien,  Januar  lb7B. 
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XXIX. 

Miscellen. 


1. 

Weiterer  Beitrag  nr  Theorie  der  Clssolde*). 

1. 

Von  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  der  Cissoidc  kann  man  m 
dieser  drei  Tangenten  legen  und  die  Berührungspunkte  derselben 
bilden  ein  Dreieck,  das  norühruugsdreieck.  Wir  wulloii  nun  unter- 
suchen, welches  der  Ort  der  Punkte  ist,  für  welche  der 
Flächeninhalt  des  Berühruugsdroiccks  coustaut  ist. 

Eb  seien  y  die  Coordinaten  des  Punktes  P,  und  die  Parameter 
der  BerQhnmgspnnkte  ergeben  sich  als  Wurzeln  nachstehender  GM- 
ciiang 

2i»V— «(l+3f*«)+a-0  (1) 

wolches  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  it  der  Cissoide  ist, 
wenn  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  als  rationale  Functionen  des 
Parameters  dargestellt  werden,  nämlich 

a 

(2) 

a 

<)rdnen  wir  die  Gleichung  (1)  nach  den  Hallenden  Potenzen  von  ts 
so  erhalten  wir 

SkUio  dietes  Afchiv:  Batioiiale  ebene  Cairen.  Teil  56.  pag.  144.  lowie 
BeHreg  cor  Theorie  der  Ciieoide,  ibid.  Teil  57.  pag.  835. 
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MisoeÜeiu 


,    dcß  x—a 


woraus  sich  sofort  ergiebt: 


3c 


2jf 


(8) 


14) 


wo  «„  Mj  die  Pararaetcr  der  Berührungspunkte  bezeichucn,  welche 
als  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  auftrotCD. 

Der  FUdMDuüialt  des  Drdecks  u^u^  sei  ^  somit  ist  bekwitikti 


oder 


Kim  ist 


somit  ist 


wo 


1+«,» 

a 

a 

«1(1 +  V) 

a 

a 

3A 


«»»     1%  1 

»=i  Ins  1  Htd-f-V) 


1      Uj  Mj- 


Än»(l+ 


«»*) 


1      lij  Mjj"* 

1  «,  V 


1 

«1 

1 

»1 

1 

1 

«s 

1 

»*3 

1 

»3 

«3* 

1   II,  V 


ik=l 


ist  und  auch  eine  Constantc  bezeichnet,  da  der  Yoraassetzanggfl'' 
sich  nicht  ändern  soll. 
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BeieidiiMo  wir  nim  mit  {u*),  cdaen  Amdrnck,  der  ms  («)•  tkh 
efgiebt,  wenn  wir  %  mit ersetzeOf  so  können  wür  der  Determinante 

1  u,  V 

eine  fOr  nnseren  Gebrauch  passendere  Form  verleihen.  £s  ist  nämlich 


1    Hj  V 

1  %  II,* 


3  (u% 

Ml 


Nun  ist  wegen  (u),  =  0 

Fahren  wir  diese  Werte  in  die  oMge  Determinante  ein,  so  erhalten 
wir  nach  kurzer  Umformung 


3  (u),  (u),^ 
-2(m),     0  3(u)3 

0      a  (»), 


oder  entwickelt 

(u), .  { -  27(u)3  +  2(u),^  [(u),  -  3(w),]  1  = 


1  «1  ti,*  * 
1  ttj 

1 


Mit  Bftckaifibt  anf  die  OL  (6)  können  wir  die  OL  (5)  schreihen: 


anMl+uu^y  =  (uV(u),l-27(..)s+2(uV[(u),-3(i*),]J  (7) 


Es  handelt  sich  nun  darom  Uukii+vin  9ls  Function  von  (u)t  und 

00;.  darzustellen  und  hernach  in  die  so  transformirte  Gleichung  (7) 
die  Werte  aus  der  Gleichung  (4)  für  (uj^  und  (u)^  einzuführen- 
Kun  ist 

ferner  wegen  (ti)t  s  0  ist 
somit  ist 
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Führen  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (7)  ein,  so  «cfciltei  lir 
nach  KflrsoDg  mit  dem  gemeinscliaftlichen  Factor  {u)^ 

Fohren  wir  nnn  ans  Gl.  (4)  die  Werte  für  («)]  nnd       eis,  mmä 

wir  die  Bedingung  einführen ,  dass  ti^t^ug  ein  Berührungsdreied  H 
was  wir  schon  bei  der  Einführung  («)t  =  0  vorausgesetzt  babco,  so 
erhalten  wir 

WO  der  Kflrze  wegen 
gesetzt  Würde. 

Der  Ort  der  Pnnkte*)  constanter  BttrflbniDgsdreiecke  bei  der 
CisBOide  ist  demnadi  eine  Gnrve  ftnfter  Ordnung  mit  einen  Dop^ 
punkte  in  der  Spitee  der  Cissoide. 


TL 

Jedem  Punkte  7',  den  wir  kurz  als  Pol  des  Dorührungsdreiecb 
bi'zeirlinon  wollen,  entspricht  in  di  r  tbino  der  Cissoide  ein  bestinun- 
tes  Berührungsdreieck,  somit  auch  dessen  Schwerpunkt  S  Dio  B^ 
weguug  des  einen  hat  eine  bestimmte  Veränderung  des  aiul  rci  zur 
Folge.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  welches  ist  der  Ort  des  i'imk- 
tes  /*,  wenn  der  ihm  zugeordnete  Dreiecksschwerpunkt  eine  bcftiramie 
Curve  durchläuft.  IJezeichneu  wir  mit  |,  i;  die  Courdinatea  des 
Schwerpunktes  des  Bertthrungsdreiecks  t^iUtu^^  so  ist 


Kun  ist 


*=l  1  -f      "        [1  -(«) t]^ -  (u) 


3 

£ 


*)  Siebe  Sitib.  d.  ktaigl.  bOba.  GeeeUeeb.  d.  Wimoidi.  Frag.  ^* 
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Diese  Ausdrücke  gelten  für  jedes  Dreieck,  dcsseu  Ecken  auf  der 
Cissoido  liegen-,  wollen  wir  /cigeu,  dass  dieselbon  auf  ein  Berühruogs- 
dreieck  sich  beziehen,  so  müssen  wir  die  Werte  für  (u)|,  (tt)t,  (u)^ 
ftHB  der  GL  (4)  einfahren.  Wir  erhalten  so 


j,     1   oiöi?y-2<ra! 


(11) 


Somit  ergeben  sich  uns  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (10),  (11) 
ftls  Schwerpanktscoordinaten  des  Bertthrangsdreiecks 

4t/*+4x^+ 2ax 

(12) 

Die  Gleichungen  (12)  geben  uns  die  verlaugte  Abhängigkeit  der 
Punkte  /'  und  Ä  Beschreibt  nämlich  der  Schwerpaukt 
<les  Berfihrnngsdreiecks  einer  Cissoide  eine  Curve  nter 
Ordnung,  so  durchläuft  der  entsprechende  Pol  /'  eine 
Cnrve  S^ter  Ordnung,  welcher  die  imaginären  Kreis- 
punkte  als  nfache  Punkte  zuko  mmen.  Die  Punkte  P  und  8 
stehen  demnach  in  einer  cyklisch  quadratischen  Verwandtschaft*). 

Beschreibt  in  speciellem  Falle  S  eine  Gerade,  welche  durch  den 
Sclinittpuukt  der  reellen  Asymptote  mit  der  A'- Achse  (nämlich  der 
Küikkehrtangcnte  der  Cissoide)  hindurchgeht,  so  ist  ihre  Gleichung 
von  der  Form 

Aij— f+a  =  0  (13) 

«nd  der  Erda,  weidien  der  entsprechende  Pol  P  hesdureibt,  xerftllt 
in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  in  eine  reelle  Gerade,  deren 

Gleichung 

— 21y+2jr+««0  (U) 
Die  sich  entsprechenden  Gen^den  (13),  (14)  sind  ersichtlich  parallel. 

Agram,  NoTcmber  1877.  K.  Zahradnik. 


•)  Siehe  „l'cbcr  eine  geometrische  Verwandtschaft  in  Bozn«;  auf  Ciirven 
dritter  Ordnung  and  dritter  Classc'S  Sitzb.  d.  k.  k.  Akademie  der  Wissensch. 
Wien  813.  77,  wo  ich  den  zweiten  Teil  dieses  Aufsatxes  angefahrt  habe. 
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Note  Uber  den  Ausdroek  für  das  innere  Potential  eines 

homogenen  EUipsoids, 

Sind  A  r  die  Qnadnite  der  Halbaxen  eines  EIÜpsoidB,  lo  ut 
das  Potentitl  V  fllr  einen  inneren  Punkt  x,     s  gegeben  dnrdi: 

C9  00  Oft  ^9 

0  0  0  o 


wobei 

ist  Setzt  man: 


80  üodet  man: 


^»    a«  ^  a/j  ^  8r 


wodurch  also  die  Bestimmung  von  Pq  auf  die  von  zurUckgetuiirt 
ist  Für  V  erhält  man*): 

ond  wegen 
acUiesilich: 

  A.  Wassmvtk 

*)  iUn  Torgltichet  Tbomfon  o.  Tait,  theorat  Pbjrdk,  pag.  6«  v.  «4. 
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Gesdiiclite  der  Mathematik  und  Physik. 

BoUetino  di  bibliografia  e  dl  storia  ddle  scionze  matematkbe  e 
fisicbe.  Pabblicato  da  R  Boncompagnt.  Tomo  X.  Roma  1877. 
Tipografia  delle  scicnzo  matematiche  e  fisiche. 

Der  Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender: 

7.  Heft.  Sigmaud  GQnther:  Ueber  die  Aufäugo  und  Ent- 
wickelung3stufeu  des  Priucips  der  Coordioateu.  lus  Italieuische  über- 
setzt vüu  Giüvauui  Garbicri. 

8l  Heft.  Piotro  Riccardi:  Ueber  ein  klelnoB  Work  tob  Fran- 
cesco dal  Sole.  Ungcdmckte  anf  ihn  boKflglicho  Documcnto.  B.  Bon* 
compagni:  Ueber  das  Wort  ^Cnmolo**,  von  Francesco  dal  Sole  ge- 
braacht  im  Sinne  von  tausend  Millionen. 

9.  Il'  ft  Paul  Mansion:  Die  Mathematiker  iu  Belgien  in  den 
Jahren  1Ö71,  1Ö73,  1^74,  1875. 

10.  Heft.  Schlnss  des  Vorigen.  Pietro  Riccardi:  Brief  an 

B.  Boneompagni  znr  Berichtigung  einer  Aossago  betreffend  Biagio 
Pelacani  iu  der  obigen  Schrift  vou  Gdnthcr. 

11.  Heft  P.  Trentlein:  Ueber  einige  ungedruckte  Schriften  be- 
sQgUch  anf  das  Rechnen  mit  dem  Abacns.  Ins  Italienische  übersetzt 
von  Alfonto  Sparagna.  WOrtUcbe  MitthoUnng  jener  Schrillen. 
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12.  lieft.  Schlu88  des  Vorigen.  B.  Boucompftgni:  Uebirdcn 
Tractatns  de  abaco  von  Gerlaudo.  Augelo  Gooocchi:  Ueiierdie 
von  B.  Boncompagni  veranstaltete  Pnblication  von  11  Briefes  tn 
Louis  Lagrango  an  Leonhard  Eoler. 

PublicatioDS Verzeichnisse  im  8.,  lü.  und  12.  Ucft 

Besonders  heransgegeben  sind  dio  2  Sebrifton  von  BoneompigiD 
Ober  dio  Summe  der  4.  Potenzen,  aus  dem  Maiheft,  und  Aber  du 
Wort  Gnmulo,  aus  dem  Augnstheft.  E 

Jahrbuch  der  Erfindungen.  Herausgegeben  von  H.  Grcttehcl 
und  G.  Wunder.  Dreizehnter  Jahrgang.  Mit  19  in  den  Text  g^ 
druckten  Holzschnitten.  Leipzig  1877.  Qoandt  u.  HUndeL  U.  8*. 
460  S. 

Diese  Zeitschrift  stellt  den  Fortscliritt  der  eiuzelueu  Zweige  iler 
Naturwissensehaft  in  den  letzt  vi-rgangeueu  Jahren  dar.  Hauptsitii- 
lieh  sind  die  Kesaltatc  der  quantitativen  Ermittelungen,  nebst  Fehler- 
grenze und  verglichen  mit  den  früheren  ßestinimuugen  übersicbtlidi 
angegeben,  in  der  Kürze  bei  jeder  bemerkt,  woraus  sie  gewonaa 
ward,  ferner  der  Kanie  dos  Autors,  nicht  aber  die  Litteratar  dtit 
Der  gegenwärtige  Jahrgang  umfasst  eine  Reihe  Themata  ans  kt 
Astronomie,  Physüc  and  Chemie.  Zum  Scbluss  ist  der  liel£rol<v^ 
1876  beigefügt  K 

A  list  of  writings  relating  to  the  niethod  of  least  Squares,  *ith 
historieai  and  critical  notes.  By  Mansfield  Merriman,  Pli.  D  . 
lastmctor  in  the  Sheflicld  Scieutitic  School  of  Yaie  College.  New 
Häven  1877.  (From  tho  Transactions  of  the  Connecticut  Acatteoor. 
Vol.  IV.  1877).   232  S. 

Die  Liste  enthalt  408  Titel  von  Schriften,  dio  von  lr2'2  an  fcf 
P'rfinduug  der  Methodi'  isn.')  teils  unbabnend  vorausgingen,  teils  uach 
(lieser  Zeit  dieselbe  behandelten,  und  zwar  313  Abliandlunm'u,  72 
Büiber  und  23  Teile  von  Büchern.    Sic  folgen  der  Zeit  uacb;  a 
nötigen  Angaben  lassen  sie  nichts  vermissen;  auch  die  snccessim 
AuHagen  mit  Jahreszahl  sind  bemtikt.    Die  Noten,  ^Yelcbe  auf  ife 
meisten  Titel  folgen,  geben  öfters  über  den  Inhalt  einigen  Aufscbiuss. 
sind  aber  grösstenteils  l'rteile  der  Wertsehätzung  und  niuchiu  asi 
Fehler  aufmerksam.    Die  Yollstiiudigkeit  begrenzt  der  Verfu-^ser  >clb$t 
dahin,  dass  er  h;e]iiiften  in  den  8  Hauptsprachen  aufgeuouimea  tot, 
mit  Ausschluss  z.  B.  von  Kussisch  und  Ungarisch;  ferner  dass  za  kune» 
unzureichende  Behandlungen  unerwähnt  geblieben  sind.  Die  Sdin^^ 
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stammen  aus  l'J  Ländoru,  unter  tloneu  der  Zahl  iiaili  Deutschlaud  die 
erste,  Knulaud  die  dritte  Stelle  einnimmt,  was  auch  hinsichtlich  der  2 
Sprachen  gilt.  \on  den  lOS  Schritten  hat  der  Verfasser  'M'J  selbst 
gesehen.  Innerhalb  der  bezeichneten  Grenzen  hkuht  es  dem  Publicum 
ubcriasseu  düs  uücb  Fcbleuda  iu  Eriuucruug  zu  briugcu. 


Metbode  und  Priucipien. 

Zor  Gnindlegang  der  Fsychophysik.  Kritische  Beitrftgo  von  Dr. 
Georg  Elias  Maller,  Privatdoceotcn  der  Pbilosopbid  an  der  Uni- 
versität zn  Göttingen.  Beriin  1878.  Theobald  Grieben.  434  S. 

Das  Buch  handelt  vom  Weber'schen  Gesetze,  nach  welcliem  der 
kleinste  wahrnehnihart'  T'nterschie*!  der  Intensitäten  zweier  gleich- 
artigen Sinnenreize  den  Inteusitiiten  selbst  proportional  ist.    Der  Ver- 
fasser hat  sein  Mögliches  getan,  die  betreffende  Aufgabe  zu  einer 
exacteu  zu  machen,  indem  er  das  Unzulängliche  iu  liegritf  und  Me- 
thode aus  Licht  zieht,  die  Messungsfchler  scheidet  und  in  Rechnung 
bringt   Dcunocb  bleibt  das  Ergcboiss  anf  dem  Stand ])uukte  dcijeni- 
gen  sogenauuteu  Empirie,  welch*»  (dme  causalu  Hypothese  nur  sam- 
melt uud  aus  Zahlen  Gesetze  abstrahirt,  die  im  günstigstcu  Falle  in 
irgend  welchem  Umfange  eine  leidliche  Beständigkeit  zeigen.    Die  er- 
reichten Kcsultate  hält  indes  der  Verüssser  wert  und  bekämpft  ein- 
gehend die  von  Hering,  Langer,  Brentano  u.  A.  erhobenen  Eiuwünde. 
Der  erste  Abschnitt,  die  psychophysischen  Messmethoden,  behandelt 
die  zufälligen  Fehlervorgänge  nnd  die  znfiUligen  Beobaehtnngafehler« 
die  Haaptformoln  der  Methode  der  richtigen  und  &lsehen  Fälle,  deren 
bisherige  An&ssungen  und  Anwendungen,  die  Elimination  der  con- 
stanten  Fehler,  die  Methode  der  kleinsten  Unterschiode,  die  Methode 
der  mittleren  Fehler,  die  bisherigen  Versuche  nach  derselben,  die 
Methode  der  fibermerklichen  Unterschiede;  der  zweite,  dio  Tatsachen 
des  Weber'schen  Gesetzes,  Torsnche  mit  verdunkelnden  Gläsern, 
'  Schattenversuche,  Scheibenversuche;  Masson's  Versuche  bei  instantaner 
Beleuchtung  rotirender  Scheiben,  dio  Beziehung  der  StemgrOssen  zu 
den  Steniintensitäten,  Versuche  nach  der  Methode  der  fibermerklicben 
Uoterscbiede,  Versuche  mit  farbigem  Lichte,  Resultate  sämmtlicher 
auf  das  W.  Gesetz  bezüglichen*  Untersuchungen  im  Gebiete  des  Ge- 
sichtssinns, Gewichtsversuche,  das  Augenmass,  Versuche  mit  Schall-, 
Geschmacks-  und  Temperatnrreizen;  der  dritte,  die  Deutung  des  W. 
Gesetzes,  die  psychopbysische  und  die  pbysiologischo  AufEsssung  des 
W.  Gesetzes,  die  Donkbarkeit  eines  annäbrend  logarithmiscben  Ab- 
hängigkeitsverhältnisses zwischen  2  physischen  Vorgängen,  Erörtemog 
der  sog.  Tatsache  der  BeizschwcUe,  die  Abhängigkeit  der  Unter- 
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ichiedscinpfindlidikeit  toh  der  Bdzqoalitflt,  das  PanUelgKeli,  die 
Abhängigkeit  dar  Tonhöhe  von  der  Schwingungsznhl,  das  iuictioadb 
YerhAltniss  zwischen  Sinnenreiz  nnd  Nenrenerregnng  nadi  den  1ri> 
herigon  physiologischen  Untersuchnngcu ,  die  Gfiltigfcdt  des  W.  6^ 
setzes  im  Gebiete  des  Modcelsinns,  die  Proportionnlitftt  des  Prid»- 
OQsmasses  nnd  der  absoluten  Unterschiedsempfindlichkeit,  die  psy- 
chophysische  Deutung  der  sog.  Tatsache  der  Reizschwelle  und  dff 
W.  Gesetzes  in  psychologischer  uud  metiiphysischer  Hinsicht,  Boi- 
Stein's  Auffassung  des  W.  Gesetzes,  die  Wahrscheinlichkeit  der  cor- 
rigirten  Massformel;  der  vierte,  die  Zweckmässigkeit  des  W.  Gesetze», 
die  Wiedererkenuung  früher  wahrgcnoramcutT  Objecto,  J.  J.  Mtiller*s 
uud  lieriug's  telcologissbo  Staudpuuktc.  E 

Sur  un  memoire  de  Daviet  de  Foncenex  et  aar  les  g^omänes 
non-endidiennes.  Par  A.  Genocchi.  Turin  1877.  Imprinerie 
Boyale.  4<».  42  S. 

Zum  Beweise  des  Parallelogramms  der  Kräfte  uud  des  Uibd- 
gesctzcs  geht  Fonceuex  von  der  Composition  zweier  gleichen  Krüte 
ana,  deren  Resultante  dann  iu  der  Mitte  liegen  nnd  den  Seiteukrafla 
proportional  sein  niuss,  «o  dass  sie  nur  uoch  unbekannte  Functti 
dos  Winkel-  oder  bzhw.  Kornialabstaudes  bleibt.  Durch  mehrto 
Anwendung  der  snpponirten  Function  geht  beim  Hebel  die  Gleicteog 
hervor: 

mm = 2+/(2x) 

Er  schliesst  daraus  irrig,  fx  müsse  coustaut  sein.  Dann  hat  >ie  don 
Wert  2,  wie  es  dem  Hebel  cutspricht  Derselben  Gleichung  gsi^ 
jedoch  allgemeiuer  der  Wert 

m  = 

wo  a  constant  oder  eine  periodische  Function  ^  ou  logx  für  «ho  Pc- 
riodenlängo  =  log  2  ist.  Der  Verfasser  macht  nun  darauf  aufmerk- 
sam, dass  erstlich  die  Herleitung  unabhängig  von  der  Gflltigkeit  des 
Parallensatzcs  ist,  zweitens  dass  dio  allgemciuere  Lösung  dem  Hebel- 
problem auf  der  Fläche  constantcr  Krümmung  entspricht.  Ilii  nr' 
ergiebt  sich  ihm  ein  neues  Kriterium  für  die  Specialeigeusohatt  üct 
Ebene  unter  jenen  Flächen,  uud  er  ffthrt  ans,  mau  könne  das  IJcbd- 
gesets  für  gleiche  Kräfte  als  Axiom  für  das  Euklidische  substituirm 
£s  werden  dann  die  Ansichten  vou  Helmholtz,  Boltrami,  Klein  n.  A 
ansführlich  dargelegt  Im  zweiten  Teil  (Appendix)  wird  gezeigt,  da« 
ans  der  Geometrie  anf  der  Fläche  constantcr  negativer  KrAmmnof 
die  ünbeweiabarkeit  dea  Parallelensatzea  nicht  folgt,  solaage  wiM 
die  Existenz  einer  aolchen  Fläche,  welche  die  weitem  BediignfM 
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erfüllt,  dass  sie  stetig,  unendlich  ansgcdehnt  and  von  einfachem  Gonnex 
ist,  bewiesen  ist  Diese  Bedingung  habep  Manche  m  ersetzen  go- 
sacbt)  der  Verfasser  findet  aber  sämmtlichc  Ausknnftsmittel  nngenfl- 
geud;  iu  der  Tat  ist  nicht  zu  erschon,  wie  die  hier  aufgestellten  dem 
Zwecke  zu  entsprechen  vermöchten;  die  LOcke  bleibt  bestehen. 

H. 


Lelublicber,  bammluiigcu  uud  Tabellen. 

Lelirbnch  dor  Geometrie,  für  Gvmuasien  und  andere  Lehran- 
stalten.  \  oji  C.  ^rpyer,  Professor  uiul  Pj  ort'ctor  am  Gymnasium  zu 
Potsdam.  Zweiter  Tlieil.  Stereometrie.  Sechste  Autiage.  Leipzig 
lan,   C.  A.  Koch.    140  S. 

Das  Lehrbuch  zeichnet  sich  durchweg  durch  ^nen  concinneiif 
leicht  verständlichen,  einfachen  und  sorgfältig  exaeten  Vertrag  ans. 
Ausser  dem  ersten  Abschnitt,  welcher  tou  der  Lage  der  Geraden  uud 
Ebenen  gegen  einander  gerade  das  Notwendige,  dieses  aber  recht 
volUtüüdig  enthält,  eharakterisirt  es  sich  ferner  duieh  die  überwiegende 
Anzahl  von  Orientirungssützen,  welche  ohne  scientiven  Fortschritt  nnr 
die  unmittelbaren  Folgen  der  Definition  vorführen.  Diese  Abschnitte 
handeln  der  Keilie  nach  von  den  köri»<  rlicheu  Ecken  und  Pyramiden, 
ilen  Prismen,  dem  Kegel  uud  (yliiider,  der  Kugel,  den  sphärischen 
Figuren  und  den  regelmässigen  Körpern.  Dann  folgen  stereometriache 
Constructionsaufgaben.  Im  Anhan«jf  sind  noch  besonders  behandelt 
iler  Euler'sche  Lehrsatz,  dvr  Obelisk,  die  Kegelschnitte,  die  Ausmcs- 
snujj;  der  Fässer,  uud  eine  kleine  Formeltabelle  beigefügt.  Die  Be- 
weise sind  sämmtlicli  so  kurz  als  möglich  gefasst  und  wol  manche 
auf  weitere  Ausführung  im  Unterricht  berechnet.  Anders  aber  ist  es 
zu  beurteilen,  dass  in  den  Ilerleitungen  d(  r  Inhalte  der  runden  Körper 
uud  Flüchen  der  Endschluss  vom  Grossem  uud  Kleinern  auf  die 
Gleichheit  stets  als  lückenliaft  erscheint,  liier  hätte  doch  mindestens 
ein  einzigesmal  die  zur  Evidenz  ausreichende,  bündige  Schlussfolge 
aufgestellt  werden  sollen,  was  nicht  tibermässig  viel  Worte  gekostet 
hätte.  Im  einzelnen  noch  einige  Bemerkungen.  Der  Name  „convexe 
Ecke"  ist,  entsprechend  den  Namen  „couvcxe  Fläche",  convexer  Kdr- 
per^,  dem  Gebrauche  ganz  gemäss.  Alle  übrigen  Ecken  aber  concav 
zu  nennen,  ist  irreleitend,  durch  keinen  Gebrauch  gerechtfertigt  und 
überdies  ttberflUssig,  weil  der  Gegensatz  nicht  vorkommt  Aach  ist 
der  Name  ..Raumwinkel"  — •  Fläclienwinkel  (genauer  Ebenen-Winkel) 
dem  Gebrauche  nicht  gemäss  und  führt  zum  Misverständniss,  da  man 
iarunter  eine  Ecke  verstehen  wird.  Im  Euler'scben  Satze  fehlt  die 
Beschränkung. 
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Dio  Figuren  sind  in  den  Text  gedruckt,  und  deren  Tcüe  ober- 
halb der  Bildebeno  durch  (lickero  Linien  kenuüich  gemacht 

E. 

Lehrbach  der  Mathematik  für  Realschulen  und  Gymnasien  sowie 
zam  Selbstnnterricht.  Von  Br.  B.  Ohlort,  Dircctor  der  RealscWs 
zu  St.  Petri  nnd  Panli  in  Danzig.*  L  Abth.  III.  TheO.  LehiM 
der  Stereometrie.  Elbing  1877.  Neumann-Hartmann.  183  8. 

Ilauptsächlii'h  im  Anfang,  aber  auch  uucrkeuubar  im  wciicna 
Verlauf  tritt  au  der  Auswahl  des  Lehrstoflfs  die  Bestimmung  des  Lehr- 
buchs hervor,  zur  mathematischen  Vorbildung  ftlr  das  Z*  ichnen  zu 
dienen.  Doch  ist  diese  Vorbilduug  eine  gründliche,  wi  Uhu  die  logi- 
schen Erfordernisse  in  vollem  Masse  im  Auge  hat.  Der  Vortrag  ist 
ausführlich  un»l  bei  «'ntwickcltcr  mathi*matisi  her  Fähigkeit  leicht  ver- 
st&ndlich,  der  Ausdruck  stets  cxact.  In  4  Abschnitteif  wird  dcrfieihe 
nach  behandelt  die  Lage  der  Ebenen  und  Geraden  gegen  eiiiand«r 
nebst  der  Ecke,  die  ebenflächigen  Körper  (Prisma,  Pyramide,  Obe- 
lisk), die  krummflftchigen  Körper  (Cylinder,  Kegel,  Rotationskörper, 
Kugel)  und  die  Elemente  der  darstellenden  Geometrie.  Auch  der  Mi 
ist  nach  roathematisclKMi,  nicht  nach  technischen  Gosichtspunkieii  fl> 
gefasst  Er  beschrftakt  sich  auf  die  rechtwinklige  Protection.  Ki 
Figuren  sind  auf  12  Tafeln  dem  Werko  beigefügt  iL 

Lehrbuch  der  Mathematik.  Für  den  Schul-  und  Seibst-Unterridil 
bearbeitet  von  Dr.  II  ermann  Gerlach,  Oberlehrer  am  Friedrich- 
Franz-Gymuasium  zu  Parchim.  Zweiter  Theil.  Elemente  der  Plaai- 
metrie.  Vierte,  vermehrte  und  verbesserte  Autlage.  Mit  12Ö  Figuren 
in  Uolzschnitt  und  G82  Uebnngssützen  und  Au%aben.  Dessau  1877. 
Albert  lieissner.  151  S. 

Das  Lehrbuch  /.eiehnet  sich  in  hohem  Grade  aus  durch  die  sorg- 
fältigste Berücksichtigung  aller  logischen  Erfordernisse,  welche  obac 
L'nisehweii'e  bei  eoucianem.  einfachem  Vortrag  erreicht  wird  und  von 
einem  bedeutendem  Fleiss  in  der  Bearbeitung  zeugt.  In  den  3  schwie- 
rigen Punkten,  dem  Parallelensatz,  der  Incommensurabilitat  und  der 
Kreismps«;ung ,  ist  niehts  \ersohwiegeu ,  verhüllt  oiler  entstellt;  nor 
hätte  die  sinnlose,  hier  übertlüssige  Behauptung  wegbleiben  -oDid. 
dass  das  Sehnen-  und  Tangentenvieleck  durch  Vermehrung  der  Seiten 
zum  Zusanmienfallen  mit  Kreise  gelanute.  Auch  hätte  der  Verlo^ser 
besser  getan,  in  der  Benennung  der  Begriffe  nicht  dem  in  den  Sobnltjn 
aufgekommenen  Misbranch  (Kaunigrösse  statt  Raumgebilde.  Figur  statt 
begrenzte  Fläche,  Kreis  statt  Kreisllächc  u.  s.  w.,  Wörter  den  n  einige 
er  nebenbei  auch  im  richtigen  Sinne  zulässt)  zu  folgen.  Abweichaig!e& 
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Toni  Gcwöhuliclicn  crlauht  man  sidi  liäiitiur  ^aniug  iu  PuDkton,  wo 
iiiclits  dadurch  Rebossert  wird;  warum  soUto  man  sich  scheuen,  einem 
pewöhnlicheu  Misbrauch  ge-^cnüher  für  das  Riclitige  einzutreten?  Der 
luhalt  des  Daches  ist  genügend  reichhaltig.  Aus  dvv  neueren  Geo- 
metrie ist  ein  Abschnitt  über  die  Transversalen  des  Dreiecks,  die 
hirmonischeii  Punkte,  die  Polaren  uud  die  Potenzlinien  in  einem  An* 
hang  au^nommen.  Ganz  besonders  ist  aber  fOr  die  Auleitung  zur 
Lösung  von  Aufgaben  gesorgt,  von  denen  ein  eigenes  Capitel  handelt, 
und  deren  eine  grosse  Zahl  den  einzelnen  Capitcln  angehängt  ist 

U. 


Lefarbach  der  analytischen  Geometrie  und  der  Kegelschnitte. 
Ein  Leitfaden  beim  Uotenicht  an  h&hcrcn  LehranstaUeiL  Von  Wil- 
helm Mink,  Oberlehrer  an  der  städtischen  Rcalschnle  1.  Ordnung 
zn  Crefeld.  Mit  Tielcn  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Beriin 
1878.  Nicotal  96  S. 

• 

Das  Lehrbuch  fahrt  gleich  anfangs  beliebig  geneigte  ebene  Coor- 
dhisteu  ein  und  unterscheidet  dann  rocht-  und  schiefinnklige.  Dies 
ist  durch  die  Desttmmnng  für  die  Kegelschnitte  ▼ollkommen  gerecht- 
fertigt In  der  Tat  weist  die  Behaodlungsweise  der  Elemente  auf  das 
Princip  hin,  die  Allgemeinheit  des  Coordinatenwinkels  festzuhalten, 
so  weit  CS  der  Natur  der  Gegenstände  entspricht,  bei  Norroalabstän- 
den,  beim  Kreiso^u.  s.  w.  hingegen  auf  das  rechtwinklige  System  Ober^ 
ZQgehcn.  Doch  dies  Princip  wird  gerade  bei  den  Kegelschnitten,  den 
conjugirten  Durchmessern,  Tangenten,  Pohiren  und  der  Ableitung 
ans  dem  Kegd,  wo  es  sich  erst  fruchtbar  erweisen  soll,  fallen  ge- 
lassen. Die  Definition  der  Kegelschnitte  nimmt  Bezug  auf  Normal- 
abstände,  aus  ihr  gehen  zunächst  die  Focaleigenschaften  hervor,  wo 
also  das  schiefwinklige  System  keine  Anwendung  hat  Auch  die  an- 
fänglich alle  3  Gestalten  der  Kegelschnitte  umfassende  Aufstellungs- 
forra  wird  nicht  auf  die  dafür  geeigneten  Partien  ausgedehnt,  vielmehr 
Sätze,  die  mit  der  Unterscheidung  nichts  zn  tun  haben,  für  jede  Ge- 
stalt einzeln  hergeleitet.  Bei  der  gegenwartigen  Beliandlungsweiso 
war  gar  kein  Grund  das  schiefwinklige  System  zu  erwälnun;  der 
Schüler  wird  daraus  sicher  dessen  Bedeutung  nicht  erkennen,  und 
vielmehr  zu  der  iiTigen  Meinung  verleitet  werden,  als  sei  es  das  all- 
gemeinere, wahrend  doch  im  Gegenteil  das  rechtwinklige  System  das 
allgemeine,  für  die  ganze  Mathematik  geeignete,  da^  schiefwinklige 
nur  für  sitccielie  Zwecke  angemessen  zu  wiililen  ist.  Auf  die  Kegel- 
schnitte folgen  noch  einige  Anfänge  eimr  Theorie  der  Kaumcoordi- 
naten,  welche  sich,  wie  nur  zu  biliigeu,  auf  das  rechtwiuklige  System 
beschränken.  U. 
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Dio  Elemontnr-Mathomatik  fttr  den  Schulauterricbt  bearbeiM 
▼on  Dr.  Ludwig  Kambly,  Professor  und  Pron  ctor  am  Gjmnasiiia 
zu  6t  £li8abet  in  Breslau.  Zweiter  Theil:  Planimetrie.  Sechsiud- 
viendgfito  Auflage.  Mit  vier  Tafeln  lithograpbirter  AbbildugeL 
Bredaii  1877.  Ferdinand  Hirt  104  S. 

Das  Vorliegende  lässt  sich  nur  den  inittolinässigou  Erzeoguiska 
seiner  Art  an  die  iSeite  stellen,  mit  denen  es  die  meisten,  oft  gorui'- 
teu  Müngel  nnd  Ungeuauigkeitcn  gemein  hat.  Nur  in  einem  PaDkk 
macht  es  einen  Ansatz  zu  grösserer  Sorgfalt,  indem  es  den  Fall  der 
lucommensurabilität,  den  audere  auf  gleicher  Stufe  stehende  Ltbr* 
bUchcr  verschweigen,  im  ersten  Beweise«  wo  er  Bedeutung  hat,  be- 
rücksichtigt und  es  unternimmt  zu  zeigen,  wie  man  von  der  Galtigkcit 
far  den  Fall  der  Commensurabilitat  auf  die  allgemeine  Gflltigkeit 
schliessen  könuo.  Der  Beweis  ist  richtig  angegriifon,  am  Sdlw 
aber  fehlt  dio  Pointe,  so  dass  ein  exactes  Ergebniss  doch  nicht  ge- 
wonnen wird.  E 


Arithmetik,  Algebra  and  rdne  Analysis. 

Ck>nrs  de  calcnl  iiidnit^simal.  Par  J.  Hoflei,  Anden 
r£cole  Normale,  Professeur  do  Math6matiqae8  pnres  &  la  Ywaik 
des  Sdences  do  Bordeaux.  Tome  prcmicr.  Paris  1878.  Gaitkis*- 
Villars.  # 

Von  diesem  umfangreichen  Werke  ist  jetzt  nur  das  oi^te  BaA 
(274  S.)  des  ersten  Bandes  nebst  dem  Anfang  des  2.  Buchs,  mit  des 
die  erste  Lieferung  abbricht,  crschieneu.  Voraus  geht  eine  Einleitni 
enthaltend  eine  ansfahrliche  Behandlaug  gewisser  QmndbegrÜfe  osd 
einiger  zur  Yerwoudung  notwendiger  Bechnungsweisen.  Zuerst  yaA 
der  Oegenstand  der  Mathematik,  namentlich  hinncfatttdi  ihrer  Idas- 
Htät  gogenflber  den  concroten  Fragen,  besprochen.  Dann  folgen  4 
Paragraphen  Aber  die  Operationen,  wdcho  dassifieirt  werden  in  v6t- 
forme,  commutative,  assodative  und  dUstributire,  dann  ein  Capittl 
Aber  die  suoeesdven  Verallgemdnerungen  der  Idee  der  Grtae,  mM 
einem  Satze  Aber  dio  algebndschon  Gleichungen,  dann  die  HemcsH 
der  Detmainantentheorie.  Die  Uebersebrfft  des  ersten  Budtes, 
nun  folgt,  ist:  Gruudprincipien  der  Infinitesimalrechnung.  Es  begiid 
mit  einem  Capitel  über  die  Functionen  und  die  Stetit^koit,  die  owdh 
liehen  Grössen  und  Grenzwerte.  Dann  fol^'t  die  i)iÜereiit:ation.  st" 
gleich  verbunden  mit  der  Integration,  womit  das  erste  Bm  li  -chIi»?J* 
Der  Lehrgang  ist  ein  ziemlich  ungebundener,  ohne  sichtliche  Verket- 
tung in  systematischer  wie  in  logischer  Beziehung  uud  ohne  prin.-!- 
piellcs  gleicbmässigos  Festhalten  der  Methode  j  der  Aasgaog^^^^^ 
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wird  ohne  zwiDgendcn  Grund  oft  in  der  Geometrie  genommen.  Ein 
Kachweis  in  Betreff  der  strengen  Bündigkeit  des  Ganzen  würde  daher 
positiv  und  negativ  schwer  zu  führen  sein.  Anch  in  der  Ansfiihrlich- 
kelt,  welche  meistens  in  den  elementarsten  Dingen  am  grössten  ist, 
seiteint  sich  der  Verfasser  kein  Gesetz  auferlegt  za  haben.  Im  ein« 
seinen  zeigt  die  logische  Sorgfalt,  der  man  hier  begegnet,  einen  nn- 
verkeunbaren  Fortschritt  gegen  filtere  Lehrbflcher.  Ein  solcher  ist 
es  entschieden,  dass  eino  besondere  Theorie  der  unendlichen  Grossen 
Überhaupt  aufgestellt  mrd  nnd  dass  diese  auf  richtiger  Auf&ssung 
des  Begriffis  beruht,  infolge  dessen  auch  die  Definition  des  Grenzwerts 
auf  die  der  Unendlichkleiuen  sich  sttttzt,  nicht  umgekehrt  Freilich 
möchte  die  gegenwärtige  Behandlnngsweise  weder  die  einfachste  noch 
eino  zur  strengen  BegrOndung  aQer  gewöhnlichen  lufinitesimalschlOsse 
ausreichende  sein.  —  Der  Anfitng  der  Operationslehre  ist  zum  mindo- 
sten  sehr  dunkel:  der  erste  Satz,  wenn  er  ftberhaupt  zutreffend  sein 
und  nicht  aberdies  einen  Cirkel  („gleich*^  erklärt  durch  ,^leiclr\) 
enthalten  solf,  ist  nicht  wol  zu  verstehen.  —  Auf  jeden  Abschnitt 
folgt  eine  Reihe  von  Uebnngsanfgabcn.  II. 

■ 

Principii  elementari  sulle  probabilit^  esposti  daG.  B.  llarsano, 
Professore  di  matematiche  nclla  R.  Universitä  e  nel  R.  Istituto  tec- 
nico  di  Genova.  Genova  1876.  R.  Istituto  Sordo*Mnti.   153  S. 

Hiermit  wertien  die  Vorlesungen  des  Verfassers  am  teclinisclien 
Institut  veröftViitlicht.  I)io  Schrift  fasst  die  WalirscIuMulichkeitslLdire 
nicht  als  ein  Ganzes  auf,  begrenzt  und  dispoiiirt  den  Lt  lirstoff  nicht, 
sondern  führt  nur  eine  Reihe  von  Aufgaben  mit  Zahlcnboispielcn  und 
algebraischer  Formulirung  durch  und  stellt  mitunter  Lehrsätze  der 
leichtesten  Art  auf.  Ein  Fortschritt  ist  in  der  Tat  vorhandeu,  sofern 
die  Aufgaben  anfangs  einfach,  weiterhin  coniplicirter  sindj  sümmtlicbc 
aber  fallen  in  das  Gebiet  der  zählbaren  Möglichkeiten.  H. 

Lehrbuch  der  Determinanton -Theorie  für  Studirende.  Von  Br. 
Sicgmund  Gflnther,  k.  bayr.  Gymuasialprofessor,  Mitglied  der 
Loop.  Karol.  Akad.  d.  W.  und  (C.)  d.  k.  böhm.  Gesellsch.  d.  W. 

Zweite,  durchaus  umgearbeitete,  vermehrte  und  durch  eine  Aufgaben- 
Sammlung  bereicherte  Auflage.  Erlangen  1877.  Eduard  Besold.  209  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  228.  litt.  Ber.  S.  :35  besprochen.  Die 
anf  dem  Titel  genannte  Umarbeitung  in  der  neuen  Auflage  lässt  sich 
nicht  auf  das  Ganze,  sondern  nur  auf  einzelne  Partien  beziehen,  die 
gerade  nicht  zahlreich  sind.  Die  Anordnung  ist  in  wenigen  Punkten, 
wo  CS  sich  empfahl,  geändert  worden.  Manches  ist  hinzugekommen. 
In  der  historischen  Skizze  sind  2  Bearbeiter  ans  neuerer  Zeit,  Reiss 
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und  Grtssmann  den  früheren  angereiht  Im  ftbrigen  sind  cinigo  An- 
gaben  YenroUstftiidigt,  und  einige  neue  Themata  in  den  Kreis  der 
ErOrternng  gezogen.  Neu  sind  aasserdem  ein  Anhang  mit  6C  Aid- 
gaben  und  ein  zweiter  mit  einem  Littcratnrverzeiehniss.  Trotz  dieser 
Vcrniehrungen  hat  sich  infolge  kleinerer  Lettern  der  Um£uig  des 
Bnchfl  verringert  H. 


Vermischte  Schriften,  Zeitacliriften. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  Deel  III.  Amsterdam  1611. 
Wcytiogh  en  Brave. 

Der  Inhalt  an  Abhandinngen  ist  folgender: 

C.  L.  Landn^  Ueber  die  singulärcn  Integrale  der  Differcntial- 
gleichnngen  1.  Ordnung  mit  2  Variabein. 

D.  Biorens  de  Haan.  P^iuigcs  über  die  „Theorie -des  fonctioDS 
de  variables  imagiuaires,  par  M.  Maximiiiou  Alaric.'^ 

B.  P.  Mojort.  Theorie  der  Basenle. 

A.  J.  M.  lirogtroj).  Ueber  die  Ergänzung  des  KopcteadoiDD 
bei  \'erwandluug  gewöhnlicher  BrUcho  iu  D&cinialbrQche. 

D.  J.  Körte  weg.  AnilOsnng  der  Preisfrage  11.  (Die  Ober- 
fläche eines  kegelförmigen  Keils  mit  elliptischer  Gmndfläche  in  be- 
rechnen.) —  Note  Ober  schiefe  Flftchen.  —  Anflflsnng  der  Pftie- 
frage  13.  (Ueber  eine  rotirende  Scheibe,  anf  deren  horiionlakr 
oberen  Flftche  ein  Kflgelchen  rollt.) 

Y.  A.  Julins.  Ueber  die  £ntwickolnng  einer  Function  in  eine 
Reihe  von  Ckisinns. 

D.  B.  W  i  8  s  e  1  i  n  k.  Merkwürdige  Eigenschaft  einer  Determinante 
3.  Grades. 

A.  Benthe m.  Die  PeriodicitAt  der  Functionen. 

N.  L.  W.  A  Gravelaar.  Ein  Satz  aus  der  Theorie  der  linea- 
ren Substitutioneu. 

W.  Kapteyn.  Einiges  über  die  Summe  der  glcichhohen  Po- 
tenzen der  IWurzeln  der  allgemeinen  Gleichung  2.  Grades. 

D.  Bierens  de  Haan.  Einiges  Uber  die  Quadratwaml  mm 
einer  viergliedrigen  WurzelgrOsse.  H. 
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NooTeUo  Gorrespoudaiice  mathimatiqiie.  B£dig6e  par  Eugöno 
Catalan,  Doctear  ds  Bcienoos,  Professcar  &  l*iiniTer8it6  de  Li^e; 
»▼ec  la  coUaboration  de  HM.  Mansion,  Laisant,  Brocard, 
Neilberg  et  £doaard  Lncas.  Tome  troistönte.  Li6go  1877. 
£.  Becq. 

Der  Inhalt  der  2.  Hfllfte  des  Bandes  an  Abbandlangcn  ist  fol- 
gender. 

E.  Lacas.  Von  der  Anwendaog  der  Systeme  tricirciilftrer  und 
tetraspbftriscber  Goordinaten  anf  die  Untersacbong  anallagmatischer 
Figuren. 

H.  Brocard.  Note  über  die  Kardioidc. 

Reis 8.  Theorie  des  Solitärs,  frei  ans  dem  Deutscheu  übersetzt 
von  Ch.  Ruchonnct. 

£.  Catalan.  Ueber  die  geometrische  Darstellung  der  ellip- 
tischen Integrale. 

H.  Brocard.   Grcuülage  ciuer  rimktreihe  der  Ebeue. 
£.  Catalan.  Ueber  2  Sätze  von  Sturm. 

G.  de  Loiigchamps.    Untersuchung  einer  Keihc  vou  Kreisen, 
Geraden  oder  l'unktcn,  die  in  der  Non  n  Geraden  oder  Punkten  iu 
ciuer  Ebene  gebildeten  l-'igur  auf  recurrente  Weise  aus  ciuander  her- 
vorgehen. Kebst  geometrischer  Anwendung. 

Laisaut.   Schwerpunkt  eines  Kreisbogens. 

£.  Lucas.  Ueber  die  Theorie  der  nnmerischen,  einfach  perio- 
dischen Functionen. 

P.  Mansion.  Autiösuug  eines  Systems  von  n  (rleiehungcu  mit 
n  Unbekannten,  deren  eine  2.  Grades,  die  übrigen  linear  sind. 

E.  Dubois.  Note  über  die  Kreise,  welche  3  gegebeue  Kreise 
berühren. 

Proth.  Note  über  eine  arithmologische  Frage. 

U. 

Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Zeichenlehrer.  Redacteur: 
Prof.  Dr.  H.  Hertz  er.  IV.  Jahrgang.  Berlin  1877.  Bobert  Oppenheim. 

Diese  Zeitschrift  ersolieint  monntlich  zweimal,  mit  Ausfall  1  Kum- 
rner  im  Halbjahr,  jedesmal  1  Bogen  stark.  Sic  giebt  Nachweise  von 
X«ehrmitteln  und  andere  Anzeigen,  auch  mitunter  eine  Kritik.  Den 
grOsston  Teil  aber  nehmen  die  Yercinsangclegenheitcn  ein.  ü. 
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AsDali  di  matematica  pora  ed  applicata  diretti  dal  prot  Frti* 
cesGO  Brioschi  in  Milano  colla  ooopcradouo  dn  profenori:  Liigi 
Cremona  In  Roma,  Enrico  Betti  in  Pisa,  Engcnio  Beltrani 
in  Pavia,  Felice  Casorati  in  PaTia.  Serie  II.  Tomo  TIE  Ifi- 
Inno  1877.  6.  Bernardonl. 

Der  Inhalt  ist  folgender: 

Clir  i  s  t  ()  ff  (1.  Ui'bcr  eine  besondere  Classc  vou  ganzca  F«* 
tloiH'u  und  Kcttoiibrüclion. 

Bertini.  lieber  eine  Classe  eindeutiger  involntorisclier Tn» 
formationen.  Berichtigung. 

Brioschi.    Urber  eine  Classc  binärer  Formon. 

Clcbsi'b.  Ucber  die  Theorie  dir  binilren  Formen  der&Ord* 
nnng  und  die  Trisection  der  hjperelliptischen  Functionen.  (Fcili. 
n.  Schlnss). 

Lncas.  Neue  Theorie  der  Bernoulli*schen  uud  F^uler'siluu  Zahlet 

Christoffel,  riitorsuchun^'en  über  die  mit  dem  Fortbesteto 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  Tertrftglichen  UnateCigkcilA 

Geiser.  Ueber  die  quadratische  Gleichuug,  von  wdcher  ii 
Uauptaxen  eines  Kegelschnitts  im  Baume  abhängen. 

Dini.  Ueber  eiuigc  Functionen,  die  in  einem  ganzen  IsMH 
keine  Derivate  haben. 

Betti.  Ueber  die  diei&chen  Systeme  isothermer  und  «As> 
gonaler  Flächen. 

Dini.    Leber  die  geographische  Abbildung  ciaer  Fliehe 
einer  andern. 

Lucas.  Gmndforroeln  tridrcuhirer und  tetrasphftrischor Geostflrit 

Christof  fei.  Ueber  die  FortpÜanzang  vou  Stosscu  durdi  ela- 
stische feste  Körper. 

Bertini.  Unterauchnngen  Ober  eindentigo  involntorische Tisai* 
formationen  in  der  Ebene. 

Hirst.   Note  über  die  CoiTclation  zweier  Kbcuen. 

Betti.  Ueber  die  Bewegung  eines  Systems  tou  beliebig  sich 
einander  anziehenden  oder  abstossenden  Punkten. 

Jonquieres.    Note  Ober  einige  Fundanu  utaltheorcme  is 
Theorie  der  algebraischen  Curveu  uuil  Fliichcu,  uud  über  ein  »Ilg** 
meiucs  Gesetz,  aus  dem  mau  siu  ableiteu  kauu. 
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Gesciiiehte  der  Mathematik  aud  Physik« 

ActOD,  die,  des  Oalüei'schen  Processes.  Hrsg.  v.  K.  Gebier. 
8.  Statlffart,  Cotta.  6  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  187a  29.  J.  Red.  v.  6. 
Sehwalbe.  1.  Abth.  a  Berlin,  G.  Beimer.  9  Mk. 

Ropertorinm  d.  litenur.  Arbeiten  ans  d.  Geb.  d.  reinen  n.  ange- 
mdten  Mathematik.  Hrsg.  v.  L.  Königsb erger  u.  G.  Zenner. 
2.  Bd.  1.  Hft.  a  Leipzig,  Teabner.  prcplt  30  Mk. 

Lehrbücher  y  Sammliuigen  und  Tabellen* 

Hai  1er  v.  Hallerstein,  C,  Lehrb.  d.  Elementar-Mathematik. 
8.  Afi.,  hrsg.  V,  Maier.  a  Berlin,  Kanck  &  Co.  4  Mk.  20  Pf. 
Heilermann,  H.,  Lehrb.  f.  gewerbl.  Fortbildungsscbnlen.  l.Thl. 

Planimetrie.   2.  All.   8.  Essen,  Radlic.   1  Mk.  25  Ff. 

Hcis,  K.,  Sammig.  v.  Beispielcu  u.  Aufgaben  aus  d.  allgemeinen 
Arithmetik  u.  Algebra.  48  —  50.  Afl.  b.  Colu,  Du  Mout-Schauberg. 
3  Mk. 

lloüel,  G.  J.,  füufstell.  Logaritlimentafelu  der  Zahleu  u.  d.  tri- 
gouomctr.  Functionen.   5.  Asg.   8.    Berlin,  Alb.  Cohn.   2  Mk. 

Lampe,  E.,  geometr.  Aufg.  zu  d.  kubischen  Gleichgu.  8.  Ber- 
lin.  H.  W.  Müller.    2  Mk. 

M  e  y  e  r  h  0  f  e  r ,  R.,  iiiathcmat.-techn.  Lehr-  n.  iiaudbuch.  1.  Tbl. 
5.  u.  G.  Lfg.    8.    Strassburg,  Schneider,    ü  75  Pf. 

Koidt,  F.,  Sammig.  V.  Aufg.  u.  Beispielen  aus  d.  Trigonometrio 
u.  Stereometrie.  2.  Thl.  Stereometrie.  2.  Ati.  8.  Leipzig,  Teab- 
ner. 3  Mk. 

—  Besnltate  d.  Rechnnngs-Aofgaben  in  d.  Sammlg.  v.  Aufg.  n. 
Beispielen  aus  d.  Trigonometrie  n.  Stereometrie.  1.  n.  2.  Thl.  2.  Afl. 
£bd.  2  Mk.  80  Pf. 

Stehle,  A.,  Anfgabensammlg.  ans  d.  Geb.  d.  gesammten  Mecha- 
nik. I.  Die  Gesetze  d.  Bewegongdehre.  4.  Leipzig,  Knapp.  6Mk. 
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Vogler,  CA.,  Anleitg.  z.  Entwerfen  graph.  Tafeln,  n.  dem 
Gebranch  2.  SchneUrechnen,  sowie  beim  Scbnellqnotiren  m.  AneroU 
u.  Tachymetcr.  8.  Berlin,  Emst  &  K.  10  Mk. 

—  6  graph.  Tafeln  z.  Scbnellrecbnen  n.  z.  SchnellqaotireB  ■. 
Aneroid  n.  Tachymeter.  a  Ebd.  4  Mk. 

Arithmetik  y  Algebra  wmA  reine  Analfris. 

Drocse,  A.,  Arithmetik  n.  Algebra.  2.  Afl.  8.  Langensila, 
Scbnlbncbb.   1  Mk.  rx)  Pf. 

Gegenbauer,  L.,  ttb.  d.  Functionen  C«'(«).  &  Wien,  Gerold'» & 

30  Pf. 

llattcndorff,  K.,  algebr.  Analjsis.  8.  Hannofer,  ROmpkr, 
7  Mk.  20  Pf. 

Hauck,  A.  F.,  n.  U.  Hanck,  Lebrb.  d.  Arithmetik  f.  Beil-, 
Gcwcrb-  0.  Handelsschulen.  1.  Tbl  Resultate.  8.  NOmberg^  Koci, 
1  Mk. 

—  dass.  2.  Tbl.  1.  Abtb.  3.  Afl.  8.  Ebd.  2  Mk. 
Kampe,  J.  F.,  d.  abgekOrzt  Bechnen  m.  Tollst  n.  nnTolbt 

Bedmalbraeben.  8.  BObm.  Leipa,  Hamann.  1  Mk.  20  PI 

Matzka,  W.,  Grundzage  d.  systcmat  Einführung,  u.  Begrüß 
d.  Lehre  d.  Beterminanten,  vermittelst  geeigneter  AuflOsg.  d.  Grappci 
allgom.  linearer  Gleichen).  4.  Prag,  Calve.  3  Mk. 

Plcibel,  A.  L.,  Handb.  d.  Elementar-Azitbmetik.  7.  Ü  & 
Stuttgart,  Schweizerbart  6  Mk.  40  Pf. 

Ruth,  F.,  Theorie  d.  logarithm.  Rechenschieber  als  Anleitg.! 
d.  Benntzg.  d.  5  beigegebenen  auf  Carton  lithogr.  Maassstibe.  & 
Graz,  Lenschner  &  L.  1  Mk.;  Maassstftbe  dazu  haar  2  Mk. 

Sickenberger,  A.,  Leitf.  d.  Arithmetik  nebst  ITebangsbn- 
spielen.   2.  Afl.   8.  München,  Tb.  Ackermann.   1  Mk.  60  Pf. 

Suhle,  H.,  Leitf.  f.  d.  Unt  in  0.  Arithmetik.  2.  Hft  & 
Cütheu,  Schettler*s  V.    2  Mk. 

Weicrstrass,  K. ,  zur  Theorie  d.  eindeut.  aualyt  Fuuctiüuea. 
4.    Berlin,  DUiumler.    3  Mk. 

Zähriugür.  IL,  Leitf.  f.  d.  Uut.  iu  d.  Arithmetik  1".  Sekuudär- 
schulen.   3.  Afl.   B.   Zürich,  Meyer  6l  Z.    2  Mk. 

Geometrie» 

Adam,  W.,  Lehr-  u.  Handb.  d.  Flächen-  u.  KOrperberechar 
6.  Afl.  8.  Langensalza,  B^er  &  8.  1  Mk.  20  Pf. 

Blum,  L.,  Leitf.  d.  ebenen  Geometrie  f.  mittlere  Beattlsssca. 
8.  Stuttgart,  Metzler.  1  Mk.  80  Pf. 
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Fort,  0.,  u.  0.  SchAmilch,  Lebrb.  d.  analyt.  ^Geometrie. 
2.  Tbl  Analyt  Oeometrie  d.  Baumes  t.  0.  SeblOmflch.  4.  Afl.  8. 
Ldpzig,.  Teobner.  5  Hk. 

Gerlacb,  H.,  Lebrbncb  d.  Elemente  der  Planimetrie.  4  Afl. 
a  Dessau,  Beissner.  1  Hk.  50  Pf. 

Hecbel,  C,  Compendinm  d.  Stereometrie  nacb  Legendre.  8.  Afl. 
8.  Beval,  Klage.  1  Mk.  50  Pf, 

Kendel,  H.,  prakt  Lebig.  d.  Oeometrie.  8.  Dnisborg,  Mea- 
delssobn.  70  Pf. 

Kontny,  E.,  die  KormalenflScben  d.  Flachen  2.  Ordnung  längs 
ebener  Schnitte  derselben.  8.  Wien,  Gerold's  S.   1  tAk.  20  Pf. 

Meyer,  C,  Lehrb.  d.  Geometrie  f.  Gymn.  u.  andere  Lcbranst 
2.  Tbl.   Stereometrie.   6.  Afl.   8.   Leipzig,  Koch.    1  Mk.  50  Pf. 

Mink,  W.,  Lehrb.  d.  aualjL  Geometrie  d.  Ke^jelschuittc.  8. 
Berlin,  Nicolai.   1  Mk.  50  Pf. 

Oppel,  J.  J.,  Leitf.  f.  d.  geometr.  Uut.  an  Gymnasien  u.  ähul. 
Lehranst.   2.  Afl.    8.    Frankfurt,  Winter.   3  Mk.  50  Pf. 

Peschka,  G.  A.  V.,  freie  schiefe  Projection.  8.  Wien,  Ge- 
rold's S.   80  Pf. 

Schreiber,  G.,  d.  Projcctiouslehre.  2.  Afl.  8.  Leipzig,  Spa- 
nier.  2  Mk. 

Solin,  J. ,  üb.  Curven  dritter  Ordug.,  welche  e.  uneudlich  ferne 
Rückkebrtaiigente  haben,  u.  deren  Auftreten  in  d.  geometr.  Statik. 
4.    Prag,  Rziwnatz.    1  Mk.  60  Pf.. 

Spieker,  Th.,  Lehrb.  d.  ebenen  Geometrie.  13.  Afl.  8.  Pots- 
dam, Stein.  2  Mk.  50  Pf. 

TrifOBonetrie* 

Schumann,  II.,  Lehrb.  d.  ebenen  Trigonometrie  f.  Gymn.  n. 
Realschulen.  2.  Afl.  Bearb.  ?.  B.  Gantzer.  8.  Berlin,  Weidmann. 
1  Wl.  20  H. 

Geodlde, 

Jordan,  W.,  Haudb.  d.  Vermessungskunde.  2.  Afl.  3.Lfg.  8. 
Stuttgart,  Motzlcr.    4  Mk. 

Szczepaniak,  J.,  Universal-Nivellir-Instrument  als  Tachnome- 
tcr.    8.   Wien,  Harüeben.   1  Mk.  25  Pf. 


■edundk* 

Clansins,  C,  d.  Potentialliinction  n.  d.  Potential,  a.  Afl.  8. 
Lieipzig,  Barth.  4  Mk. 
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Jgcl,  B.,  einige  Sätze  n.  Beweise  zur  Theorie  d.  Besultente.  S. 
Wien,  Gcrold's  S.   40  Pf. 

Klein,  II.,  Theorie  d.  ElastidtAt,  Akustik  n.  Oplik.  a  Leiiaig, 
Qoandt  &  U.   14  Mk. 

Wa Iberer,  J.  C,  Anfangsgründe  d.  Mechanik  fester  Körper  in. 
vielen  Uebnngsaafg.  3.  Afl.  8.  Mttncben,  Th.  Acki^rmaiii.  2Mk.  40  K 

Praktische  MeehsBik« 

Weisbach's  Ingeniesr.  6.  Afl.  Unter  Ifitwirkong  F.  Bei- 
leaax,  hrsg.  t.  C.  Qnerforth.  4.  (Scblnss-)  Abth.  8.  Bnmns^vdf^ 
Yieweg  &  S.  2  Mk.  80  Pf. 

Optik. 

Fontaine,  H.,  d.  dektr.  Bdencbtg.  8.  Wien,  Lehmann  AW. 
5  Mk. 

Lorenz,  L.,  die  Lehre  vom  Liebt  8.  Leipzig,  Tenbner.  4Mk. 

Astronomie  und  Meteorologie. 

Reobaclituugen ,  meteorolog. ,  angestellt  in  Dorpat  im  J.  1^9^ 
rod.  V.  A.  von  Oettiugcu  u.  K.  Weihrauch.   10.  J.  8.  Leipzig, 

KobkT.    1  Mk.  50  l'f. 

Fortschritte,  die,  auf  d.  Geb.  d.  Astronomie.   Nr.  4.   1Ä76.  8. 
Leipzig,  Mayer.    2  Mk. 

Fortschritte,  die,  auf  d.  Geb.  d,  Meteorologie.    Nr.  4.   lö7G.  8. 
Leipzig,  Mayer.    1  Mk.  GU  Pf. 

Führer,  astronom.,  pro  1H78  u.  in  d.  Iliuiiuelskunde  üborhsopt 
Von  G.  Sternfreu ud.  3.  J.  11).  München,  liter.-artisL  Anstalt.  1  Mk 
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Littrow,  J.  J.  V.,  d.  Wunder  d.  ilimmels.   ü.AÜ.  22—27.14. 
Berlin,  Ilcnipel.   a  50  Pf. 
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Preuss,  W.  H.,  nautische  Aufg.  l.Uft  Breitenbestunmangen. 
8.  Oldenbiug,  Schake.  1  Mk.  60  Pf. 
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Bobn,  0.,  Ergebnisse  physikal.  Forscbg.   2.  Lfg.  8.  Leipzig, 

Eogelmann.    8  Mk. 
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Koppe,  K.,  Anfangsgründe  d.  Physik.  14.  All.  Bearb.  v.  W. 
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Maxwell,  J.  C,  Theorie  d.  Wärme.  8.  Breslau,  Maraschke 
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Stewart,  V.,  Physik.   2.  Afl.    16.   Strassburg,  Trübner.  80 Pf. 

Teller,  K.,  Pl^ysik  in  Bildern.  2  Thle.  8.  Leipzig,  Spamer. 
6  Mk. 

Tetter'fi,  C,  16  Kiystallnetze.  3.  Afl.  8.  Dresden,  Kämmerer. 
75  Pf. 

Termisehte  Sehriften« 

Abhandlungen  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin.  Aus  d.  J.  1876. 
Berlin,  DOmmler.  Mathemat.  Abth.  4  Mk.  60  Pf.  —  Physikal.  Abth. 
28  Mk. 

Annalcn,  mathemat.  Hrsg.  v.  F.  Klein  u.  A.  Mayer.  13.  Bd. 
(4  Hefte).    1.  Hft.   8.   Leipzig,  Teubncr.    prcplt  20  Mk. 

Denkschriften  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  Mathemat-natorwiss.  Classe. 
37.  Bd.    4.   Wien,  Gerold's  S.   55  Mk. 

Journal  f.  d.  reine  u.  angewandte  Mathematik.  Hrsg.  v.  C.  W. 
Borchardt.  84.  Bd.  (4  Hefte).  L  Heft.  4.  Berlin,  G.  Eeimer. 
prcplt.  12  Mk. 

SiUtuigsborichte  d.  mathemat.-physikal.  Classe  d.  k.  b.  Akad.  d. 
WisB.  zu  Manchen.  1877.  2.  Heft  8.  Manchen,  Franz.  lMk.20Pf. 
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Geodäsie. 

Die  Fignr  der  Erde.  Ein  Beitrag  zur  europftischen  Gradmossmig. 
Von  Dr.  Heinrich  Brons,  a.  o.  Professor  der  Mathematik  au  der 
Universität  Berlin.  Berlin  1878.  P.  Stankiewicz.  4^  49  S. 

P^.s  wird  der  Nachweis  gefOhrt,  dass  keine  Hypothese  Uber  die 
Krdobertiäche,  weder  in  geschlossener  Form  noch  iu  RcibenentwicUeo 
lung  möglich  ist,  welche  den  Messungen  eine  genttgeude  Grundlage 
bietet,  dass  aber  die  vereiuigteu  Messungsmittel,  uftnilich  cioerseits 
astrouomischo  Ortsbestimmungen  (Polböbcn,  Läugen,  Azimute),  Tri- 
angulation (Horizontalwinkel,  Grundlinien)  und  trigonometrisches 
Nivellement  (Messung  von  Zcuithdistanzon),  andrerseits  geometrischee 
Mvollement  verbunden  mit  Bestimmungen  der  Intensität  der  Schwere, 
ansroicheud  und  zugleich  sämmtlich  notwendig  sind,  um  ohne  Hypo- 
these die  Gestalt  der  Erde  zu  bestimmen.  Die  (Sestalt  der  Erde  wird 
definirt  als  das  System  der  Flächen  TT—  const,  wo  IV  das  Potential 
der  Schwere,  d.  i.  Besultanto  von  Anziehung  und  Centrifngalkraft, 
bezeichnet  Eine  einzelne  dieser  Flächen  heisst  eine  Niveaufläche, 
gemäss  Gauss  und  Bessel.  Sie  ist  mit  der  Glcichgewichtsfläche  (als 
Oberfläcbe  gedacht)  nicht  identisch,  wird  aber  deshalb  zur  Bestim- 
maug gewählt,  weil  die  Resultate  der  geometrischen  Nivellements 
dircct  auf  sie  Bezug  haben.  WühreiKl  aber  (iauss  und  Hessel  mit 
Vernachlässigung  des  Unterschieds  eine  solche  Niveaufläche,  welche 
den  Meeresspiegel  repräsentirte,  als  niatlieniatische  Figur  der  Erde 
betrachteten,  lässt  der  Verfasser  diese  Idcntiticiruug  fallen,  dehnt  den 
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Gegenstand  der  Untersuchung  auf  das  System  der  Niveauflächen 
zwischen  den  Grenzen  der  Messungen  und  nennt  dasselbe  ciu  G:oi«l. 
Die  NiveauHächen  sind  in  2.  Ordnung  unstetig,  lassen  sich  akr  in 
Btetigo  Teile  zerlegen.  Entwickelt  man  das  Potential  der  AnzichuDg 
nach  fallenden  Poteuzeu  des  Riuliusvectors  r  bis  zur  (--5)tcn,  so  er- 
halt man  nach  Vernaclililssiguii]^  einiger  kleineu  Grossen ,  wekbo  die 
Differenz  der  2  kleinsten  llaujitträgheitsmomeute  zum  Factor  haben, 
und  llinzufügung  des  Poteutialä  der  Centiifugalkraft,  statt  des  Potca« 
tuÜB  der  Schwere  die  Function: 

WO  3/ die  Masse,  A' -=  C—\{A-\-B),  Ä,  Ii,  C  die  Hanptträgheiti- 
momente,  co  die  Kutationsgeschwindigkeit  der  Erde  bezeichmt,  nud 
LT  =  const.  dr(ickt  ein  System  von  Flüchen  aus,  welches  als  er>le 
Näherung  dem  Geoid  zu  Grunde  gelegt  werden  kann  und  hier  Spha- 
roid  heisst.  Die  Abweichungen  des  Geoids  vom  Sphüroid  sind  ts 
dann,  was  allgemein  Lotstörungen  genannt  wird.  Es  werden  iian  die 
Coefticienteu  J/^  und  MA\  so  wie  die  Abplattung  und  die  cxtrcmeü 
Werte  der  Schwere  theoretisch  in  lielation  gesetzt,  und  die  Erhtbun- 
geu  und  Senkungen  des  Geoids,  desgleichen  die  Lotablenkuiii.'en  k- 
stimmt  Ilieraof  werden  einzeln  die  astronomischen  und  trigouom^ 
trischen  Messangen,  dann  das  geomotrischo  Nivelicmcnt  bebandolt 

IL 

Universal  -  Nivellir- Instrument  als  Tacheometer.  Von  Johann 
Szczepauiak,  Ingenieur.  Mit  2  Tafeln.  Wien,  Pest,  Leipzig.  W*^ 
A.  Uartlebeu.   '6b  S. 

Der  Ycrfosser  hftlt  die  vorhandenen  Schrillen  Aber  Tachcoofitm 
für  hinreidiend  dem  fiodarfhiss  zu  gcnflgon,  das  dazu  am  sMislli 
geeignoto,  gleichfiUls  bereits  bekannte  Instrument  hingegen  soQ  V/i 
sam  erstenmal  znm  Gegenstand  besonderer  Erdrtemiig  gemacht  vtt* 
den.  Das  Bach  besteht  ans  einem  theoretischen  nnd  praktisches  fob 
Iii  crsterom  wird  zuerst  die  Theorie  von  Stampfer*8  ElevatioBSichniki 
dargelegt  Hierauf  folgt  die  Geschichte  der  Tacheometrie.  DieTkcode 
des  Uuivcrsal-NiveUir-Instmmonts  erforderte  vor  allem  EiUMI 
von  Beichenbach's  Fadenmikrometcr.  Zur  Ausfühnmg  der  Bachnosgti 
wild  der  logarithmische  Bochenschieber  in  Anwendung  gebracht.  ^ 
dessen  fänrichtung  und  Gebrauch  die  Schrift  näher  eingeht  J)tf 
letzte  Gegenstand  ist  der  Transporteur.  Der  pndrtisdie  Teil  hsuM 
in  Betreif  der  Feldarbeit,  vom  allgemeinen  Terfiidirßn,  von  dir  Op^ 
^fttionslinio,  Detailcotimng,  Foldnotizbuch  und  Skizzen,  in  BeCnf  it 
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Bissarbeit,  von  der  Berechmug  der  Feldablesungen,  vom  Auftragen 
aoTs  Papier,  Interpolation  der  Schichten  und  Ausfertigung  der  Pläne. 

B. 

Anleitung  zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln  und  zu  deren  Ge- 
brauch beim  Schnellrechncn  sowie  beim  SchnellquotircD  mit  Ancroid 
und  Tacbymetor  fflr  Ingenieure,  Topographen  und  Alpenfreunde.  Von 
Dr.  Ch.  August  Vogler.  Mit  sechs  Lichtdrucktafeln  nnd  vielen  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin  1877.  Emst  n.  Korn. 
196  S. 

Die  Vcrwciiiliing  von  Diagrammen  zum  Ausdrnct  von  Functio- 
nen, nameutiicli  empiriscli  ermittelten,  von  einem  oder  zwei  Argu- 
menten ist  bereits  eine  so  manniclifaltige,  dass  eine  Behandlung  der- 
selben in  gnisstiiKtgliclier  Vollständigkeit  als  IJcdiirl'niss  erschienen 
ist.  Das  vorliegende  Buch  bringt  eine  solche  zum  erstenmal  zur  Aus- 
führung und  giebt  im  zweiten  Abschnitt  die  Anwendung  auf  Baro- 
meter- und  Aneroidmessuugcn ,  im  dritten  auf  Tachymetric.  Haupt- 
sächlich sind  es  die  Functionen  zweier  Argumente,  die  ciue  umfang- 
reichere Theorie  erfordern,  liier  werden  zur  Darstellung  beide 
Argumente  als  Coordinatcu  aufgetragen,  und  die  Isoplethcn,  d.i. 
diejenigen  Curvcu,  welche  dio  Tunkte  von  glcicbcm  Functionswert 
verbinden,  gezogen.  Ein  grosseres  Feld  frei  gewählter  Anordnung 
eröffnet  sich  dadurch,  dass  man  dio  aufgetragenon  Stocke  der  2  Axen, 
welche  den  Einheiten  der  Argumente  entsprechen,  ungleich  machen 
kann.  So  hat  man  es  in  seiner  Hand,  einesteils  die  Isoplothen  zwedc- 
gemftss  zu  gestalten,  andernteils  dio  Argumente  zu  Functionen  neuer 
Argumente  zu  machen.  Ein  besonderer  Fall  davon  ist  die  logarith- 
inischo  Teilung.  Auf  ahnlichem  Trincip  beruht  der  logarithmischo 
Kcchcnschiebcr ,  dessen  Theorie  hier  gleichfalls  dargelegt  wird.  Da 
dio  Isoplethcn  nur  von  Einheit  zu  Einheit  dos  Functionswerts  gezogen 
werden  können,  so  waren  noch  dio  Mittel  zu  erörtern,  durch  welche 
das  Augenmass  in  der  Abschätzung  der  Bruchteile  unterstützt  werden 
kann.  Soviel  sich  vor  der  Hand  Ubersehen  lässt,  entspricht  dio  ge- 
genwärtige Bearbeitung  allen  Anforderungen  in  befriedigender  Weise. 

H. 


Mechanik. 

Die  wichtigsten  Sätze  der  neuern  Statik.  Ein  Versuch  elemen- 
tarer Darstellung  von  Dr.  J.  B.  (loebel,  diplomirtem  Ingenieur. 
Mit  einer  Uthographirten  Tafel.  Zürich  1877.  Meyer  u.  Zeller.  bi  & 
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Die  hier  im  Zusammenhang  vorgetragene  „neuere  Statik^*  iil 
eine  TransformaüoD  des  Frindps  der  virtaeUen  Gescbwindigkehen 
durch  gleichseitige  and  gemeinsame  Zeriegnng  der  Kräfte  und  der 
YerrAckungen  in  Translation  nnd  Rotation.  Dasselbe  YerfEifaren,  naek 
welchem  Poinsot  mit  so  viel  Olflck  mechanische  Prohleme  auf  fiber- 
rticsheode  Wdse  gelöst  hat,  Iftast  sich  allgemein  auf  die  Princ^ies 
der  Mechanik  anwenden,  woraus  dann  eine  Theorie  entqningt,  ta 
deren  Gestaltung  ansser  ihm  MOhios,  Ghasles  n.  A.  mitgewirkt  habes. 
Die  Form  der  Darstellnng  ist  die  etnüsch  analytische  im  jofka  Sisae, 
ausgehend  von  der  allgemeinsten  AnfEusnng,  die  in  keiner  Ifei» 
dnrch  snceesaifes  Ansteigen  gewonnen,  sondern  geradem  Torasvge- 
setst  wild.  Nach  Angabe  des  Yer&ssers  werden  voransgesetit  die 
Elemente  der  Mechanik,  der  darstellenden  Geometrie  nnd  der  sai> 
lytischen  Geometrie  der  Ebene  nnd  des  Baumes.  In  der  Tat  wird 
wol  Jeder,  der  hiermit  völlig  vertraut  ist,  auch  das  Gegenwärtige  leidit 
verstehen,  aber  nur  sofern  er  es  in  seinen  Gedanken  beretts  umspsint 
nnd  alles  Einselne  unter  seine  Begriffe  zu  ordnen  weiss.  Dass  abs 
ein  solcher  Standpunkt,  wie  der  Yerfesser  meint,  auf  Jeder  poljleck- 
nischen  Schule  mit  Leichtigkeit  in  den  ersten  beiden  Semcatem  e^ 
reicht  werden  kann,  davon  sind  die  pnblidrten  HttUsmittel  fftr  dicK 
Schulen  weit  entfernt  ein  Zcuguiss  zu  geben;  es  werden  hOdsteai 
einige  besonders  begabte  S<^flk»r  dazu  gelaugcn.  Was  also  der  Ycr- 
hmt  damit  meint,  dass  er  schie  Darstellnng  eine  elementare  nev^ 
ist  nicht  zu  ersehen.  Selbst  Poinsot  nimmt  zur  Hinfitthmng  anf  dea 
hier  geforderten  Standpunkt  einen  synthetischen  Anfiang.  flier  fit 
zur  Anleitung  gar  nichts  goscbeben.  Soll  vielleicht  die  Bezeichnaog 
sieb  darauf  stützen,  dass  keine  Differential-  und  Integnürechnaf 
vorkommt,  so  liegt  es  in  der  Nutur  des  Gcgcustandes ,  dass  bei  De- 
duetiou  des  Princips  wie  auch  bei  der  Trauslonnatiuu  dieselbeu  nicbt 
gebraucht  werden ;  dieser  Umstand  lässt  sich  unmöglich  der  gegen- 
wärtigeu  Bcarbcituug  zureehucn.  Aus  dem  Umstände  folgt  indes 
nicbt,  dass  zum  Verstandniss  der  Uifforontialbcgriir  unentbehrlich 
wäre.  Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  wird  hier  das 
Princip  der  mechauischeu  Arbeit  genannt  Diese  wie  die  übrigen 
terminologischen  Einführungen  der  Vorgänger  sind  in  der  Tat  rocht 
passend  gewählt;  nur  ändern  sie  an  der  Sachlage  nichts  und  können 
keiuc  sonst  mangelnde  Einsicht  enictzen.  Arbeit  ist  eine  geläufig« 
Vorstellung;  zur  exa<ten  Auüassung  gehört  aber  der  Begriff  der 
Variation,  und  die  Darlegung  im  conereten  Falle,  die  doch  zum  Be- 
weise des  Verständnisses  gefordert  werden  muss,  vcrlanirt  die  uor 
scheinbar  vermiedene  Differentialrechnung,  deren  Elemente  dcmtuti 
auch  zu  den  notwendigen  Vorkenntnissen  gerechnet  werden  niüssea. 
Hiermit  fällt  auch  diese  vermutete  Rechtfertigung  des  Attributs  „ele- 
inentar'^  weg.  Abgesehen  von  diesem  nubegrandeten  Ansprach  iit 
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das  Vorliegende  als  flbenicbtliche  ZosammeiisteUaiig  dessen,  was  der 
Yerfosser  bereits  fertig  vorgefanden  bat,  worauf  wir  daher  keinen 
Anlass  haben  nfther  eiozugcbcD,  eine  Arbeit,  die  gewiss  YUAea  will- 
kommen sein  wird.  IL 


Optik. 

Bestimmung  der  Interferensen  von  mehreren  isochronen  and  in 
gleicher  Phase  schwingenden  Lichtcentren.  Ton  der  philosophischen 
Facnltat  zn  Jena  gekrönte  Frcisscbrift.  Von  Dr.  Alfrod  Eich- 
horn. Mit  zwei  Figurontafeln.  Jena  1878.  Gustay  Fisdier.  84  S. 

Die  Schrift  enthält  eine  Itcihc  aualytischer  Entwickclungcn,  deren 
Ziel  nach  eleu  Worten  der  Einleitung  folgendes  ist.    Es  sollen  Licht- 
ceotra  in  bestimmter  Anzahl  und  Gruppirung  innerhalb  einer  Ebene 
liegen  und  Schwingungen  von  gleicher  Schwingungsdaucr  und  über- 
einstimmender Phase  von  ihnen  ausgehen.  Das  Zusammenwirken  dieser 
Schwingungen  soll  in  einer  zweiten,  der  ersten  parallelen  Ebene  be- 
stimmt werden,  deren  Abstand  von  der  Ebene  der  Licbtcentra  im 
Yeigleicb  mit  den  Abständen  der  letzteren  unter  einander  sehr  gross 
sei,  und  ^ar  unter  der  Einschränkung»  dass  die  Wirkung  nur  in 
solchen  Funkten  betrachtet  werde,  deren  Verbindungslinie  mit  s&mmt- 
lichen  Lichtoentren  sehr  kleine  Winkel  mit  der  gemeinsamen  Kor- 
malen zu  beiden  Ebenen  einschliessen.  Die  ^  dieser  Formulining 
ausgesprochene  Aufigabe  enthalt  die  Theorie  einer  Glasse  von  Inter- 
fercnzphSnomenen,  die  sich  experimentell  leicht  herbeifnhren  lassen 
und  welche  zugleich  bei  vielen  optischen  Wirkungen  nngesucht  auf- 
treten. Es  wird  dabei  an  die  Herbeiftthrung  durch  Stab-  und  Kreuz- 
gittcr  gedacht,  und  besonders  die  Falle,  welche  solchen  von  90^  nnd 
60**  entsprechen,  der  mathematischen  Discussion  unterzogen.  Die  zu- 
grunde gelegte  Dcobacbtungsmethode  compensirt  die  Verschiedenheit 
der  Wellenlängen,  so  dass  das  Interferenzbild  für  alle  Farben  das 
nämliche  wird,  also  auch  bei  Anwendung  weissen  Lichts  keine  Far- 
beuerscheinungen  eintreten.    Der  Rechnung  gehen  2  llülfssätze  vor- 
aus.   Dann  werden  nacheinander  folgende  Fälle  untersucht:  2  Licbt- 
centra, 3  äquidistixnto  linear  liegende  Licbtcentra,  N-fl  nicht  äqui- 
distanto  Licbtcentra  mit  ungleichen  Intensitäten  in  einer  Geraden 
liegcud,  3  Licbtcentra  gleicher  Intensität  in  den  Ecken  eines  gleich- 
sfiti^en  Dreiecks,  3  Licbtcentra,  ebenso  liegend,  von  denen  2  dieselbe, 
(las  dritte  eine  bedeutend  grössere,  dann  bedeutend  kleinere  Intensität 
bat,  0  in  den  Ecken  eines  regulären  Sechsecks  liegende  Licbtcentra 
von  gleicher  Intensität,  12  Licbtcentra  gleicher  Intensität  in  den  Ecken 
zweier  regnlftren  Sechsecke,  4  Licbtcentra  gleicher  Intensität  in  den 
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Ecken  eineB  Quadrats,  8  Licbtccntra  gleicher  Intensität,  3  Lichtoentn 
gleicher  Intensität  in  den  Edion  eines  rechtwinkligen  DieiedD,  4 
Lichtccntra  derselben  Intensität  in  den  Ecken  einen  Bechtecks. 


Das  Brachy-Tclcskoj).  Erfunden  und  (onvtruirt  von  J.  P'orster 
und  K.  Fritsch.  Für  Freniide  der  Astrouoinit',  ^lilitärs,  Tourisi^n 
etc.  verfasst  vun  K.  Fritscli.  Uptiktr  und  Merhaniker,  Wien,  VI. 
(iunipoiidorferstr.  Nr.  31.  Mit  ö  Ilolzscbuitteu  uod  1  Lichtdnick- 
tai'el.   Wien  1077.   äclbstvcrlag.   IG  ä. 

Von  der  Leistung  dos  neuen  Instruments,  dessen  Erfindung  für 
deu  Zweck  bestimmt  ist,  weniger  Bemittelten  für  das  praktische  Stu- 
dium der  Astronomie  mit  Entbehrlichkeit  grosser  Fernröbre  zu  dieuen 
und  zugleich  Transport  und  Aufstellung  ohne  jegliche  Umstände  zd 
ermöglicbeiu  sagt  der  Verfasser,  dass  es  so  klein  und  leicht  ist,  dass 
es  von  der  Hand  eines  Kindes  getragen  werden  kann,  während  eil 
Mann  Mübc  bat,  ein  Instrument  gleicher  Leistung.,  aber  nach  bis- 
herigen Systemen  verfertigt,  zu  tragen.  Die  Schrift  gebt  zuerst  die 
Reihe  der  snccessiven  Verbesserungen  und  Spiegelteleskope  bis  zoa 
Herscberschen  durch,  und  bcsdircibt  dann,  wiewol  sehr  nngenttgcnd, 
das  erfundene,  welches  gleichfalls  ein  solches  und  zwar  mit  zweimali- 
ger Ketlexion  ist,  so  dass  das  Auge  den  Stern  direct  vor  sieb  bat 
Beide  Spiegel  sind  von  versilbertem  Glas.  Der  grossere,  auf  den  der 
Strahl  zuerst  auffällt,  ist  parabolisch  geschliffen  und  befindet  sick 
neben  dem  Ocnlarrohr,  der  zweite,  kleinere,  ein  Planspiegel,  in  dii- 
ger  EntfcrauDg  vor  demselben.  Hieranf  wird  von  der  Bdiaadlsai 
des  Apparats,  dann  erst  im  allgemeinen  von  den  Yorzttgcn  der  fie- 
flectorcn  vor  den  Refractoren  gesprochen,  dann  insbesondere  folgends 
YorzQgo  des  gegenwärtigen  Brachyteleskops  genannt  Der  grosse 
Spiegel  ist  nicht  durchbrochen,  daher  das  Bild  eine  grosse  Licbtstäri» 
und  Schärfe  besitzt  Der  kleine  Spiegel  steht  nicht  mitten  im  Stiah- 
lengango  des  grossen,  welcher  Umstand  ebenfalls  zur  Yermehnrng  der 
Helligkeit  nnd  Präcision  des  Bildes  beiträgt.  Das  lostmment  ist  vid 
kürzer  als  ein  Kewton*sches.  Der  Gegenstand  ist  vor  dem  Beobad- 
ter,  nicht  links  von  ihm  oder  gar  hinter  ihm,  was  fta  die  Orientirm 
angenehmer  ist.  Im  Anhang  empfiehlt  der  Yerlasser  ein  Spedro» 
meter  mit  Doppelaxen -System,  welches  in  Lichtdruck  abgehildel  iit 

H. 
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Astronomie. 

Dio  Entelehnng  des  Soimensystenis.  Nach  der  Laplaoo'scbon 
Hypothese,  in  yerscbiedencn  neuen  Bichtnngen  ansgoführt  Eine 
nüthematischo  Abhandlung.  Von  Ferdinand  Herz,  Oberst  und 
Ck>niniandcur  des  Grossherzoglich  Hessischen  Gendarmerie -Corps. 
Zweite,  gänzlich  neu  bearbeitete  Auflage.  Darmstadt,  1877.  H.  L. 
Schlapp.  381  S. 

Die  Bahnen  der  Kometen  und  die  Monde  des  Mars.  Ein  Nach- 
trag zar  „Entstehung  des  Sonnensystems^- .  Von  Ferdinand  Herz, 
Oberst  und  Commandour  des  Grosshcrzoglich  Hessischen  Gendarmerie- 
Corps.  Darmstadt,  1878.  H.  L.  Schlapp.  68  S. 

Das  Soimciisystcm,  bestellend  aus  Soune,  Planeten  und  Trabanten, 
mit  Ausschluss  also  der  Kometen  und  anderer  sein  Raumgebiet  kreu- 
zender Meteore,  wird  in  der  erstem  Schrift  isolirt  von  der  übrigen 
Welt  betrachtet.  Der  Umstand,  dass  alle  dazu  gehörigen  Körper 
Umlauf  und  Rotation  in  gleichem  Sinne,  geringe  Neigung  der  Bahnen 
und  geringe  Excentricitäten  haben,  sowie  die  Regelmässigkeit  in  der 
Scala  der  Abstände ,  fordert  zur  Erklärung  seiner  Entstehung  aus 
gemeinsamer  Ursache  auf.  Hierzu  hat  Lajtlaco  einen  Weg  augegeben, 
und  die  gegenwärtige  Stliritt  macht  es  sich  zur  Aufgabe,  denselben 
im  einzelnen  zu  verfol.yen.  So  umfassende  Unternehmungen  haben 
zufolge  der  zahlreiclicii  Erscheinungen  im  Gebiete  der  kosmischen 
Eragen,  welche  ans  riikennttiiss  und  Selbstüberschätzung  hervorgehen, 
nicht  darauf  zu  reelmeu  einer  guten  M<  inung  zu  begegnen.  Um  so 
mehr  ist  es  anzuerkennen  und  hervorzuheben,  dass  das  vorliegende 
Buch  nicht  zu  dieser  Ciasso  gehört.  Es  zeugt  von  ungewöhnlicher 
Ruhe  und  Besonnenlieit,  von  zwar  nicht  tiefer,  doch  vielseitiger  Kennt- 
niss  der  einschlagenden  Arbeiten,  einer  wirklich  zu  eigen  gemachten 
Kenntniss  mit  der  Fähigkeit  sie  zur  Prüfung  richtig  zu  gebrauchen-, 
ohne  den  f^hrgeiz  weitgreifender  Schlüsse  bleibt  die  Darstellung  immer 
auf  das  Nächstliegende  bedacht.  Dennoch  ist  eine  Schwäche  in  der 
Auffassung  der  Principieu  der  Mechanik  sehr  wol  merkiicb,  deren 
Einflnss  weit  grösser  sein  würde,  wenn  die  Behandlung  der  Fragen 
mehr  auf  quantitative  Bestimmung  eingegangen  wäre.  Der  Verfasser 
bat  es  sich  nicht  zur  Klarheit  gebracht,  dass  Centrifngalkrafi  keine 
Kraft,  sondern  ein(j  für  Bewegung  substituirte  Rechnungsgrösse  ist. 
2«icbt  einmal  Yon  der  Wirkung  der  Kraft  auf  Veränderung  der  Be- 
wegung findet  man  eine  klare  Vorstellung.  Erst  wird  ilic  Ruhe  als 
Aufangszustand  vorausgesetzt,  wobei  nur  die  unnötige  Beschrftnknng 
anf  diesen  P^all  anff&Ut;  dann  aber  wird  die  Voraussetzung  vergessen 
nnd  ans  der  blossen  vorgefundenen  Bewegung  auf  die  Kraft  als  deren 
EatstehuDgsgmnd  geschlossen.  Der  Titel  „mathematische  Abhaadlani*^ 
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ist  ganz  unzutreffend;  mathematische  ünteraachimg,  woni  iMM 

rcproducirtc  Rechnnog  und  entlehnte  Resultate  nicht  gehfiren,  kont 
in  so  geringem  Masse  vor,  dass  damit  der  Inhalt  in  keiner  Weae 
charakterisirt  sein  kann.  Solche  mitgeteilte  Kechnnngen  von  Lapliee 
u.  A.  stehen  hier  ganz  isolirt,  als  sollten  damit  bloss  etwaige  Nach- 
fragcu  befriedigt  werden.  Die  dem  Ganzen  zngrunde  liegende  Vor- 
stellung ist,  dass  das  Sonnensystem  anfänglich  ans  einer  rotireiiikii 
Nebelniassc  besteht,  die  sich  noch  weit  über  die  entferntesten  rbn«- 
tcn  hinaus  erstreckt  und  dann  sich  allmählich  zusammenzieht,  \^ub;i 
sich  Schalablageruugen  bilden,  die  sicli  von  der  unter  sie  herab- 
sinkenden Nebelmasse  ablösen.  Die  Sehale  zieht  sich  in  einen  Ring 
zusammen,  der  sich  uuter  Umstanden  au  einer  Stelle  zu  einem  Pla- 
neten verdichtet  und  vom  übrigen  Teile  trennt.  Hierbei  gewinnt  er 
eine  Rotation  um  eine  eigene  Axe,  und  es  beginnt  ein  analoger  Vor- 
gang,  ans  dem  die  Monde  outstehen.  Die  Vorstellung  Hess  nun  ofeo- 
har  eine  grosse  Anzahl  Punkte  der  Erklärung  bodflrftig;  der  Ver- 
fMser  bemttht  sich  für  jeden  einzeln  eine  Erklärung  zu  finden.  Uot^r 
allen  Argumentationen,  die  ihr  Ziel  in  der  Herstellung  bekannter  G^ 
aetse  haben,  befindet  sich  auch  eine»  welche  anf  ein  neues,  dem  T(^ 
fiuaer  elgratftmliches  Resultat  ausgeht  Durch  Betrachtongen,  dm 
Angaben  jedoch  nnzoreichend  sind  um  sie  ohne  Gefiüir  den  Gedaikm 
des  Verfassers  an  verfehlen  wiedersugehen,  gelangt  er  zu  dem  ScUs» 
dass  unterhalb  einer  bekannten  Ablagerung  nur  eine  begrensta  inaU 
solcher  mfigUdi  sei,  und  zu  einer  Formel,  welche  diese  Zahl  tm 
Radius  der  Ablagening  und  zur  Botationsaxe  des  HauptkSipen  is 
Relation  stellt  Hiervon  wird  Anwendung  auf  die  Anzahl  der  mflf- 
licfaen  Monde  Jedes  Planeten  gemacht  In  der  zweit  genanatea  Sdrift 
kommt  er  darauf  zurflck  um  die  Entdeckung  der  Monde  des  Man  ii 
dieser  Richtung  zu  verwerten.  Vom  18.  Capitel  der  ersten  Schrift  as 
wird  das  Gebiet  des  anfänglich  defiuirteu  und  bis  dahin  festgebaltiM 
Sunueusystems  überschritten  und  die  Kümoten  ete.  in  Betracht 
zogen,  deren  Entstehung  er  durch  Ausschleuderuug  von  Nebelmasien 
zu  erklären  sucht.  Mit  diesen  beschäftigt  sich  dann  gleichialii  dk 
zweite  Schrift  H. 


Erklärung  in  Betreflf  des  im  244.  Utt  Bericht  S.  46.  besprocbenes 
Buches : 

Die  Schule  der  Geometrie  und  Trigonometrie  der  Ebene.  Tos 
Professor  G.  Hellwig,  Oberiehrer  an  der  Realschule  1.  Ordnovg  m 
Erfurt  Erster  Gursus. 

Da  der  Verfasser  besorgt,  dass  der  erste  Satz  jener  Rccensic'fl 
80  verstanden  werden  könnte,  als  ob  die  in  dem  Buche  eBthaina 
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Betrachtmigea  des  inneron  Ztuamiiicnhangs  entbehrten,  so  komme  ich 
dem  Wunsche  des  Terfassers,  eine  kurze  Inhaltsangnbo  der  Schrift 
verOffentileiit  sn  sehen,  hierdurch  nach.  IMe  ersten  5  Capitel  sind 
der  Eridäruug  der  elementaren  Begriffe  gewidmet  Dann  folgen  die 
Lehrsätze  aber  die  Winkel,  erst  flberhanpt,  dann  Uber  die  Winkel 
am  Dreieck,  nnd  Aber  dessen  Seiten,  dann  die  Lehre  vom  Kreise, 
znoftclist  in  DetrachtungeD ,  seine  Anwendung  zur  Construction  der 
Dreledn,  dann  die  Sfttze  über  die  Congmens  der  Dreiecke  und  £e 
gleichschenkligea  Drdedce,  dann  die  Lehre  tou  den  Vierecken,  Pa- 
rallelogrammen, Trapezen;  dann  kommt  das  Buch  zarttck  auf  die 
Kreisicbre  nnd  bebandelt  die  Sebuen  und  Tangenten  in  Verbindung 
mit  den  Winkeln;  den  Schlnss  des  1.  Cursus  bilden  das  Sehnen-  nnd 
Taiigcntcu-Vioreck.  Der  Gruud  zur  Besorguiss  des  Verfassers  ist  aus 
dcu  Worten  Jis  InTichts,  deren  keins  auf  einen  Mangel  des  Zusam- 
men haugs  Ik'zu*,'  bat,  die  in  den  ersten  Sätzen  überhaupt  keinen  Tadel 
enthalten  und  die  untiTscbiedeue  Art  der  Darstellung  als  bereehtigt 
anerkennen,  uieljt  ersicbtlicb.  Auch  in  Betreff  der  weiterbiu  wirklich 
gemacLtcn  Ausstellungcu  ist  am  Schlüsse  ausdrücklich  bemerkt,  dass 
sie  nur  Verbesserungsvorschlüge  sein  sollen.  Ein  geringschätzendes 
Urteil  öbcr  diese  neue  Arbeit  konnte  um  so  weniger  im  Sinne  des 
Referenten  liegen,  als  sieb  der  Verfasser  bereits  durch  so  manche 
Origiualuntersuchungen  verdient  gemacht  und  die  Achtung  der  Mathe- 
matiker erworben  bat.  H. 
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Mathematisoh-naturwistensehafHiolia  Seetion. 

1.  Ftlr  das  Jahr  1878. 

Die  Entwickelung  des  reciprokeii  Werthcs  der  Eiitftmung  r  ivekr 
Pimkto  spielt  in  astronomischen  und  physikalischen  Problomcü  cik 
hervorragende  Bolle.  In  der  Theorie  der  Transformation  licr  cl!i^ 
ttschen  Functionen  wird  die  zuerst  von  Caucby  entdeckte  Gteickas 
bewiesen 

^  f  1  +  Se"     +  2«"      +  2e       +  3^"  '•...]  ^ 

»r*  4;Tf*  9^rr«  Warf« 

in  welcher  mit  Rflcksicht  auf  die  zn  erzielende  Genanigks^  ^ 
tive  wiUkOrliche  Constante  a  so  gross  gewählt  werden  ksiin,  dus  ^ 

ExponontialgrOsse      ^  vemachlftssigt  werden  darf.  Alsdmbatw 

eine  Bdhenentwickeinng  von  nngcmeiu  rascher  Convergcnz.     -^  "^^ 
zn  erwarten,  dass  eine  anf  die  vorstehende  Formel  gegrflndcte 
Wickelung  der  StOrungsfunction  in  dem  Problem  der  drei  Körper 
flir  die  nnmerische  Rechnung  als  vortheilhaft  erweisen  werde. 

Die  Gesellschaft  wünscht  eine  unter  dem  angc 
deuteten  Gcsicbtspnnkto  ausgeführte  Bearbei- 
tung des  Störnngsproblems  zu  erhaltea. 
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Indem  sie  dorn  Bearbeiter  diu  Wahl  des  besundüni  Falles  übcr- 
lässt,  iu  weklu'iii  die  uumerischi'  Auwciidbarkeit  des  Verfahrens  gc- 
ypv^t  werden  sull,  setzt  sie  voraus,  dass  das  gewählte  Beispiel  hiu- 
laiiglicheu  Umfang  und  Wichtigkeit  besitze,  um  die  Tragweite  der 
vorgeschlagenen  Mcthodo  und  ihr  Verhältniss  zu  den  bisher  augc- 
wandten  hervoitrctcu  zu  Uisscu.   Preis  700  Mark. 


2.   Fttr  das  Jahr  1879. 

Durch  die  in  den  Abhandinngen  der  Kgl.  Sftchs.  Gesdtochaft  der 
VTissensehaften  von  W.  Hankel  vcrölSnitlichten  Untersoebnogen  ist 
nachgewiesen  worden,  dass  die  Thermoelektridtät  nfeht  nnr  anf  den 
hemimorphen  Krystallen  aaftriti,  sondern  eine  an  allen  KrystaUen 
wahamehmende  Eigenschaft  ist,  soweit  deien  krystallinische  Stmetnr 
nnd  materielle  BescbaA^nheit  Oberhaupt  ein  Entstehen  and  AnhAnfen 
der  Elektridtftt  bis  zn  einer  dnrcb  unsere  Instrumente  nacbweisbarea 
Stirke  gestatten.  Die  erwähnten  Abhandlungen  umfassen  ausser  den 
hemimorphen  KrystaUen  des  Boradtes  nnd  Quarzes  die  qrmmetrisch 
gebildeten  Kr>-stallo  des  Idokrases,  Apophyllits,  Ealkspathes,  Berylls, 
Topases,  Schwerspathes ,  Aragonites,  Gypscs,  Diopsids,  Orthokhises, 
Alblta  niid  Periklins,  nnd  lehren  nicht  nur  die  Yertheilnag  der  Elek- 
tricitit  auf  den  in  den  Terschiedenon  Formen  vollkommen  ausgebil- 
deten, sondern  auch  anf  den  durch  Anwachsen  nnd  sonstige  Hinder- 
nisse in  ihrer  Eutwickelung  gehemmten  Individuen,  sowie  auf  den 
durch  Bruch  oder  Ansclilagen  der  Durchgänge  künstlich  erzeugten 
Begren/ungstiitchcn  kenuen.  Es  scheinen  nun  unter  allen  zwischen 
der  ^Va^llle  und  der  Elektricität  beobachteten  Beziehungen  die  thermo- 
elcktrischeu  Erscheinungen  am  geeignetsten,  eine  nähere  Kenntniss 
des  Zusamineuhanges  zwischen  den  genannten  beiden  Agenticn  zu  er- 
möglicbf'H,  und  es  wird  daher  von  der  Fürstlich  Jablonowski'scheu 
Gesdlschalt  für  das  Jahr  187U  als  Preisaufgabc  gestellt: 

Auf  streng  physikalische  Yersnchc  gestutzter 
Nachweis  der  Entstehung  der  anf  KrystaUen 
bei  steigender  und  sinkender  Temperatur  her- 
vortretenden Elektricität  (Thermoelektricität,  Pyro- 
elektricität,  Krystallelektricität)  und  der  durch  Bil- 
dung s  h  e  m  m  n  i  s  s  e  oder  äussere  Verletzungen 
derselben  in  der  normalen  Vertheilung  ent- 
stehenden Aeuderuugeu. 

IMs  700  Mark. 
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a  Ebenfalls  für  das  Jahr  1879. 


Die  hintorlassene  Abliandlung  Hanson's  „Ueber  die  Störungen 
der  grosscu  Planeten,  insbesondere  des  Jupiter",  abgedruckt  im  XL 
Bande  der  Abbaudlunpen  der  mathematisch -physiscben  Ciasse  der 
Kgl.  Sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  enthält  als  Auwendung 
der  daselbst  gelehrten  Methode  zur  Eutwickelung  der  planctaron  St^i- 
mugen  die  numerische  Berechnung  derjenigen  Störungsglieder  in  der 
Bewegung  des  Jupiter,  welche  unter  der  Berücksichtigung  der  erstcü 
Glieder  ihrer  analytischen  Entwickelung  abgeleitet  werden  könneo. 
Für  die  Berechnung  der  durch  den  Satarn  bewirkten  Störungen  der 
Länge  und  des  lladinsTcctors  dagegen  erscheint  die  angeführte  Me- 
thode nicht  geeignet,  nnd  Hansen  verweist  in  dieser  Bezichnng  auf 
seine  früheren  Arbeiten  ans  der  Störnngstheorie,  welche  die  erfonkf^ 
liehen  Vorschriften  enthalten.    Ein  grosser  Theil  der  nnmerisdie« 
Rechnungen  findet  sich  bereits  in  der  im  Jahre  1830  von  der  Bertiaer 
Akademie  gekrönten  Preisschrift  „Ueber  die  gegenseitigen  Störungeo 
des  Jnpitors  und  Satnms^'  ausgeführt    Es  ist  jedoch  der  Theil  der 
Bechnnng,  welcher  die  Glieder  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  die 
Massen  betrifft,  nicht  vollendet  worden.  Sofern  diese  Glieder  von 
Einilnss  werden  können  auf  die  voUständige  Berechnung  der  Sftodar- 
änderungen,  sowohl  in  Bezog  anf  die  Lftnge  nnd  den  Badtamctor. 
als  in  Bezug  anf  die  Breite,  sind  auch  die  in  der  nachgchusenei 
Abhandlung  Hansen's  enthaltenen  Wertho  dieser  Sflcularglieder  aidft 
als  definitiv  anzusehen. 

In  den  letzten  Jahren  ist  die  Theorie  der  Jupitersbewegung  danrb 
die  umfangreichen  Arbeiten  von  Leverrier  ihrem  Abschlüsse  ent- 
gegengeführt worden.  Da  jedoch  der  berühmte  französische  Astntnoai 
sich  wesentlich  anderer  Methoden,  wie  Hausen,  bedient  hat,  so  bleiU 
CS  dringend  wünschenswerth  und  von  hohem  wis>L'uschaftlicb*:'n  Inter- 
esse, dass  die  vollstüudigo  Berechnung  der  Jui)itorsstörungeu  aat  Grund 
der  Ilauseu'scheu  Theorie  zu  Ende  geführt  werde.  Die  Gesellschaft 
stellt  daher 

die  ergänzende  Berechnung  der  volUt&ndigca 
Jupitersstörungen  nach  den  von  Hansen  ange- 
gebenen Methoden 

als  Preisaufgabe  für  den  Termin  des  90.  November  1879.  Preii 
700  Mark. 

4.  Fflr  das  Jahr  1880. 

Nachdem  durch  die  embrj'ologischeu  Uutcrsucbungen  der  letzlcJi 
Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Körper  sammtlidicr  Ihiere 
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—  mit  Anflscliltus  der  sog.  Protozoen  —  in  ähnlicher  Weise  ans 
einigen  wenigen  Keimblättern  sieb  anfbant,  entsteht  die  Frage,  ob 
der  AntheO,  welchen  diese  Blätter  an  der  Entwiekelnng  der  einzelnen 
Organe  nnd  Gewebe  nehmen,  äbenül  genan  der  gleiche  ist  oder  nicht; 
eine  Frage,  die  dann  natnrgemäss  weiter  zn  der  üntersnchnng  führt, 
ob  dieser  Antheil  durch  die  spedfischen  Eigenschaften  der  Keimblätter 
oder  dnrch  gewisse  secondäre  Momente  (etwa  die  Lagenverhältnisse 
der  späteren  Organe)  bedingt  sei.  In  Anlietracht  der  grossen  Beden- 
tang,  welche  die  Entscheidung  dieser  Fragen  fta  die  Auffassung  der 
tlderischen  Organisation  hat,  wflnscht  die  Gesellschaft 

eine  auf  eigene  Uutcrsuchuugen  gegründcto 
Kritik  der  Lohre  von  der  üomologio  der  Keim- 
blätter. 

Preis  700  Mark. 

6.  Fflr  das  Jahr  1881 

wird  die,  ursprüuglich  für  1877  gostoUte,  in  diesem  Jahr  aber  nicht 
beantwortete  Preisfrage  wiederholt. 

Der  nach  En  che  benannte  und  von  diesem  Astronomen  während 
des  Zeitraumes  von  1819—1848  sorgfältig  untersuchte  Comet  I,  1819, 

hat  in  seiner  Bewegung  Anomalien  gezeigt,  welche  zu  ihrer  Erklärung 
anf  die  Hypothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  haben.  Da 
indessen  eine  genauere  Untersucliung  der  Bahn  nar  über  einen  be- 
schränk tea  Theil  des  Zeitraums  vorliegt,  über  welchen  die  Beobach- 
tungen (seit  1786)  sieh  erstrecken,  und  die  von  Asten*schen  L'nter- 
suchungcn,  wenigstens  so  weit  dieselben  bekannt  geworden  sind,  noch 
zu  keinem  drtiiiiti\ cn  iU-sultate  gcfiilirt  haben,  so  ist  eine  voll- 
ständige NcubLarbeituug  der  IJalin  des  Knekc'scheu  Cometeii  nm 
50  mehr  wünschenswerth ,  als  die  bisln  r  uuterbiiebten  Btweguugeu 
anderer  periodisebeu  Conieten  keinen  analogen  widerstehenden  Eiu- 
Huss  verrathen  haben.  Die  Gesellschaft  wünscht  eine  solche  vollstän- 
dige 2^'eubearbcituug  herbeizuführen,  und  stellt  desshalb  die  Aufgabe: 

die  Bewegung  dos  Encke'schen  Cometen  mitBe- 
rOcksicbtigung  aller  störenden  Kräfte,  welche 
von  Einfiuss  sein  können,  vorläufig  wenigstens 
innerhalb  des  seit  dem  Jahre  1848  verflossenen 
Zeitraums  zu  untersuchen. 

Die  ergäuzondo  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält  sieh  die 
Gesellschaft  vor,  eventuell  zum  Gegenstand  einer  spätem  Preisbewer- 
bong  zn  machen.  Preis  700  Marie 
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Dio  auoii}  m  eiuzureirbeiuleu  Bewerbungsschrifton  sind,  wo  nicht 
di6  Gesellschaft  im  besoudeni  Falle  ausdiückli».  h  deu  (iebrauch  einer 
andern  Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  fran- 
zösischer Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  nnd 
pagiuirt,  ferner  mit  einem  Motto  versehen  und  \on  einem  Tcr- 
siegclten  Couvert  begleitet  sein,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto 
d(  r  Arbeit  trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohnort  dos  Verfas-tn 
angiebt.  Die  Zeit  der  Kinsi  ndung  endet  mit  dem  'My  Nov»  u  lcr 
des  angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist  au  deu  SccrL-tir 
der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  187H  Trof.  der  Geschichte,  Dr.  Georg 
Voigt)  zu  richten.  Dio  Resultate  der  Prüfung  der  eingegangonen 
Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitoug  im  März  oder  Apiii 
des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht 

Die  gokrOntOD  Bewerbnngischnften  wcrdoin  EigenthiuD  derGe» 
Seilschaft 
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Methode  und  Principieii. 

Die  Atisdclinuii^sU'liro  von  IS  11  oder  Die  liuoalo  Ausilelinuiigs- 
Ifhrc  ein  ni  ii*  r  Zweig  der  >ratheinatik  dargestellt  und  durch  An- 
weuduniren  auf  die  übrij^'cu  Zweige  der  Mathematik,  wie  auch  auf  die 
Statik,  Mechauik,  die  Lehre  vom  Maguetismus  und  die  Kry stall onomie 
'•rlriutcrt  vou  H  ernia n  n  Grassmauii.  Zweite,  im  Text  unverän- 
derte Auflage.  Mit  1  Tafel.  Leipzig  1878.  Otto  Wigaod.  Jüi  S. 

Der  Verfasser  will  durch  einige  Einftlhruugeu  zu  einer  einfachem, 
mehr  liarmonischcu  Gestaltung  der  Elemente  der  Mathematik  und  der 
1,'enaunte  Zweige  gelangt  sein.  Als  Summe  von  Punkten  betrachtet 
er  ihren  Schwerpunkt,  als  Producte  von  2,  ;5,  l  Punkten  hzhw.  die 
VcrbinduugSbtrc.'cke,  die  Dreieckstläciie,  den  Tetraederinhalt,  als  Pro- 
ducte  \on  Linien  und  Khcncn  deren  Schnitte.  Bei  Vertauschuug  der 
Kactoreu  müsse  das  Vur/.eichen  beider  gewechselt  werden.  Der  Winkel 
Soll  erst  im  2.  Teile  vorkommen,  der  noch  zu  erwarten  ist.  Da  das 
Buch  in  1.  Autlagc  bereits  genügemh'  Aufmerksamkeit  und  Würdigung 
erfahr»'!!  hat,  so  möchte  es  nberriu^>ig  sein  die  Frage,  ol)  es  einen 
wirklichen  l*'ortschritt  enthalte,  aufs  neue  /.u  beleuchten.  Wenn  je- 
mand sich  lieber  mit  Symbolen  als  mit  eigentlichen  Grössen  und  Ge- 
bilden beschäftigt,  so  müssen  wir  liim  das  als  Ge>c]iinackssache  über- 
lassen, jeden  Versuch  aber  damit  einen  Kinlluss  auf  den  Elementar- 
unterricht zu  üben  als  verderblidi  bezeichnen. 

H. 
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Lehrbücher,  Sammluiigeu  und  Tabellea. 

Lehrimch  der  Algebra  fOr  die  oberen  Kltsaen  der  MHtehchiltti. 
Ton  I>r.  F.  X  Stndnirka,  o.  0.  Professor  der  Mathematik  «a  4er 
k.k.UniTerflittt  zu  Prag.  Mit  11  Figuren  iu  Holzschuitt.  Prag  ISia 
Ed.  Or^gr.   212  S. 

Das  Lelirbncb  ist  fbr  3  Classen  der  Oberabteiinng  der  Mittd* 
scbuleu,  von  unten  berauf  wieder  mit  enter  beginnend,  bestiflut» 
und  der  Lehrstoff  auf  Je  2  Semester  verteilt  Der  Vcrfuscr  nt- 
wickelt  im  Vorwort  seine  ABsicht,  der  gemftss  er  einer  AnaU  Tl^ 
mata  eine  veränderte  Stellung  im  Lebrcorsns  gegeben  habe.  Des 
binomischen  Satz  will  er  in  die  Anfuigsgrande  der  Poteniklire  tif- 
genommen  wissen.  SoUte  man  hiemadi  erwarten,  dass  er  dne  so  Mehl- 
üusliche  Methode  gefunden  habe,  den  Satz  in  voller  ABgeiBdihdt 
ÜBT  den  betreffenden  Standpunkt  zum  Verst&ndniss  za  bringen,  so  gielt 
uns  die  Ausfnhrung  Anftdiluss  nach  ganz  anderer  Seite  hin.  WA 
im  An&ng  ist  es  auffiUlig,  dass  manche  sehr  allgemeine  Begritb  sisr 
Erklärung  als  geläufig  vorausgesetzt  werden.  Bald  aber  flbenlqi^ 
die  Hinwegsetzung  Aber  die  pädagogischen  Erfordernisse  alles  Ms& 
Operationen  mit  Summen-  und  Productzdcben  werden  unbedcnklicfc 
wie  in  der  Analysis  vollzogen,  Erklärung  und  Anleitung  geht  sieh 
voraus.  Sollten  die  nötigen  Vorkenntnisse  in  der  UnterabteUang 
Ifittelschnle  erworben  sein,  so  mUssten  die  Schiller  derselben  aaf  Ust- 
versitaten  stadirt  haben.  Bei  einem  so  unbedachten  ZqwukcgAei 
erklärt  es  sich  freilich,  dass  auch  der  binomische  Satz  in  dea  El^ 
menten  der  Potenzlehre  Platz  finden  kouute.  Der  Verfasser  will  hr 
gegen  die  Lehre  vuu  den  Kottenbrflchen  von  den  Elementen  Äti 
halteu,  weil  zu  deren  Bewältigung  ein  reiferes  Urteil  nötig  sei.  Dl* 
bei  ist  aber  nicht  beachtet,  dass  die  Theorie  der  Kettcubiucht  kdi 
vollendetes  Ganze  ist,  von  dessen  Bewältigung  schlecbtliin  die  Keik? 
sein  könnte.  Sofern  die  Kettenbrucbdarstellung  gemeiner  Brüche  «r 
Ermittelung  des  gemeinsamen  Factors  von  Zähler  und  Ncunc-r  dieat, 
lässt  sie  sich  mit  der  Lehre  von  den  Brtichcu  sehr  wol  mit  Nauia 
verbinden  und  wird  durch  die  leichte  Anwendung  verständlich.  Fa 
nicht  durch  sie  das  Pensum  der  Arithmetik  beschweren  zu  müssen 
geben  manche  Lehrbücher  die  Kcduction  der  Brüche  unvollständig, 
vielleicht  aus  gleichem  Grunde  die  Addition  der  Brüche  ganz  manKr 
haft.  Dennoch  will  der  Verfasser  nicht  blosfj  die  Lehre  von  den  IX- 
cimalbrüchen,  was  gewiss  ganz  berechtigt  ist,  sondern  auch  die  roa 
den  gewöhnlichen  Brüchen,  ausschliesslich  auf  die  Unterabteilung  ve^ 
weisen.  Daun  fragt  man  doch,  ob  er  dabei  jenen  dürltigen  Untcrridil 
im  Sinne  hat ,  und  ein  Bedürfniss  in  der  Oberabteilung  darüber  \st 
aus  zu  gehen  nicht  kennt  Ferner  empfiehlt  der  Yerfuser  ^  iif 
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nähme  der  Lehre  von  den  complexen  Zahlen,  die  Aufönge  der  Deter- 
minantenlehre  und  des  Gehrauchs  von  Symholeu.  Die  einzelnen  Ah- 
teüoDgen  des  Lehrbuchs  bebandeln  die  niederen,  die  höheren  Rech- 
anngsarten,  die  complexen  Zahlen,  die  Logarithmen,  'die  Yerhftltiiisse 
ond  Proportionen  nebst  Bcnntzang  in  der  national -dkonomisohen 
Arithmetik,  die  Oieidrangen  1.  nnd  2.  Grades,  die  arithmetiseben  nnd 
geometrischen  Reihen  ersten  und  nten  Grados,  die  Kottenbrfiche,  die 
Complexionen  (Gombinatiottsrechnnng)  und  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Die  Logarithmen  sind  nicht  etwa  bloss  aus  didaktischem 
Gründe  von  dea  Rechnungsarteu  gutreimt,  sondern  bei  den  Inversionen 
geraden  vergessen,  und  es  wird  ansdrftckiich  die  sich  natOrlich  er- 
gebende  Zahl  der  Rechnungsarten  auf  6  angegeben.  Die  geometri- 
schen Reihen  «ten  Grades  sind  nach  Analogie  der  arithmetischen  er- 
dacht ohne  ersichtliche  Anwendung.  \ On  Anfang  bis  Kude  lindet  sich 
keine  Spur  von  mcthodiscljer  IJeriu  ksit  litigung  des  Fassungsvermögens 
der  Schüler  Der  Verfasser  l)eubsic.litigt  mit  der  Ilerausgalio  des 
gegenwärtigen  Lehrl)uclis  überhaupt  für  neue  Ideen  in  der  Methode 
r»ahu  zu  brechen  und  wiirde  es  seinem  Zwecke  eutsiaecliend  finden^ 
wcuu  es  den  Anlass  bdtc  (hiss  recbt  viele  ^'ersuche  die  ]\Ii'tli()de  zu 
bessern  ans  Liebt  träten.  Obwol  diese  Absiebt  sehr  anerkennenswert 
ist,  so  möchte  doch  mit  dem  Vorlicgcudeu  schwerlich  ein  Schritt  zu 
weiterer  Nachfolge  getan  sein.  U. 


Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Ucbungsbeispielen.  Von  A<lülf 
Sickeu  berger,  Studionlehrer  am  k.  Ludwigs-Gymnasium  in  München. 
Zweite  Auflage.  Manchen  1878.  Theodor  Ackermann.  180  S. 

Die  1.  Autlagü  ist  im  228.  litterarischen  IJeriebt  S.  bcsi)rochcn. 
In  der  zweiten  ist  als  Vermehrung  zu  nennen,  dass  die  Mnltijdicatiou 
und  Division  der  gemeinen  Brüche  ausfübrlieber  behandelt,  und  das 
Priucip  der  Mischnnjjsrecbnnng  auf  Terminreebnung  ausgedehnt  ist. 
Au.sserdcni  sind  in  den  Aufgaiien  Fehler  berichtigt,  nnd  in  einigen 
unwichtigen  Punkten  Verbesserungsvorschläge  berücksichtigt.  Die 
Aoigabott  sind  dieselben  geblieben.  H. 

Decimalbrüchc  nebst  einigen  Andeutungen  über  al)gekürztes  und 
praktisches  Kechnen  für  Gymnasien,  Uealscbuleu,  Seminarien  und  Ele- 
mentarschulen. Von  Dr.  Kisouhuth.  Hallo  187t5.  liuchhaudluug 
des  Waisenhauses.  67  S. 

Daa  Buch  bebandelt  die  Lehre  von  den  Decimalbrüchen  für  den 
Stan(li)inikt  der  untern  Classen  vollständig  und  mit  Zuziehung  aller 
liustiuidc,  welche  beim  clemeutareu  Kcchnea  zustatten  kommen,  mit 
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Ausführlichkeit ,  Sorgfalt  und  cxactem ,  verstäudliehem  Aosdnifk. 
Unterscheidend  aber  ist,  dass  hier  die  DeciuialbrOclie,  Mirie  hi  kt 
Erkl&ruiig  als  auch  in  idlen  Herleitungon  und  Beweisen,  aus  tVu  g^ 
meinen  BrQchen  hervorgehen.  Warum  der  Verfasser  diesen  beschver- 
llcben  Weg  gewählt  hat,  ist  im  Vorwort  nicht  ausgesprochen,  so  diss 
mwi  nicht  umhin  kann  za  vermuten,  er  iiabc  die  in  den  meisten 
neueren  Lehrbüchern  befolgte  Methode,  welche  die  Decimalbrndi- 
rechnnng  durch  Ausdehnung  des  Decimalprinrips  ohne  alle  Kefleiioo 
auf  gemeine  Brüche  entwickelt,  überhaupt  nicht  gekannt  l>och  dbi 
brauchte  er  kaum  gekannt  zu  haben;  die  eigene  Erfahrung  beim  Be- 
arbeiten des  Buchs  musste  ihm,  wie  man  denken  sollte,  die  cinftckiT 
Methode  an  die  Hand  geben;  denn  jeder  der  umständlichen  Beuose 
Iftsst  es  in  die  Augen  £ülen,  dass  die  Brache  im  gewöhnlichen,  all- 
gemeinen Sinne  darin  ein  ttberflflssiges  Element  und  einzige  Umche 
der  Umständlichkeit  sind.  Die  hier  gewählte  Methode  ist  indes  ädt 
bloss  beschwerlich,  sondern  auch  mit  Nachteilen  für  den  Erfolg  ^ 
bunden.  Auffallend  ist  schon,  dass  die  Einführung  d^  NenneifeiB 
ziemlich  nnmottvirt  ersehet  und  ihr  Grund  wol  vielen  Anftogm 
kaum  deutlich  werden  kann.  Wichtiger  aber  ist  es,  dass  die  Dedaal- 
bruchreehnnng  sich  so  dem  Schaler  nicht  in  ihrer  natOrlicben  Eil- 
fiichheit  darstellt,  dass  daher  der  Unterricht  nicht  dazu  dieuci  loa 
ihr  Eingang  im  Volke  zu  schaffen,  wie  es  bei  dem  Bdche-llaK* 
und  Manzsystem  gcwOnscht  werden  muss.  Dieser  letztgenannte  Ge- 
sichtspunkt hat  andere  Bearbeiter  dazu  bestimmt  das  Pessum  der 
Decimalbrflche  vor  das  der  gemeinen  Brüche  zu  setzen,  weiaas  dsas 
die  Metbode  sclbstvcrstftudlich  folgte.  Hiervon  ist  gewiss  kein  Gnnd 
wieder  abzugehen.  Möchlcu  wir  denn  ein  in  diesem  Sinne  mit  dew 
Gaben  und  dem  Fleissu  des  Verlabserä  beaibciteteä  Lehrbadi 
äitzeu.  H. 


Lehrbuch  der  ebenen  Oeometrie  iBr  Untergymnasien  und  xn- 
wandte  Lehranstalten.  Ton  Jos.  Schräm,  Professor  am  ComnuBih 
Real-  und  Obergymnasium  in  Mariahilf.  Wien  187a  Alfred  H9lder. 
115  8. 

Das  hier  Vorgetragone  ist  eine  Anschauungslehro ;  in  dicserKigtx^ü* 
Schaft  nimmt  das  Buch  eine  hcrvorragcndo  StclK-  ein.  Vor  alleiri 
muss  die  vollkonnnenc  Originalität  der  Bearbeitung  anorl:.iiint  Wi  rJeß; 
sie  lehnt  sich  an  kein  frühoros  Krzougniss  lihnliclion  Inhalt  au,  all^ 
ist  selbstdurchdacht,  die  Methode  mit  eigner  Erfind sanikeit  dem  Zwt»ckt 
entsprccliend  frei  gewählt.  Besonderu  Wert  erhält  aber  dici^^'  Eigen- 
schaft durch  den  Tact  und  die  Umsicht,  welche  sicli  in  der  ^\  alil  des 
Lehrstoffs  und  in  der  Beliaudlungsweise  kund  giebt;  der  Lehnjt4if 
bleibt  bei  reicher  Entfaltung  immer  in  den  Grenzen  eines  voia&hOter 
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befaemchbaren  Gebiets,  und  in  der  Bchandlmigsweise  ist  das  BedQrf- 
Diss  einer  ihm  leicht  zugänglichen  Begrflndnng  sorgfältig  berficksick- 
tigt  Hierzu  kommt  die  Einfachheit  und  Genauigkeit  des  Ansdmcks, 
welche  im  Ganzen  waltet  Eiuigc  Ansstelinngen  mflgeo  zum  Schlnss 
venpart  werden;  fflr  jetzt  sei  Tadellosigkeit  voransgcsetzt,  indem  wir 
mit  Bezngoahmo  auf  folgende  Acusscrung  dos  Verfassers  im  Vorwort 
aof  die  Frage  eingehen,  ob  durch  eine  derartige,  noch  so  yorzügliche 
Anschauungslohre  der  Zweck  des  mathematischen  Elcmeutarunterrichts 
crfllllt  werden  kann.    Er  sagt:  „Auf  die  Zustimmung  solcher  Leser, 
welchen  die  Kuklidisehe  Methode  für  Unterriehtszweckc  volle  Befric- 
dij^nnp:  gewährt,  werden  die  leitenden  Ideen  des  Verfassers  verzichten 
imisscn,  denn  sie  werden  liier  die  jener  jMethudo  ei;ientiimlioheu  star- 
ren P'ornii'n  der  DeiiKjiistration ,  weleht;  uns  histurisdi  illierkommen, 
aber  keiueswejrs  mit  dem  Wesen  der  Geometrie  notwendig'  verknüpft 
sind,  schwer  vermissen."    Seh(»u  öfters  in  verschiedeneu  Zeitcni  ist  die 
iner  ausgesj»r<jclieiic  Meinuni,'  zu  Ta're  j;etreteii.  die  Kuklidischc  Me- 
thode würde  nur  darum  festgehalten,  weil  man  sich  som  reherkomme- 
iien  nicht  losmachen  köimti^,  ihre  Mänirel  nicht  in  Betracht  gezogen 
iiiid  sich  nie  darüber  Heele  nst  iiatt  gegehen  hätte,  ob  ihre  Eigentüm- 
lichkeit dem  Wesen  (Iff  (iennn-trie  ent-jn-echend ,  notwendig  für  den 
l'nterricht  wäre.    Jedesmal  ward  die  15eliaii]itnng  leichtfertig  hinge- 
^vorfon;  auch  der  Verfasser  des  Gegenwärtigen  denkt  nicht  daran  sie 
zu  begründen;  es  fällt  ihm  nicht  ein.  dass  die  Unaufmerksamkeit  eben- 
sogut auf  seiner  Seite  liegen  kann,  und  nach  dem  Grunde  zu  fragen, 
warum  bis  heute,  wu  die  freieren  methodischen  Ideen  hinreichend  be- 
kannt sind,  und  es  ihnen  an  EinHuss  nicht  gefehlt  hat^  doch  im  ganzen 
die  Euklidische  Form  noch  bewahrt  und  cultivirt  wird  selbst  von  Sol- 
chen, die  selbständig  in  der  Keform  der  Methode  vorgehen.    Der  Sinn 
des  Gegensatzes,  den  der  Verfasser  macht,  wird  durch  die  Ausführung 
unzweifelhaft  Frühere  Bearbeitungen,  welche  es  an  Begründung  fehlen 
lieasen,  gaben  noch  dor  Deutung  Hnum,  als  ob  es  sich  um  deren 
grösseren  oder  geringeren  Wert  handelte.   Diese  will  der  Verfasser 
nicht  beeinträchtigen;  nur  die  Verkettung  der  Sätze  nach  ihrer  Bo- 
weisfäbigkeit  ist  die  starre  Form,  die  er  als  nicht  notwendig  bei  Seite 
setzt.   Durch  die  hier  entfaltete  Methode  wird  also  der  Schaler  nicht 
bloss  oriontihrt  in  Jenem  kleinen  Gebiete  elementarer  Gebilde  und  in 
die  Lage  versetzt  dieselben  zu  beobachten  und  ihre  Eigenschaften  zu 
Stadiren,  sondern  es  gelangen  auch,  dass  lässt  sich  annehmen,  die  im 
Lehrbnch  berührten  Sätze  zu  wirklicher  Evidenz.    Whrd  er  aber, 
nachdem  ihn  die  Kunst  dos  Lehrers  an  aller  Schwierigkeit  des  Be- 
weissachens vorheigefübrt  und  mit  dem  Einblick  in  die  Werkstättc, 
nämlich  eben  jene  Verkettung  der  Beweise,  verschont  hat,  je  in  den 
Stand  gesetzt  werden  die  Leitung  des  Lehrers  zu  entbehren?  Von 
Anfang  bis  Endo  hat  er  nur  gelernt  alles  Wissen  durch  Fignrbetrach- 
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tu  Dg  ZU  gewinnen ,  alles  ist  ihm  sofort  oder  nach  geringer  Uebe^ 
legung  sicher  erschienen.  Hat  er  also  keinen  andern  geometriidMi 
Unterricht,  so  wird  er  nur  überall  ein  gleiches  ton  wollen;  die  FäDe 
bieten  sich  bald  genug,  wo  ihn  die  Figurbetrachtung  irre  leitet;  ab- 
dann  aber  fehlt  ihm  jedes  Mittel  sich  Klarheit  zu  vorschaffen,  nnd  er 
gelangt  nie  zu  eiuem  ^iegesgewisseni  Vertrauen  zu  seinem  Verstände. 
Mit  einem  Worte,  die  logische  Fähigkeit  bleibt  unentwickelt;  dieso 
wird  nur  durch  Ueberwindung,  nicht  durch  Vermeidung  tler  ?chÄi^ 
rigkeit  crworlien,  und  um  sie  zu  entwickeln  und  im  Bewu;;st>eiD  zu 
erhalten,  ist  die  logische  Continuitat  unentbehrlich  uud  darf  nicht  so 
sehr  verdeckt  werden,  als  es  in  der  Auschauungslehre  durch  die  Menge 
der  Betrachtungen  geschieht.  Mit  dem  Vorstehenden  wird  nicht  b»> 
hauptct,  dass  die  Anschauungslehre  überhaupt  für  den  geometriscbeD 
Unterricht  ungeeignet  sei.  wol  aber  gezeigt,  wie  sie  durchaa<5  üdzu- 
reichend  ist  dessen  Zweck  zu  erfüllen.  Nicht  alle  Bearbeiter,  die 
von  ihr  Verwendung  machen,  haben  sie  so,  wie  der  Verfasser  er- 
klärtermassen  es  tut,  nn  tlie  Stelle  der  Euklidischen  Methode  setzen 
wollen;  vielmehr  ist  au<  Ii  der  Versuch  gemacht,  von  ihr  aus  in  die 
letztere  einzulenken.  In  solehem  nnd  vielleicht  manchem  andern  Siim- 
lässt  sich  ihre  Aufstellung  wol  rechtfertigen.  Das  Lehrbuch  behan- 
delt nach  einander  die  Gerade,  die  Kreislinie,  den  Winkel,  die  Pa- 
rallelen, das  Dreieck,  Viereck,  Vieleck,  die  Kreisfläche,  die  centrische 
Lage,  centrische  Gebilde,  die  symmetrische  Lage,  s}7nm.  Gebilde,  die 
Projection,  Eigenschaften  geschlossener  Fignren,  die  Fl&cheDgiddi- 
heit,  Verwandlung  und  Teilung,  Längen messong,  FlAchenmessnng,  Pro- 
l)ortionalitat,  die  ähnliche  Lage,  die  CoDgnicnz,  die  Aehulichkeit 
Uieraaf  folgt  eine  Sammlung  von  Uebungsaufgaben ,  eine  Anweisung 
des  geometrischen  Bestecks  und  2  alplmbctischo  YerzcichDisse.  der 
Fremdwörter,  abgeleitet  und  verdeutscht,  nnd  der  im  Bnche  erkürtefi 
Aasdrflcke.  Man  siebt,  dass  der  gewöbnliche  Lohrstoff  vollständig 
einbegriffen  ist.  Nicbt  alles  ist  bewiesen ,  sogar  einiges  ans  böbera 
Zweigen  obne  Beweis  angefahrt.  Bemerkenswert  ist,  dass  l  B.  bei 
den  Oongmenssatzen  die  Bcwotsc  ersetzt  werden  dnrcb  die  voiber 
gelösten  entsprechenden  Constrnctionsanfgaben.  Im  An&ng  ist  eisi* 
ges,  wicwol  verschwindend  weniges,  selbst  vom  Gesichtspnnkt  der  Ai- 
schaunngslchro  zu  tadeln.  Was  über  entgegengesetzte,  sich  anfheborfi 
Bewegungen  gesagt  ist,  ist  zum  Yorstftndniss  nnzulftnglicb,  sogar  caa* 
fus.  Erst  bedeutet  „Strecke*'  absolut  den  Abstand,  mithiB  istiff 
und  BA  nur  eine  und  dieselbe  Strecke;  bald  darauf  heissen  dieMta 
entgegengesetzte  Strecken,  die  sich  aufheben,  nnd  unmittelbsr  udh 
her  wieder  wird  bei  Addition  der  Strecken  keine  Rftcksicbt  UMf 
genommen.  Die  Erörterung  des  Gegenstands  war  unzweifelhaft  ttl> 
wendig;  dann  aber  mussto  sie  auch  zur  Klarheit  gefördert  wiote; 
einerseits  durfte  keine  Zweideutigkeit  bestehen;  die  Strecke  ntf* 
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gleich  anfangs  und  durclnveg  im  Sinuc  einseitiger  Richtung  erklärt 
und  gebraucht  werden-,  andrerseits  durfte  dor  Satz  nicht  fehlen,  dass 
AB-^-BC^Cn  +  DE  bei  jeder  Lage  der  Punkte  AE  ist,  wenn 
es  sich  um  Addition  von  Strecken  handelt.  Die  Sache  wiederholt  sich 
bei  andern  Gebilden  und  wird  da  ebenso  dürftig  behandelt.  Femer 
ist  es  eine  unüberlegte,  Collision  schaffende  EinfübruDg,  dass  das 
Wort  ^trabl'^  die  unbegrenzte  Gerade  mit  2  Kichtnngcn  bezeichnen 
soll,  was  weder  mit  dem  sonstigen  Gebrauch  noch  mit  den  vulgären 
VorstcUungcn  stimmt.  Der  Strahl  (radius,  rayon)  geht  immer  von 
einem  Ponkto  (Lichtquelle)  ans.  Auch  ist  kein  Bedürfniss  für  den 
Namen  in  Jenem  Sinne.  ^Gerade^*  bezeichnet  eine  Eigenschaft  der 
Lude,  die  mit  den  Grenzen  nichts  zu  tun  hat  Eine  Gerade  schlecbt- 
hm  ist  daher  immer  eine  unbegrenzte.  Der  zweite  Name  fiQr  dieselbe 
Sache  ist  vom  Uebel.  In  manchen  Punkten  ist  die  Torminolo^e  hier 
oorrecter  als  in  vielen  Lehrbflchem.  „Kreis'*  statt  „Sreisfläche**  zu 
sagen,  lässt  jedoch  der  Verfasser  zu,  weil  der  Sinn  aus  dem  Zusam- 
menhang erhelle.  Ueborlegt  man  aber,  dass  nadi  richtigen  Benen- 
nuugsgrundsfttzen  nur  die  Linie  „Kreis*^  hoisscn  kann,  dass  dies  auch 
mit  dem  vulgären  Siuno  stimmt,  und  dass  die  gesammte  Kreislehre 
mit  Ausnahme  der  FlUchonniessung  bloss  von  der  Linie  bandelt,  so 
muss  OS  als  lorljoit  erscliciiien,  um  der  Abkürzung  in  den  wenigen 
Fällen  willen  dcu  Doppclsinn  des  kurzen  Wortes  überall  hiudurchzu- 
scbleppen.  An  <lem  JMis!»raueh  ist  hier  Euklid  schuld,  der  ja  für  das 
Gegenwärtige  keine  Autorität  ist.  U. 

Lehrbuch  der  £lementar*Oeometrie  fflr  den  Schulgebranch.  Von 
Johann  Karl  Becker,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  am 
Gymnasium  in  Werthelm  am  Main.  Erstes  Buch:  Das  Pensum  der 

Tertia  und  Untersecunda.  Planimetrie,  erste  Stufe.  Mit  90  in  den 

Text  eingedruckten  Holzschnitten.   Berlin  1877.   Weidmann.  148  S. 

Dieses  Lehrbuch  bildet  den  2.  Teil  des  Gesammtwerks  „Lehr- 
buch der  Elementar-Mathematik'"'  dessen  1.  Teil,  enthaltend  die  Arith- 
metik, im  244.  litt.  Ber.  S.  41.  besprochen  worden  ist.  In  noch  nä- 
herer Beziehung  aber  steht  es  zu  der  Schrift:  „Die  Elemente  der 
Geometrie  auf  neuer  Grundlage  etc.**,  woraber  ebenda  S.  40.  Die  in 
jener  entwickelten  und  durchgeführten  Grundsätze  sind  jetzt  in  der 
Bearbeitung  eines  wirklichen  Schulbuchs  in  Anwendung  gebracht 
Hier  wie  dort  wird  der  unmittelbaren  Evidenz  vor  der  durch  Beweis 
gewonnenen  der  Vorzug  gegeben ,  doch  lässt  sich  der  Verfissser  zu 
keiner  Einseitigkeit  verleiten.  Charakteristisch  sind  in  dieser  Be- 
ziehung zwei  Aeusserungcu  (nicht  im  Vorwort,  sondern  an  die  SchtÜer 
geiiehtet).  Erstlich,  viele  Sätze,  die  des  Beweises  nicht  bedOrflen, 
finden  sich  gleichwol  unter  den  bewiesMien  Lehrsätzen,  weil  es  an 
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sich  von  Wiclitigkcit  sei,  die  Sätze  als  Folgen  \oii  einanJtT  l\x  vcr- 
Btelien.    Dcnigemäss  zeipt  auch  die  ganze  Bearbeitung,  dass  das  Yi- 
lernen  der  niatheraatiscben  Logik  als  ein  vvcscutliclies  Ziel  des  Unttr- 
ricbts  betrachtet  wordm  ist.    Dass  dies  bei  der  geuannttu  licvor- 
Zugang  erkannt  ist,  zeugt  von  grosser  Umsiebt.    Zweitens  wird  den 
Schalem  vorgehalten ,  dass  man  bei  oberflächlicher  Betrachtung  oft 
etwas  als  selbstverständlich  ansieht,  was  nicht  einmal  allgemein  uahr 
ist.   Aus  diesem  Grunde  sei  es  ..üblich"  die  Axiome  auf  die  kldast 
mögliche  Zahl  zu  beschränken.  Factisch  hat  auch  der  Verfasser  es 
ratsam  gefunden,  ein  gleiches  zu  tun.   Was  ist  nun  mit  „oberflick» 
lieber  Betrachtung'^  gemeint?  Soll  es  eine  accidentoUe  Schwäche  be- 
zeichnen, die  bei  gehöriger  Achtsamkeit  zn  vermeiden  wäre  ?  Wie  der 
Verfasser  wiederholt  an  die  Grenzen  des  philosophischen  Gebiets 
streift,  aber  stets  zur  rechten  Zeit  inneh&lt,  wo  ein  Mebrerc-s  (kr 
Einsicht  nicht  förderlich  sein  würde,  so  auch  hier,  doch  gesehiehl « 
diesmal  an  einer  sehr  schlttpfrigcu  Stelle.  In  der  Tat  wird  dorA  des 
leicht  hingeworfenen  Tadel  seine  H^nng  scheinbar  gerettet,  eigBit- 
lich  sei  die  Beschränkung  der  Axiomenzahl  ganz  unnötig.  Ist  den 
aber  Je  eine  Betrachtung  von  Seiten  der  Schiller,  ist  diejenige,  a 
der  das  Lehrbuch  anleitet,  nicht  obcrfiftchlich?  Das  allein  macht  es 
ja  möglieh,  Anftnger  von  der  Richtigkeit  der  Axiome  zu  obeneoges, 
dass  sie  schon  bei  oberflftchlicher  Betrachtnng  dnleuchtcn,  eine  tiefe 
Betrachtung  darf  niemand  voraussetzen.    Das  Axiom  HL  ist  en 
schlagender  Beleg  dafür:  „Durch  jeden  Punkt  einer  Ebene  gdit  u 
jeder  nicht  durch  ihn  gehenden  Geraden  in  derselben  immer  eine  lad 
nur  eine  Parallele**.  Dieser  Satz  wird  vielleicht  bei  sehr  oberiü«^ 
lieber,  nicht  eben  achtsamer  Betrachtung  sdbstverstfindlich  schehieB. 
Dabei  ist  er  erfahmngsmässig  allgemein  wahr,  sogar  apodiktisch  ikb- 
tig,  letzteres  aber  nur  auf  Grund  von  Eigenschaften  der  Ebene,  fie 
nicht  auf  der  Hand  liegen.  Es  ist  für  den  Schaler  kein  Omnd  er- 
Richtlich,  wanm  die  zweite  Gerade  bei  Drohung  von  der  ParaBele 
aus  sofort  auf  einer  von  beiden  Seiten  die  erste  schneiden  müsste. 
Der  Verfasser  baut  also  selbst  auf  eine  nicht  nur  oberflächliche,  son- 
dem  auch  uuachtsame  Betrachtung,  wenn  er  dem  Sat/e  nnniitttlkin 
Evidenz  zuschreibt.     Sein  Anssj>ruch,  \uu  doni  wir  au-;:iiiL;tii,  lial 
demnach  eine  durchgängige,  nicht  aul  Falle  vuu  nioniriitanein  Lajtsus 
beschrankte  Gültigkeit.    Nicht,  w<'nn  einmal  die  Px  trac  htung  ober- 
tiächlich  ist.  sondern,  weil  sie  bei  nnmittclbanin  Kinleucbten  -t«fs 
jiur  obcrtlachlich  sein  kann,  ist  man  der  Getabr  ausj;es<  t/t  für  stlUt- 
V(>rstän(lli(h  zu  halten,  was  niclit  einmal  allgemein  wahr  i^t.  Die 
nnmiitelbare  Evidenz  der  Axiome  ist  nichts  als  nngeprutte  Meinung, 
mitbin  eine  ganz  falsche  Heelitfertiguug  iVu*  sie.    Diesen  l'mstand  hat 
der  Verfasser  in  seiner   üherall  bewicseueu  nnd  höchst  woltuenden 
Offenheit  verraten,  aber  sehr  geschickt  wieder  verhüUt.  Die  wirkhck 
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fiechtfertigaug  der  Axiome  ist  nicht  schwer  zn  findeOf  doch  hrancben 

wir  darauf  nicht  einzugehen,  weil  der  Verfasser  seiner  nicht  haltlmren 

Ansicht  iu  der  Bearheitung  keine  Folge  gegeben  hat  Der  Vortrag 
charakterisirt  sich  durch  eine  ungewöhnliche  Ausführlichkeit;  doch 
steht  darin  jedes  Wort  an  seiner  Stelle,  und  wird  jedes  Thema  iu 
(liuer  Weise  behandelt,  die  keine  Frage  übrig  lässt  Die  Haupt- 
abschnitte sind:  Einleitunf^  und  (iniudbcgritlV,  ebene  Figuren  aus  2 
und  3  Geraden,  Vierecke  und  Vielecke,  Vergleichung  der  Vielecke 
nach  Fläche  und  Umfang,  metrische  Relationen  zwischen  Strecken, 
Achnlichkeit  der  Dreiecke,  Berechnung  des  Kreises.  H. 

(reometrischc  Coustructions- Aufgaben.  Herausgegeben  von  Dr. 
II.  Lieber,  Oberlehrer  an  der  Friedrich  Wilhelmsschule  (Kealschule 
Itor  Ordnung)  in  Stettin,  und  F.  von  Lüh  mann,  Oberlehrer  am 
Progymnasium  in  Gartz  a.  0.  Vierte  Auflage.  Mit  einer  Fignren- 
taftfl.  Berlin  1878.  Leonhard  Simion.  185  S. 

Die  Abschnitte  des  Buchs  sind  folgende:  Dreiecks-  und  Vierecks- 
C'onstructious-Aufgaben ,  \ermischto  Aufgaben,  Kreis-Aufgabeu,  Ver- 
waudlungs-  und  Teilungs-Aufgaben,  Aufgaben  weiche  durch  algebrai- 
sche Analysis  zu  lüseu  sind  -  uud  ö  Anhiluge:  Aufgaben  für  C'oor- 
diuatenmethode,  Aufgabeu  zur  Einübung  des  goldenen  Schnitts,  geo- 
metrische Oertcr.  Die  Sammlung  ist  ungemein  reichhaltig-,  es  möchte 
darin  wol  keine  bis  jetzt  entdeckte  Art  von  Interesse  übergangen  sein. 
Manche  Arten  sind  überhaupt  alle  Fälle  erschöpfend,  und  dann  in 
gross t  möglicher  Abkürzung  zusRminengostellt.  Zum  Teil  sind  die 
blossen  Data  in  Zeichen  anfgefülu  t ,  /um  Teil  Anleitungen  und  Be- 
merkungen, sei  es  gomeinsam  fftr  eine  Art  oder  auch  für  die  einzelne 
Aufgabe,  beigefügt.  Die  snccessiven  Auflagen  unterscheiden  sich  wenig: 
von  der  dritten  an  ist  der  Anhang  Aber  Oerter  hinzngekommen,  in 
der  vierten  abid  statt  der  meisten  frthem  AnflOsnngen  Analysen  ge* 
geben.  Die  Figuren  sind  mit  gutem  Grunde  zum  grtaten  Teil  den 
Schalem  zu  zeichnen  flberlasscn.  H. 

Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  des  Baumes.  Zum 
Gebrauche  bei  Voriesungen  und  zum  Selbststudium.  Von  C.  Pre- 
diger, Professor  an  der  Königl.  Beigakademie  zu  dausthal.  Mit 
26  lithographirten  Tafeln.  Clausthal  1878.  C.  A.  Loewe.  355  8. 

Das  Buch  ist  sichtlich  mit  Floiss  bearbeitet  und  zeugt  von  einem 
genügenden  Sachverständuiss;  doch  lässt  sich  ein  festes  Ziel,  ein  be- 
stimmender Gedanke,  ein  durchgehender  Charakter  darin  nicht  wol 
erkennen.  Da  es  hauptsächlich  for  Techniker  bestimmt  ist,  so  eridArt 
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Bicb  waltfMiieiilUch  die  befoadere  Wabl  des  I^ahrgaiigt  »  aOn  da- 
asdnen  Pvokleii  durch  dos  Yerfaieen  EriUbmngen  and.  mag  diria  ihre 
Bechtfertigwig  finden.  Es  $etzt  beim  Leaer  den  Willen  venas,  dea 
Gegenstand  gründlich  zn  stndiren,  nicht  aber  diejenige  aOgemelBe  Aaf- 
fassnng  der  Aufgabe  der  Geomefarie  zn  gewinnen,  welche  die  winn- 
sdiaftliche  Analysis  fordert  Es  ist  dies  eine  Beschrfnknng,  die  M 
in  den  Anfangsgrttnden  kmd  giebl  ind  dorch  keine  Fertsetiang  des 
Stadiums  Uber  die  beobachteten  Grenzen  hinaas  wOrde  gehoben  wer- 
den können.  Die  Grenzen  des  Lehrstoffii  lassen  sieh  einigermanea 
ans  den  Inhaltstiteln  entnehmen:  Coordinatensysteme,  Gteidinngfli 
des  Pnnkts,  der  geraden  Linie  nnd  der  Ebene,  Determinanten,  Pro- 
joctionon,  Aufgaben  Aber  die  gerade  Linie  nnd  die  Ebene,  Transfor- 
mationen der  Goordinaten,  geometrische  Oerter,  Fliehen  der  2.  Ord- 
nung, im  allgemeinen,  spedello  Betrachtungen  ftber  de,  ihre  Bertb- 
ruDgsebenen,  Kormalen,  Normsiebenen,  Polarebenen  und  KrdsBchnittr, 
Classification  and  Transformation  nnmeriscbcr  Gleichnngen,  Erzeagoog 
der  Hächcu  dorch  die  Bewegung  einer  Linie.   Differential-  und  ia- 
tegralrccbuung  soll  nicbt  ausgeijehlossen  seiu,  ündet  aber  natttrÜch 
kaum  ncuncnswerto  Anwendung.  H. 


Vermigcbte  Schriften,  Zeitschriften. 

Nouvdle  Corrospoiulauce  Matliein.itique,  redigce  par  Eugr-uc 
Catalau,  ancien  eleve  de  l'^iCoIc  Polytcchniquc,  Doetonr  es  scienv'os. 
l'rofesscur  ;i  Tuniversite  de  Liege;  avec  la  collaboratiftn  de  MM. 
Mausiou,  Laisant,  Brocard,  Neuberg  et  Kduuard  Lucas. 
Tome  IV.   Liege  187b.  £.  Decq. 

Der  Inhalt  der  ersten  Hfllfte  des  Bandes  an  Abhandhtngen  iil 
folgender« 

£.  Lucas:  Ueber  die  Theorie  der  eiu/acli  periodiscbcn  namc- 
rischcn  Functionen.  (Fortsetzung.) 

£.  Catalan:  Ueber  das  Problem  der  Parteien. 
£.  Dnbois:  Von  einigen  Eigenschaften  der  Ellipsenbogcn. 
E.  Yan  Au  bei:  Note  betreifend  die  Mittelpnnlrte  der  «her  dea 
Seiten  eines  beliebigen  Vielecks  constniirten  Quadrate. 

H.  Brocard:  Noten  Uber  verscbiedeue  Artikel  der  N.  (J.  (Fort- 
scUung.) 

P.  Mansion:  Ueber  das  Format'sche  Thooroiu.  (Bemorkasg 
des  Bedact) 
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C.  Lo  Paigc:  Ueber  eine  Tnnsfomatkm  von  DetermlMiiteii. 

G.  dcLongchamps:  Uebcr  die  Functioncu  Un^  r„  von  £. Lucas. 

E.  Catalau:  Sätze  von  Smith  und  Mansion. 

£.  Dewulf:  Note  über  die  Frage  173.   (Betreffend  ciu  Dreieck 
aas  gleich8eitig*bypcrboli8clion  oder  parabolischen  Bogen.) 
J.  Kenberg:  Einige  EigenechAften  des  Dreieeks. 

E.  Gatalan:  Uebcr  die  Methode  der  Isoperimeter. 

H.  Brocard:  Elcmentäro  Bemerkungen  Uber  das  Fecrscbo 
Problem. 

E.  Lucas:  Ueber  ein  Grundprincip  der  Geometrie  und  Trigo- 
uomotric. 

C.  Le  Paige:  Ueber  einen  Satsc  fon  Mansion. 

F.  Protb:  Eigenschaft  der  Zahlen  von  der  Form  6««{-l. 

C.  de  Polignac:  Arithmetiscbcr  Satz. 

H. 

Nienw  Archief  voor  Wisknnde.  Deel  IV.  Amsterdam  1878. 
Weytingh  en  Brave. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 

P.  M.  Heringa:  Betrachtangen  Uber  die  Theorie  der  Capfllar- 
Erachdnnngen. 

H.  Onnen:  Bemerkungen  betreffend  die  wesentlichen  Gleichuugcu 
der  ebenen  Curven. 

N.  L.  A.  W.  Gravelaar:  Eine  besondere  Gleichung. 

J. D. C.H.  de  Koos:  Einiges  ftber gekoppelte KrUckenbcwegong 
(Bewegung  verbundener  Stangen). 

G.  J.  Michaelis:  Bemerkungen  aber  die  Theorien  der  etoktro- 
dynamischen  Erscheinungen  von  Weber,  Riemann  nnd  Clansias. 

Kleinere  Mitteilungen. 

W.  Mantel:  Beantwortung  der  Preisfrage  N.  12.  tiber  die  Teil- 
barkeit durch  eine  Primzahl  und  die  Giiederzahl  der  Periode. 

G.  A.  Oskamp;  Beantwortung  der  Preisfrage  Nr.  8.  Bewegung 
oiner  an  einem  aui^^Hten  Faden  att%ehiagten  Engel. 

G.  A.  Oskamp:  Beantwortung  der  Preisfrage  Nr.  12. 

I)  Bierens  de  Haan:  Einiges  über  die  „Theorie  des  fonctions 
de  variables  imaginaircs  par  M.  Maiimilien  Marie^^  (Fortsetsnng, 
Scblnss.) 
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T.  J.  Stieltjes  Jr:  Eins  und  das  andre  aber  du  iirtflpil 

i 

Sir{x+u)bu. 

0 

P.  H.  Schonte:  Die  Erzeugung  von  Cnnren  ndttdst  projcctivi- 
scfaer  Gnrvonbfindol. 

C.  L.  La n (Ire:  Ui'bor  Polyeder. 

F.  J.  van  den  Berg:  lieber  die  augeolihurte)  Kectific^tkin  dies 
Kreisbogens. 
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Schlegel,  V.,  Hermann  Grassmanu.  Leipzig,  Brockhaus.  2Mk. 
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Adam,  W.,  arithmct.  u.  algebraisches  Uebuugsbuch  m.  ausge- 
Ihbrten  Musterbeisp. ,  2000  Aufgaben  enth.  Neuruppiu,  Petronz. 
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Astronomie.    München,  Th.  Ackermann.    1  Mk.  80  Pf. 

jQdt,  C,  Aufgaben  aus  d.  Stereometrien.  Trigonometrie.  2. Afl. 
Ansbach,  Seybold.    60  Pf. 
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Litterarischer  Bericht 

CCXLVIII. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik.  Von  Victor  Schlegel, 
Oberlehrer  am  Gjrmnasiam  in  Waren.  Erster  Theil.  Arithmetik  nnd 
Combinatorik.  Wolfenbtttte)  1878.  Julins  Zwissler.  .  181  8. 

Die  hier  befolgte  Methode  ist  die  rein  arithinetischc  mit  sncces- 
stver  Erweiterung  des  Zahlbegriffs.  Höchster  Gesichtspunkt  ist  die 
systematische  Gestaltung  des  Lehrstoffs,  welche  mit  einer  Consequcnz 
nnd  in  einer  Ausdehnung  durcbgefabrt  ist,  wie  wol  in  keinem  andern 
Lehrbuch.  Das  systomatislrendo  Streben  scheitert  oft  an  dem  Mis- 
griff,  dass  ein  Prindp  a  priori  nach  einseitigen  Betrachtungen  oder 
rofi^fiissten  Meinungen  gewählt  wird,  welches  den  Lehrgang  beein- 
trächtigt und  den  Gegenstand  entstellt,  daher  in  manchen  Funkten, 
wo  dies  zu  augenftUig  sein  wttrde,  wieder  verlassen  werden  muss. 
Das  gegenwärtige  System  und  Ordnungsprindp  ist  ganz  unter  An- 
leituDg  der  Praxis  des  algebraischen  Rechnens  ausgebildet  und  kann 
daher  mit  der  Natur  dos  Stoffes  nirgends  in  Widerspruch  treten. 
Dies  ist  um  so  mehr  anzuerkennen  und  Hess  sich  nach  dem  Anüang 
des  Buchs  um  so  weniger  erwarten,  als  letzterer  nach  Ideen  Grass- 
mami's  bearbeitet  ist,  der  die  Grundbegriffo  durch  Rcduction  auf  All- 
gemräieres  crklSren  will,  nnd  das  2Siel  erreicht  zu  haben  meint,  wenn 
er  auf  einen  Punkt  gelangt,  wo  man  mehts  mehr  einsieht,  daher  auch 
nidits  bezwdfeln  kann.  So  weit  ist  nun  der  TerfiMser  nicht  mit 
Grassmann  gegangen.  Jener  Anfiuig  besteht  aus  philosophischen, 
keineswegs  unanfechtbareu,  jedenfalls  aber  sehr  undeutlichen  Anf- 
Btellangen,  welche  die  Erklärung  der  Grandbegriffe  vertreten  zu  sol- 
Wb  scheinen.  Er  lässt  sich  geradezu  abcrschlagen  \  denn  nach  wenigen 
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Seiten  mmmt  das  Lehiimch  doen  für  sieh  veratändlichen,  da  ge- 
wöhnlidieii  demeutarcu  YorateUotigen  angemessenea  Anfong.  ift  dar 
Bearbeitug  ist  die  Absicht  des  TeriSissera  zu  erkennen  im  S^tf» 
kdnen  leeren  Platz  zu  lassen  nnd,  wo  dn  leeres  Fach  (eine  Ausalutt) 
dnrcfa  die  Katur  der  Sache  bedingt  ist,  wie  z.  B.  beim  Divisor  aalL 
darflber  Erklämng  und  Nachweis  za  geben.  Um  so  mehr  etstasnt 
muLf  wie  gleichwol  so  grosse  Lücken  im  System  bleiben  ksnoltt. 
Bio  Lacko  von  weitestem  Um&ng  ist  wol  die  folgende.  Asf  jode 
Erörterung  einer  Operation  folgt  unter  dem  Titel  „Rocfaung  sut 
Resultaten**  die  Combination  der  bis  dabin  erklärten  OpenüMM. 
Hier  ist  aber  allein  bcrflcksichtigt  die  neue  Operation  mit  Bessltilai 
der  alten  und  zwar  vaLtßt  den  Ms  dahin  geschehenen  EnrettemugeQ 
des  Zahlbcgriffs,  nicht  aber  das  Umgekehrte.    £s  ist  darcfaweg  fcr* 
gesscn,  (lass  es  sich  auch  baudelu  muss  um  die  alten  Operationeii  wit 
Resultatcu  der  ucueu,  uamcntlick  um  Nachweis  der  Gültigkeit  der 
frühem  Aufstelluugeii  nach  der  neu  eingeführten  Erweit (tuii!?  Id§- 
l}esüuder(!  i^t  dosliall»  die  algebraische  Addition  dir  lU  uclie  _  ir  nicht 
erwähnt  worden.    iJas  l'^hleiulc  in  Ausfiiliruug  zu  bringt-u  war  /wii- 
nial  Gelegcnlieit  und  Anlass:  erst  bei  den  einzelnen  Oin.iuli"mii. 
hernach  im  Abschnitt  H.  betitelt  „die  relativen  Zahlen-.   Der  IcUtcr-: 
handelt  ausdrücklidi  und  im  ganzen  von  den  Erweiterungen,  der  Noll, 
den  negativen  Zahlen,  <lcr  Eins,  den  umgekehrten  Zahlen,  deo  irratiir 
nalen  Zahlen;  er  ist  aber  ganz  dürftig  und  geht  auf  keine  der  tlieo- 
retisch  wichtigen  Fragen  ein.    Eine  Vergessliehkeit  ist  e>  auch,  das? 
der  Verfasser  i'rst  <lie  Vorschrift  giebt  durch  keine  Zahl  /u  dividiroü. 
die  auch  null  sein  kann,  sjKiter  aber  selbst  dagegen  fehlt,  iudcm  er 
Gleichungen  durch  Division  durch  die  Unbekannte  r  auf  niederu  Grad 
reduciren  lässt  ohne  von  Aussclduss  der  Wurzel     =  0  ein  Wort  iQ 
sagen.    Die  Vorschrift,  wie  sie  ausgesprochen  ist,  kann  leicht  in 
l)raktischor  Hinsicht  zu  weit  gehend  gedeutet  werden;  gerade  da  aber, 
wo  sie  ihre  llaui»tauwcndung  hat  und  wo  der  Wortlaut  genau  pisst, 
wird  sie  ausser  Augen  gesetzt.    Ferner  ist  viel  vergessen  btü  der 
Reduction  der  Gleichungen.    Die  Lücke  tritt  schon  in  dem  vorberd- 
tonden  Abschnitt  über  die  Polynome  auf  und  zwar  in  vielfacher  Weis*^ 
Hier  wird  aufgestellt:  Jeder  nur  mittelst  der  6  ersten  Rechnnng^artm 
zusammengesetzte  Ausdruck  huisst  algebraisch,  jeder  andere  trauscco- 
dent»  l>Iur  Logarithmen  werden  ausgeschlossen,  an  irrationale  Fsp^ 
nentcn  hat  der  Verfasser  nicht  gedacht.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass 
jeder  Buchstab  alle  erklärten  Bedeutaugen  zu  haben  fähig  sein  mm^ 
Irrationalzahlen  sind  als  W'urzeln  und  liOgarithmen  erkUlrt,  es  bieibea 
also  nach  Ausschluss  der  letztern  die  irrationalen  Wurzeln,  Bei  ItJ- 
klämng  der  Polynome  wird  nun  die  im  An6uig  beobachtete  All- 
gemeinheit fallen  gehissen,  so  dass  am  Wortlaut  der  Sitie  nWtti 
weiter  zu  vennisson  sein  würde  als  die  Bedingung,  dass  die  EipuaLsiin 
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rational  sein  müsson.    Doch  als  eine  solche  Sclbstbescbränkung  er- 
scheint die  Polynom  form  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  nicht 
mehr.   Hier  wird  hehani»tet.  jede  algebraische  Gleichung  (im  vorigen 
allf^omeinsteu  Sinne)  Hesse  sicli  durch  die  erklärten  Transformationen 
auf  die  i)()lynomisclie  Grundlonn  bringen.    Es  wird  nur  erklärt,  wie 
mau  einen  Nenner,  eine  Wnrzelgrössc  entfernt.    Für  mehrere 
Wurzclgrössen  ist  die  Kegel  nicht  ausreichend-,  ebendarum  durfte 
aber  auch  der  Grund  nicht  fehlen,  warum  sie  für  mehrere  Nenner 
ausreichend  ist.   Ks  ist  daraus  ersichtlich,  dass  der  Verfasser  den 
Fall  gar  nicht  beachtet  hat.   Das  oben  gcnanute  Princip,  dass  jeder 
ßuchstab  alle  erklärton  Bcdcutangcn  zu  haben  fähig  sein  amss,  so 
dass  die  algobraischen  Operationon  keine  Beschränkungen  erleiden, 
wendet  der  Verfasser  zar  Motivirung  der  eingeführten  Recbnungs- 
grtesen,  der  Knll,  der  negativen,  umgekehrten  and  irrationalen  Zah- 
len an.   In  der  Tat  ist  damit  der  richtigo  Wog  zur  Erklftmng  der- 
selben betreten,  aber  mit  dem  Gesagton  die  Sache  nicht  erledigt 
Es  war  zn  zeigen,  wie  sie  als  Rechnungsresoltato  Bedeutung  haben, 
sofern  kein  Resultat  das  letzte  ist,  und  nach  Vollzug  beliebig  Tieler 
Operationen  an  ihnen  immer  wieder  positive  ganzo  Zahlen  erhalten 
werden  können,  und  dass  dann  jedes  positiv  ganzzahlige  Resultat 
richtig  sein  muss.   Ebenso  vorhält  os  sich  hernach  bei  den  eom- 
plcxen  Zahlen,  die  bei  den  quadratischen  Gleichungen  erörtert  wer- 
den.   Die  Determinanten  werden  nur  bis  zu  3.  Ordnung  aufsteigend 
unter  den  Eliminationsmethodeu  entwickelt,  worauf  dann  eine  un- 
bewiesene Behauidiiiig  über  die  liöheren  Ordnungen  folgt.  {?chon 
dieser  unbefriedigende  Ausgang  zeigt,  dass  dies  Zuwerkegelieu  nichts 
ijistructives  hat.    Die  Determinautenklire  ist  einmal  ein  Gegenstand, 
der  ohne  Entstellung  und  Verhülliuig  der  einfachen  Gesetze  nicht 
anders  als  vom  allgemeinsten  Anfang  ans  gelrieben  werden  kann; 
sie  gehörte  in  den  letzten  Abschnitt,   die  Cuuibinatorik.    Auf  die 
Gleichungen,  behandelt  bis  zum  4.  Grade,  wozu  noch  die  Exponential- 
gleichung kommt,  folgen  die  lieihen  und  Kettenbrüche,  emlliche  und 
unendliche,  welche  hinsichtlich  der  in  Betrachtung  gezogenen  Objecto 
sehr  tief  in  das  Gebiet  der  Analysis  hineinführeu.    Gleichwol  hat 
der  Verfasser  den  elementaren  Standpunkt  nie  tlbersch reiten  wollen. 
Fttr  einen  solchen  Zweck  hfttto  sich  gar  manches  tun  lassen,  um 
wenigstens  klare  Begriffe  zu  erzielen,  was  hier  nicht  geschehen  ist; 
das  Gelieferte  ist  ungeoQgend.    Die  Decimalrecbuung  wird  als  an- 
geiwandte  Arithmetik  aufgeführt;  hieran  schUesst  sich  noch  die  Zins- 
redmung.   Dann  folgt  die  reine  und  angewandte  Gombinatorik,  letz- 
tere enthaltend  die  Binomiahreihe  und  die  Wahtscheinlichkeitsrechnnng. 
Zun  Zwed^  der  Uebung  wird  auf  Hofraann's  AufgabensammluBg  und 
einige  andere  im  einzelnen  verwiesen.   Um  ein  Gesanunturteil  Aber 
dM  Werk  zu  geben,  so  ist  der  Plan  und  Angriff  originell  und  vor- 
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treÜBicb,  die  AufifQhrang  hingegen  in  Tielcn  Paukten  mangelhift;  tut 
alles  daran  Aosznsetzende  ist  aber  derart,  dass  es  nur  &g|taiimg^ 
nicht  Ab&ndemng  fordert.  E 


Le^ons  iraritlimetiquo  guido  &  rusago  des  professeors.  Preuüere 
partio:  calcul  uam^riquc  avoc  de  nombreux  problemos.  Par  G.  Ol- 
tramaro,  professeur  ^  Tuuiversite  de  Gendve.  Secunde  edition. 
Gcn<^vo-liftio-L>on  1878.  IL  Georg.  Paris  Gauthier-ViUars.  152  & 

Das  Vorliegeudo  ist  ein  Lehrbuch,  welches  die  OrenseB  da 
bflrgerlichen  Rechnens  nicht  wesentlich  Oberschreitet;  nur  enthilt  es 

auch  einiges  wenige  von  Poteuzcii  und  Wurzelansziehung.  Em  be- 
sonderes Capitci  bildet  eine  Sammlung  von  Aufgaben,  deren  LösSBg 
nicht  ihm  h  ilireLtc  Op«  ratiuiicn  erfolgen  kann,  welche  vielmehr  obae 
Anwendung  von  Gleicliini;;cn,  die  sieh  ai.-^  sehr  einfache  lineare  leicht 
ilarhietcn  wurden,  lUuch  UeljeTle^fung  gelöst  werdeu  nullen.  ZuL'aK^ 
ist  eine  Tald  der  rrini/ahlen  bis  I'OOIH)  und  eine  Tafel  der  t^uair.iv- 
wnrzehi,  Kuldkwur/eln,  etc.  bis  zur  sechsten  Wurzel  aus  den  Zalilcn 
L*  bis  1.'>1,  die  (Juadratwurzelu  auf  10,  die  übrigen  auf  5  Bruchstellen. 
In  erläulernilf'in  Vortrag  werden  ilie  gewöhuliihen  Regeln  entwickelt, 
dann  fonnulirt,  mitunter  zur  l'.rläuteruug  ein  Beispiel  angewaudt. 
Anlass  zur  Bes])recliung  bit  ten  einige  in  der  Vorrede  berührte  j^riuci- 
pielle  Fragen.  Die  er.-^le  hetritft  den  Unterschied  zwischen  Arithmetik 
und  Aigtbra.  Dieseu  sieht  der  Verfasser  darin,  dass  die  Arithmetik 
mit  bewussten  Zaiileu  rechne,  die  Algebra  mit  Elementen,  um  deren 
Bedeutung  sie  sich  nicht  kümmere.  Hierin  giebt  sich  eine  durchaus 
falsche  Auffassung  der  Alg(d)ra  zu  erk(Mnien,  die  auch  einen  gewissen 
KiuHuss  auf  die  Au>icht  über  die  Arithmetik  hat.  Die  Algebra  i?i 
keine  rein  formelle  Theorie  und  würde  als  solche  betrachtet  nie  ha- 
ben erfunden  werdeu  können.  Sie  hat  in  der  Tat  danach  zu  fragen, 
ob  ihre  Elemente  Grössen,  unter  Umständen,  ob  die  Grössen  rc«lL 
ob  sie  stetig  oder  discret  sind,  u.  8.  w.  Nur  das  ist  ihr  oigcn,  dass 
die  Elemente  alle  diese  üodcutuugen,  aber  wol  ^u  mericen  uur  er- 
klärte, bcwusste  Bedeutungen  zu  umfassen  ßhig  sind,  worauf  ihre 
(icltung  für  Geometrie,  HocUauik  n.  s.  w.  beruht.  Sic  bedurfte  zia 
Zweck  dieser  Bedingung  zu  geuQgen  einei*  nicht  geringen  AusbildnSg. 
hat  sich  diesem  Zwecke  gemäss  entwickelt  uud  gestaltet,  und  OMI 
also  ihren  unterschiedlichen  Begritl'  in  diese  ihre  Fäliiglieit  seM. 
Der  Verfasser  stQtzt  auf  jene  irrige  Definitiou  seine  Bevorzugung  ^ 
heuristischen  Lehrweise  in  der  Lösung  von  Angaben;  doch  geht  er 
darin  wenigstens  nicht  so  unbesonnen  znwerke,  wie  es  oft  gesehiekL 
Viele  Lehrer  nämlich  geben  den  Schfllem  die  Reihe  von  Bctrachtn- 
gen,  welche  zur  Lösung  von  Aufgaben  einer  Art  ffthren,  an  tsam 
Beispiele  und  lassen  dieselben  nur  an  andern  Zahlen  wiedeiholflit 


Digitized  by  Google 


LUUrariächer  Bericht  CGXLVUL 


38 


sie  bchaupteu  und  saclicii  die  Mcinuug  zu  erwecken,  auf  diesem  Wego 
gewönnen  dio  Schüler  Ki  i-idit  in  den  Grund  des  Verfahrons,  der 
beim  Glcichungsansatz  im  Dunkeln  bliebe.  In  der  Tat  aber  verhält 
CS  sich  umgekehrt  Der  Schüler  hat  im  Gründe  nar  je  eiuc  Aufgabe 
lösen  gelernt,  wozu  ihm  der  Lehrer  das  Verf:iliren  vollständig  gesagt 
hat  Wie  er  dazu  kommt,  gerade  diese  Keihc  von  Betrachtungen 
anzustellen,  bleibt  ihm  unbcwusst,  und  da  er  in  jedem  neuen  Falle 
die  ausreichende  Uülfo  tindct,  lernt  er  nie,  dass  er  nach  der  Ldsnng 
SQcbeu  muss.  Was  nun  hier  dem  Schaler  verborgen  bleibt,  der  Grund 
dos  Verfahrens,  das  eben  zeigt  die  Theorie  der  Gleichungen,  deren 
Transformationen  auf  sichtliche  Weise  zum  verständlichen  Ziele  führen. 
Allerdings  ist  es  ganz  gerechtfertigt,  wenn  man  den  Kindern  die 
sichere  Methode  vorenthält,  so  dass  sie  eine  gewisse  Fertigkeit  er- 
werben ohne  im  selben  Augenblicke  zu  wissen,  wie.  Kur  soll  man 
ihnen  nicht  durch  verkehrte  Darstellung  eine  falsche  Einbildung  bei- 
bringen. Zu  vemflnftigcrem  Grundsatz  bekennt  sich  der  Verfasser, 
indem  er  sagt:  Es  giebt  keine  Methode  alle  Aufgaben  zu  lösen;  der 
Schfllor  muss  verschiedene  Betrachtungen  versuchen,  bis  er  eine  er- 
folgreiche findet  Weiter  geht  die  Vorrede  auf  die  Frage  ein,  woran 
man  erkennt,  ob  eine  Frage  eine  arithmetische  ist  oder  nicht.  Da 
CS  ein  solches  Kriterium  vor  der  Lösung  nicht  giebt,  so  entscheidet 
er  sich  dafür,  jede  Frage  eine  arithmetische  zu  nennen,  deren  Data 
bestimmte  Zahlen  sind,  und  falls  sie  nicht  arithmetisch  gelöst  werden 
köunc,  den  zeitweiligen  niederen  Standpunkt  der  Ausbildung  der  Arith- 
metik zu  constatiren.  Eigentliches  Motiv  der  Scheidung  war  die  Me- 
thode; dasselbe  wird  jedoch  dadurch  hinfällig,  dass  der  Verfasser  ja 
keine  arithmetische  M(  thode  aufstellen  kann.  Die  Auskunft  aber,  die 
er  trifft,  ist  ebenso  uutruchtbar;  denn  selten  ist  der  Sinn  einer  Auf- 
gabe und  die  Aulsiicbnng  (h'r  Lösung  von  den  speciell  gegebenen 
Zahlen  abhüiif^ig.  Zw  ar  weist  der  A'erfasser  hier  auf  zaiilejitheoretisehc 
Fragen  hin,  doch  diese  lallen  nur  zum  kleinsten  Teil  in  das  (lebiet 
der  hier  behandelten  elenientareu  Arithmetik.  Kndlich  wird  noch 
eutgegengcsetzt  die  al;^'ebraische  Wurzelausziehnngsmethode  (d.  i.  offen- 
bar die  aus  der  Kntwii  keluu'^  von  {a-\-hy'  hervorgehende)  und  die 
arithmetische^  der  Bearbeitung  zufolge  bestehend  in  der  sogen.  Fehler- 
rtM'hnuug,  durch  die  man  bekauntlieh  jede  numorisehe  (Jleieiiung 
api»roximativ  auHösen  kann.  Wie  der  Verfasser  zu  der  Behauptung 
kommt,  ersterc  Methode  sei  nur  auf  Quadrat-  und  Kubikwurzeln, 
darüber  hinaus  nicht  uichi*  anwendbar,  ist  nicht  wul  begreitiich. 

H. 

^lathematische  Aufgaben  zum  Ciebrauehe  in  den  obersten  Klassen 
höliercr  Lehraustal teu.    Aus  den  bei  Abiturieuteu  -  Prüfungen  au 
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preussischen  Gyniuasicn  und  Realschulen  gestellten  Aufgaben  ausge- 
wählt und  mit  Hinzuftigung  der  Resultate  (II.  Theil)  zu  einem  Uebongs- 
büi'hc  vereint  von  II.  C.  E.  Martus,  Professor  an  der  Königstldti- 
sehen  Realschule  in  Berlin.  Erster  Theil:  Aufgaben.  Vierte  Auflagt 
Leipzig  1878.  C.  A.  Koch.  210  S. 

Die  3.  Auflage  der  Aufgaben  ist  im  223.  litt.  Ber.  S. '20 .  die  der 
Resultate  im  'JIM.  1.  !>.  S.  :>»i.  besi)roclieu.  Die  4.  Auflage  briugt  a]^ 
wüusehcnswLTte  Krgau/.ungeu  15  nvno  Aufgaben.  Die  vom  Buudt-i- 
rate  des  deutschen  Jxeicbs  festgesetzten  Zeichen  für  die  Namen  der 
Masse  sind  im  Ihu  luf  angewandt  uud  am  Schluss  des  luhaltsxcneicb- 
nisses  zusamnu'ugestellt.  Eine  Uebersetzung  in  ungarischer  Sprache 
v(Mi  Prof.  Dr.  üsdsxar  ist  zu  Pest  1Ö78  im  Verl.  v.  Fraukliu-Tts- 
sulat  erschienen.  H. 


Geometrie. 

Anfangsgrunde  der  beschreibenden  Geometrie  nebet  dnm  ii- 
hang  Aber  Kartenprojection.  Ein  Leitfaden  beim  ünteniehte  is 
höheren  Lehranstalten.  Von  Wilhelm  Mlnk,  Oberlehrer  aa  der 
stftdtiBchen  Realschule  1.  Ordnung  zu  Grefeld.  Mit  vielen  in  des  Tcatt 
gedruckten  Holzschnitten.  Berlin  187a  Nicolai.  47  S. 

Das  Buch  behandelt  (abgoscbcu  vom  Anhang)  ausschliesslich  die 
Darstellung  durch  Orthogonalprojection  auf  2  Ebenen.  Der  erste 
Abschnitt  giebt  die  aligemeinen  Erklärungen  über  die  Darstellungs- 
wciso.  Hierin  ist  eine  UndeuUichkeit  zu  erwähnen,  der  man  in  Ldir 
bUchem  häufig  begegnet,  die  nftmlich  dadurch  entsteht,  dass  von  der 
Bildebene  nichts  gesagt  ist  Das  Einsigo,  was  darauf  Bezug  hat,  in 
das  nicht  erklärte  Wort  „Herabschlagen'S  Dieses  baut  auf  ^  nckt 
ausgesprochene  Voraussetzung,  dass  eine  der  Projectionsebeaea  is 
der  Bildebene  liegt  Es  wOrde  nicht  viel  Worte  gekostet  hahei,  ii 
diesem  Punkte  den  Forderungen  der  Klarheit  uud  Bestimmtheit  dn 
Ausdrucks  zu  genOgen.  Es  folgen  dann  die  elementaren  Aadpbci 
aber  Punkte  und  Gerade,  aber  die  Ebene  an  sich  und  InVerinndisi 
mit  Punkten,  Geraden  und  Ebenen;  dann  wird  die  Darstellnng  ebw 
Figuren,  ebenflächiger  Körjter,  des  Cylinders  nnd  des  Kegels  eriMHt 
und  eine  Anzahl  Aufgaben  darüber  ausgeführt;  den  letzten  Absctaill 
bilden  Aufgaben  über  die  ebenen  Schnitte  eines  Körj>ers  unii  & 
Durcbsclinittstignren  zweier  Körper.  Im  Anhang  werden  die  verM'hi^^ 
denen  gebrauchlichen  Projectionsarten  der  Erdübertiäche  einzelü  iß 
deu  vcrschiedcueu  Lagen  genügend  erläutert  E 
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Grundlagoii  der  Ikonoguosie.  Mit  BcrUcksicbtigaog  ihres  Vcr- 
haltuisscs  zu  audercu  cxaetcn  Wissenschaften,  insbesanderc  zur  Gco- 
DK'tric  dL'scri})tivo.  Von  Frau/  TilM-r,  Professor  am  k.  k.  böhmi- 
schcu  Pülytcchuikum  in  Prag.  I.  Abtbcilung.  :Mit  5  litbogr.  Tafchi. 
(Aus  d.  Abb.  d.  k  Ix.hm.  Ges.  d.  Wiss.  VI.  Folge,  y.  Band.) 
:\Iatb.  nat.  Classe  Nr.  3.).  Prag  1878.  Verl  d.  k.  bdhm.  Ges.  d. 
Wiss.  40.  88  S. 

Die  vurliogcndo  Schrift  In-bandclt  im  Auscbluss  au  Monge,  Geo- 
ijuitric  desrriptiNe  das  tiaiize  der  descripti\ eii  Geometrie  in  allgemein- 
ster Auffassung  ihrer  Aufgaije  mit  voller  Anwendung  der  neueru  syn- 
thetischen Geometrie.    Wenn  auf  (Um  Titel  von  einem  Verbältniss 
zur  descriptiveu  Geonictric  die  Rede  ist,  so  kann  der  Verfasser  damit 
^v.il  nur  auf  die  neue  IJebandlungsform  gegcnttber  der  von  Monge  hin- 
deuten. Am  wenigsten  kann  der  Name  Ikonognosie  (der  in  der  Schrift 
nicht  vorkommt)  einen  neuen  Wissensebaftszwiug  bezeichnen;  denn 
lio  Erkennung  des  Dargestellten  aus  dem  IJildo  ist  ein  untrennbares 
Element  der  dcscriptiven  Geometrie.   Zum  VcrsUlndniss  wird  uicht 
allein  Bekanntschaft,  sondern  völlige  Vertraithoit  mit  der  Doctrin  des 
Gegenstandes  selbst  und  mit  der  nenern  Geometrie  orfordert,  da  der 
hier  cntfiiltotc  Apparat  an  Einfübmngen  einen  so  enormen  Umfang 
hat,  dass  ein  gehöriger  Einblick  schon  vorhanden  sein  mnss,  um  ihn 
beherrschen  m  können.  Auf  Anwendungen  geht  die  Schrift  nicht  ein; 
es  sind  in  der  Tat  die  Grundlagen  der  Theorio  allein,  die  sie  auf- 
stellt Die  jetzt  erschienene  1.  Abteilung  hat  den  Titel:  Von  den 
wesentlichsten  naturgemässen  Mitteln,  der  Unzulftnglichkeit  der  Ent* 
Wickelungs-Elemente  der  descriptiven  Geometrie  abzuhelfen.  Ihre 
Hauptabschnitte'  sind  folge  nde.  Von  den  Principien  der  Determination 
der  Gebilde  des  Raumes  und  ihren  wesentlichsten  Elementen.  Von 
den  Piijioipien  der  Ableitung  der  Projoetionon  tleterminirter  Gebilde 
des  Iiaunies  und  deren  wichtigsten  Gruiidgebilden.    ^'ou  den  Gruud- 
■<alzeu  der  Coustrm  tiun  der  IJilder  determinirter  Projeetionen.  Hier- 
auf folgen  Schlns^benierkungeu.    Die  IJenennungen  und  Furnmliruugen 
sind  in  bulinii>Lher  Sprache,  manche  auch  in  den  europäiscben  Ilaupt- 
sprachou  beigelUgt.  Ii. 


Trigouometrie. 

Traite  de  triuMnionn'trie  analyti(iue.  Par  W.  Mantel,  Mend^rc 
de  la  Societe  ^Iathemati(|ue:  ..Ken  ouverinoeide  arbeid  komt  allcö  tc 
boven,**  h  Amsterdam.   Aiohem  1877.  i\  Brauder.   12ö  S. 

Die  vorliegende  Arbeit  lässt  sich  wol  am  besten  als  methodische 
Studien  be/.eichneu.   Zu  einem  Lehrbuch  kann  sie  nicht  bcblimmt 
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sein;  denn  sie  hat  keino  begrensto  Baap  varmiBTBaqtwdBr  Tutait» 
Hisse,  tetnditet  vielmebr  jeden  ttbciiiaapt  bekanntee  Seto  als  hÜi- 
eigen  Sttttzpuikt  Kbcnsowenig  ist  sie  auf  wesoatlidi  acse  Fat^fahsg 
geric|itet.  Dagegen  zeigt  die  Einleitnog,  daee  es  den  VerfMaer  fv 
allem  nm  Fürderung  der  Hetbode  zn  tan  war.  Ea  nwdea  dum 
namentlich  zwei  Fnnlcte  ^besj^ehen.  Znerst  wird  der  Fehkr  ia  Be- 
woisfübningen  selbst  angesehener  Mathematiker  gerügt,  wekhe  dca 
Grenzwert  der  Sommo  von  n  Tcrment  die  selbst  Ton  n  abhaageo,  Ar 
n » 00  mit  der  Summe  der  Grenzwerte  identifidrt  habe«.  Es  «M 
erstlich  die  Frage  auf  ciuc  Form  gebracht,  in  welcher  es  in  die  Adfea 
fallt,  dass  beide  Grossen  uur  zufällig  gleich  sein  könncu;  dann  wird 
iu  sehr  iu>tru(  tivt'u  licispielen  gezeigt,  dass  jede  toü  l>ciden  conver- 
giren  kauu,  während  die  audre  im  uuLudliche  wachjsl.  dass  aber  uioht 
einmal  die  beiderseitige  Convergenz  zur  Gleichheit  hinruii  hl,  vielmehr 
verschiedene  endliche  Grüsscu  resultiren  kOnneu.  Dieser  gcbla^eü.ic 
Nachweis  möchte  wul  das  Vorzüglichste  der  gesammtcn  Arbeit  sein. 
Der  Verfasser  emidiehlt  für  suldio  rülle  die  MeÜiodo  der  Grenzeo- 
einschliessung,  die  er  selbst  viel  anwendet.  Der  zweite  Punkt  betrifft 
die  Bevorzugung  von  Methoden.  Der  Verfasser  verwii-ft  schlechthin 
jed«Mi  Kunstgrill"  nii'l  will  allein  den,  so  bczoichueteu ,  natürlicliea 
Dedncti<jiisgang  ^clt-  n  lassen;  nur,  wo  dieser  zur  Zeit  noch  nicht 
gefunden  sei,  müsse  man  sich  vorläutig  mit  künstlicbea  Methoden  be- 
gnügen. Der  natürliche  Weg  wird  aber  durch  nichts  charakteriairt 
als  <lnrch  die  Formierung,  dass  der  S<'hüler  von  jedem  angewandten 
Mittel  vorher  den  Grund  einsehe,  eine  Forderung  die  schon  von  Vielen 
zur  Anpreisung  ihrer  ^letlioden  ausgesprochen  worden  ist,  die  aber 
auf  reiner  Illusion  beruht.  Sie  ist  hier  so  wenig  wie  vou  irgendje- 
mand erfüllt,  bedingt  den  tUdaktischen  Erfolg  in  keiner  Weise  und 
wird  ohne  Deaditung  des  Zieles  des  Unterrichts  willkürlich  herbei- 
gezogen. Nienuind  wird  in  Abrede  stellen ,  dass  der  Schüler  willig 
und  aufmerksam  dem  Lehrgang  folgen  mnsa,  eiio  er  die  Sache  and 
mit  ihr  den  Grund  des  Verfahrens  v(vstoben  kann.  Kommt  ihm  dann 
ein  Erfolg  unerwartet,  so  wird  er  um  so  mehr  Aulass  haben  den 
Grund  des  l'rfolges  zu  beachten,  nicht  aber,  wie  der  Verfasser  be- 
hauptet, das  blosse  Hesultat  ohne  den  Weg  zu  mcrl^enj  letzteres  würde 
vielmehr  der  Fall  sein,  wenn  ihm  der  Weg  selbstverständlich  schiene^ 
noch  dazu ,  wenn  es  ein  langer  war.  Der  Verfasser  will  trotz  der 
iAngc  seinen  Grundsatz  aufrecht  erhalten:  ein  bandertmal  lisgtrer 
natttrlieher  Weg  sei  besser  als  ein  kaustUcher.  Die  hier  gebnocbtaa 
Deductionswege  sind  nicht  flbermassig  lang,  doch  geben  sie  aach  tob 
dem  obigen  Grundsatz  des  Verfassers  wenig  Zeog^isa.  Unter  die 
kfinstlichen  Mittel  rechnet  er  auch  die  Bifferentialrecfannng  nnd  die 
imaginären,  Grossen.  Erstero  schliesst  er  formell  gaas  ans,  aagaastea 
derer,  welche  sie  nicht,  kennen,  letatere  tOckt  er  ans  Kade  doBBMhs 
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um  die  Methoden  auf  reeller  Basis  desto  vollständiger  zu  cultiviren, 
i'in  Gesichtspunkt  der  gewiss  in  hohem  Grade  berechtigt  ist.  In  dem 
Aosschluss  der  DifferentialFechnong  hingegen  verbirgt  aich  eine  von 
Vielen  geteilte  IllasioiL  Alles,  was  man  der  Differenlialrecbnnng  etwa 
kflnstliches  Mittel  nennen  könnte,  kommt  reichlich  in  Anwendung,  nur 
ist  diese  stets  spociell.  Es  hätte  also  heisscn  müssen :  Die  Allgemein- 
heit, die  Theorie  verwerfen  wir.  Dies  ist  es  denn  anch,  was  die 
Bednctioaen  der  spAtem  Teile  des  Buchs  eharakterisirt  Je  wdter 
mon  sie  verfolgt,  desto  nnerqniddicher  werden  sie  dorch  den  Mangel 
an  theoretischem  Fortschritt,  durch  die  immer  neu  anfangende  fie- 
grttadnqg,  durch  die  Vemachlftssigung  gemeinsamer  Gesichtspunkte. 
Sie  gehen  ganz  in  die  bekannte  unuatflrlich  gezwungene,  schweifUUge 
fam  der  algeluraischen  Analysls  Aber.  Gute  HotBuung  erweckt  die 
eiste  Deduetlon.  Es  wird  der  Ausdruck  von  sinCa^-l-^'f  on)  in 
sm  und  eos  der  Teilhogen  entwickelt,  die  Form  eharakterisirt  und 
nach  Gleichsetzung  der  Teile  durch  combinatorische  Formeln  dio  Coef- 
licicntcn  der  Entwickelung 

du  RS  >"  £e  stu^jB  C08»*-*JP 

bestimmt.  Die  nächst  folgenden,  als  Quellen  von  Formeln  aufgeführten 
Methoden  sind  die  Zerlegung  von  Functionen,  die  sich  in  rationalen 
Functionen  einer  Variabein  darstellen,  und  die  für  die  hinreichendo 
Anzahl  von  bekannten  Werten  derselben  verschwinden,  in  lineare 
Factorcn  —  und  die  Zerlegung  in  Partialbrüche.  Anwendung  wird 
nnr  auf  Beispiele  gemacht.  Bekannt  sind  alle  3  Methoden  hinrei- 
chend*, vielleicht  sind  sie  auf  das  eine  und  andre  Beispiel  bisher  noch 
nicht  in  Anwendung  gebracht  worden,  ^'on  da  an  scheint  das  Ziel 
der  Arbeit  zu  sein,  alle  bekannton  einfachen  Resultate  im  Gebiete 
der  endlichen  und  unendlichen  Reihen  für  Kreisfanctioncn  zu  gewin* 
nen.  Strenge  Bflndlgk^t  der  Herimtangen  ist  rOhmlichst  anzuerken- 
nen. Irrig  ist  die  Angabe,  die  Ungleichung  sin«  <C « <<  tg«  (iBr 
0  » <<  R)  sei  geometrisch  bewiesen.  Sie  zu  beweisen  ist  geome- 
trisch auf  Grund  der  gewöhnlichen  geometrischen  D^nition  nicht 
mQglidi,  wol  aber  rein  analytisch  auf  Grund  rein  analytischer  De- 
finition. Druckfehler:  S.  19.  Z.  3.  v.  u.  de  la  groupe  statt  du  gronpe 

—  S.  67.  Z.  2.  V.  u.  008**^  statt  oos^  H. 
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Associato  editor  in  cliargc,  William  K.  Story,  i).,  (Leipsic.) 
With  the  co-opcratiou  of  Benjamin  Tcircc,  I*L.  D.,  F.  R  S., 
Frofosflor  of  mathematics  in  Harvard  Uuiversity,  in  niechatiiis,  Si- 
mon Newcomb,  LL.  D.,  F.  R.  S.,  Corr.  Mem.  lust.  uf  Fnunv. 
Superintendent  of  thc  Amerian  Kpbcmeris,  in  astronomy,  and  YL  i. 
Rowlaud,  U.  E.,  in  pbysics.  Publishcd  und  er  tlie  au=pices  of  the 
Johns  Hopkins  Uuiversity.  Volume  I.  Nunibor  X.  Baltimore 
B.  WeBtermaim  a.  C.  Kow  York.  4 101  S. 

Dieses  uenc  mathomatiscbc  Jonnial  -erscheint  in  Heften  in  Quart- 
format, deren  4  einen  Band  von  ungefähr  3sl  Seiten  bilden  sollen, 
zunächst  alle  3  MOnatc  ctus,  oiue  Zeit  die  iiulos  nicht  fpitstebt. 
Die  Hefte  schliessen  nicht  mit  dem  Endo  eines  Artikels.  Jb^  enUiilt 
hanptsftchlicb  Original- Abhandlungen ,  manchmal  auch  AoBz&g»  aas 
wichtigen  Arbeiten«  die  den  amerikanischen  Studenten  schwer  zogiog- 
Uch  sind*  Auch  kiitisdic  Artik^  nnd  bibliographische  Kotixea  sind 
in  Aussicht  genommen.  Dagegen  werden.  Aufgaben  zur  Losung  ab- 
gelohnt und  zur  Einsendung  solcher  die  americauischen  Journale  cn- 
pfohlcn:  „The  Analyst^  odlte(f«'aid  pMliAed  by  J.  £.  Hendrick«. 
Des  Meines,  Jowa,  (|nd  „Tlio  Mathematical  Visitor'^  edited  and  ^ 
blished  by  Artomas  Martin,  £rie,  Pa.  Beitrüge  werden  vom  b* 
und  Ausland  angenommen.  Zn  adressireu  ist  in  allen  AngolcgCDhcitco 
an  William  £.  Story,  «MmB  Hopkins  Univer^ty,  BoHimora,  Md.  Der 
Subscriptionspreis  ist  5  Dollar  f.  d.  Band. 

Das  1.  Heft  enthftlt  folgende  Abhandlungen. 

S.  Kewcomb:  Note  Uber  Transformationen  für  Flächen  iai 
Baume  von  mehr  als  3  Dimensionen. 

Gr.  W.  Hill:  Untersuchungen  in  der  Linear-Tbeorie. 
H.  T.  Eddy:  Das  Theorem  der  3  Momcnto  (ein  Balken  anf  gleich 
hohen  Stützen  in  verschiedenen  Abstünden,  von  einer  zur  asden 

glcichmäshig  belastet). 

G.  Weich  cid:  Lösung  des  irreducibeln  Fiilks. 

Cayloy:  Desiderata  und  Yorschifigo.      1.  Theorie  der  (iropiKs 

H.  A.  Rowland:  Note  ttber  die  Theorie  der  olcktrischcn  ib- 
sorption. 

A.  Ferrero  (Florenz):  Darlegung  der  Methode  der  UciBStea 
Quadrate. 

J.  ,1.  Sylvester:  lieber  eine  Ainvenilung  der  neuen  ati»mi?i"bca 
Theorie  auf  die  graphische  Darstellung  der  Invariant»  ii  uu»l  Onah- 
anten  \(in  binären  Quantics.  Mit  3  Anhäugeu  und  einer  begleiten- 
den Taiel. 


Digitized  by  Google 


Liäerwuelur  Bwkht  CCXLVllJ.  44 

Anhang  1.  Ucbcr  Diffcrcutiaiitcn  ausgedrttckt  in  den  Differenzen 
der  Wurzeln  ihrer  verwandten  Qoantics. 

Anhang  2.  lieber  Hermite's  Reciprocitätsgesctz  (anbeendigt). 

Dass  der  bereits  hinreicbond  bekaunt  gcwordouo  Artikel  über  den 
irredacibeln  Fall  hier  die  lange  vergeblich  gesuchte  Aufnahme  gc- 
fnnden  hat,  giebt  der  Aufmerksamkeit  der  Bedaction  kohi  sonderliches 
Zcogniss.  H. 


Modell  für  den  ersten  Unterricht  in  der 

Goniometrie. 

]>er  Unterzeidineto  gibt  bekannt,  dass  jenes  Modell,  weldies  er 
im  61.  Bande  dieses  „Archivs**  auf  S.  106.  beschrieben  n.  abgebildet 
hat,  Ton  ihm  kftnflich  zu  beziehen  ist 

Preis  40  Mark. 

F.  Hüzn, 
Professor  in  Kouiggräz. 

{Das  erste  Exemplar  wurde  an  die  I[anton8chulo  zu  8t.  Gallen 
geliefert). 
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